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Chapitre 1

Introduction

Depuis 'essor de l'informatique graphique et de la vision par ordinateur dans les années
80, un grand nombre de modeles ont été proposés. Ils permettent de décrire et manipuler des
objets géométriques de dimensions et de structures variées dont I'implantation est souvent liée
aux applications visées. Les traitements numériques et graphiques que ’on peut effectuer sur de
tels objets dépendent pour beaucoup du choix d’une représentation ou d’un modele. Ce choix
détermine le domaine de représentation des objets construits et manipulés ainsi que les formes, les
structures, les propriétés physiques ou visuelles qui pourront leur étre associées. Le modele utilisé
influence également les possibilités logicielles en termes d’interaction, d’édition ou d’efficacité des
traitements. En particulier, la qualité, la robustesse et la complexité des algorithmes géométriques
ou graphiques sont grandement influencées par le choix d’une représentation.

De maniére tres générale un objet est constitué d’un ensemble de points d'un espace de
plongement. Ces ensembles de points doivent étre discrétisés pour pouvoir étre manipulés par
un programme. Suivant les applications, ils sont subdivisés en des ensembles finis de primitives
ou de cellules, plus ou moins structurés. Il existe différentes familles de discrétisation, possédant
des caractéristiques propres en termes de colit mémoire et de temps d’acces aux informations
stockées. Elles sont souvent adaptées a certains types de problemes et supportent efficacement
une gamme plus ou moins large de traitements.

Les modeles les plus répandus sont les modeles de représentation par les bords. Ils ont d’abord
été congus pour la manipulation de polyedres ou de surfaces, comme dans les travaux de Baum-
gart [6], Requicha [117], Méntila [107], Guibas et Stolfi [64] ou Weiler [133, 132]. Ils ont été
étendus aux décompositions cellulaires de dimensions supérieures et notamment volumiques, par
exemple par Dobkin et Laszlo [46] ou Ansaldi et De Floriani [2]. Dans ce type de représentation
chaque objet est découpé ou subdivisé en un ensemble fini de cellules, de formes et de natures
variables, équipées de relations d’incidence ou d’adjacence. Les modeles dits cellulaires acceptent
des cellules de formes variées, souvent des polygones simples en dimension 2 et des polyedres en
dimension 3. Plus spécialisés, les modeles simpliciaux restreignent les cellules représentées aux
simplexes (triangles, tétraedres, etc.) pour faciliter ou accélérer certains traitements.

Les autres modeles utilisés sont essentiellement des représentations implicites [128, 118, 106].
Les arbres CSG combinent des primitives géométriques et des opérations ensemblistes, pour
définir des objets complexes sous forme d’arbres de constructions. Les modeéles utilisant un parti-
tionnement spatial [115], comme les octrees ou les arbres BSP, définissent de maniére hiérarchique
les points de I'espace appartenant a I’objet modélisé. Ces deux types de représentation se révelent
trés efficaces pour certains algorithmes, comme la localisation de points ou la détection de col-
lisions. Par contre, ils supportent une classe réduite de traitements du fait de leur incapacité a
modéliser certaines entités. Par exemple, les sommets, arétes ou faces des objets décrits par un
arbre CSG ou BSP, ainsi que leurs relations de voisinage, ne sont pas directement accessibles
et doivent étre calculés en mettant en ceuvre des algorithmes complexes [4, 70]. Ainsi l'usage
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d’arbres CSG se limite aujourd’hui principalement a la gestion d’historiques de construction en
CAO et celui des hiérarchies spatiales a l'accélération d’algorithmes spécifiques.

1.1 Représentation par les bords et modeles ordonnés

Dans le cadre de la représentation par les bords, les relations d’adjacence et d’incidence
entre cellules, éventuellement de dimensions différentes, définissent la structure ou la topologie
de la subdivision d’'un objet géométrique. Beaucoup de modeles, et notamment les modéles
simpliciaux, encodent cette structure topologique dans un graphe d’incidence. Parmi ceux-ci,
citons le modele des arétes radiales de Weiler [135, 134] et ses variations [65, 37, 63, 138], le modéle
des Selective Geometric Complexes de Rossignac [120], et concernant les modeles simpliciaux,
les modeles proposés par Paoluzzi [111], Kobelt et Seidel [21] ou plus récemment par De Floriani
et al. [41, 40, 42].

Simples et permettant de définir un large domaine de représentation, englobant les modeles
dits non variétés, ces approches souffrent par contre de deux limitations importantes. D’une part,
les requétes topologiques y sont peu efficaces, parce que seule une partie des relations peut étre
stockée et que certains parcours nécessitent des recherches dans des listes non ordonnées. Pour
améliorer 'efficacité de ces modeles, certains ont proposé de stocker de maniere redondante les
relations d’adjacence fortement utilisées. Efficace cette approche a cependant deux conséquences
génantes. Elle augmente fortement leur cotit mémoire et rend I'implantation d’opérateurs topo-
logiques beaucoup plus complexes et la vérification des contraintes d’intégrité tres difficile.

Pour pallier a ces deux limitations, les modeles dits ordonnés ont été introduits déja dans les
années 60 et leur usage généralisé dans les années 80 et 90. Leur domaine de représentation est
volontairement limité aux subdivisions de pseudo-variétés, orientables ou non, a bord ou fermées,
couramment utilisées en modélisation géométrique. Dans ce cadre, les relations topologiques
sont fortement contraintes et, en conséquence, leur combinatoire clairement définie. Les modéles
ordonnés mettent a profit ces contraintes et 1’existence d’orientations, méme locales, au sein des
cellules pour proposer un encodage de la topologie qui les rend optimaux en termes de cotit
mémoire, de parcours et d’acces aux relations de voisinages.

Ces notions ont d’abord été exploitées en mathématique, dans le domaine de la topologie
combinatoire par Edmonds [52], Jacques [74], Vince [131], Tutte [130] ou Brian [19]. Ils ont plus
tard été repris dans le cadre de la modélisation géométrique, généralisés en dimension n et rendus
attractifs avec les travaux de Dufourd [49, 50] pour les cartes, et de Lienhardt [96, 97] avec le
modele des G-cartes, pour les variétés non orientables. Une réflexion similaire a été menée par
Brisson dans [20] qui introduit le modéles des cell-tuples. Des travaux similaires ont été menés a
la méme époque par Arques [3] et Spehner [125] introduisant les pavages, représentation duale
des 3-cartes. D’autres modeles équivalents aux cartes ou G-cartes existent comme ceux des arétes
ailées, des half-edges ou des quad-edges. Les cartes ont I’avantage, par rapport a tous ces modeéles,
de fournir un cadre uniforme, défini de maniére homogene en toute dimension.

Les modeles des cartes combinatoires, des cartes généralisées ou des hyper-cartes [34, 35, 36)
ont en commun d’étre définis de maniére algébrique, indépendamment de toute implantation.
Ainsi une carte, une G-carte ou une H-carte est un ensemble de brins munis de permutations,
notées habituellement «;, et de contraintes d’intégrité. Les brins sont souvent interprétés géo-
métriquement comme des demi-arétes orientées, cousues entre elles pour former des faces, des
volumes, etc., dont I’assemblage forme une partition des objets & modéliser. En dimension n, il
est commode de voir un brin comme un n-uplet représentant les cellules auxquelles il appartient
(un sommet, une aréte, une face, etc.). Les permutations «; modélisent les relations d’adjacence
entre cellules. Leurs contraintes d’intégrité permettent de contrdler le domaine de validité et la
cohérence topologique des objets construits.

Ici, contrairement aux modeles basés sur des graphes d’incidence ou les cellules sont explicite-
ment encodées, une cellule est simplement définie par I’ensemble des brins qui la représente. Ainsi,
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accéder aux brins d’une cellule permet de parcourir les cellules de son bord ou les cellules qui lui
sont adjacentes, par exemple en dimension 2 le parcours d’une face donne simultanément acces
a ses arétes, aux sommets incidents et aux faces adjacentes. Cette approche rend ces modeéles
trés performants tant du point de vue du coiit mémoire, grace a ’absence de redondance, que du
point de vue algorithmique. Les structures combinatoires et notamment les modeles topologiques
qui dérivent des cartes sont au cceur du projet de recherche présenté dans ce mémoire.

Ma these proposait une approche innovante pour décrire et prouver des algorithmes en géomé-
trie algorithmique exploitant pleinement le formalisme de ces structures [29]. Aprés avoir spécifié
algébriquement différents opérateurs topologiques et géométriques pour les cartes de dimen-
sion 2 et 3, j’avais proposé un systeéme de réécriture pour formaliser leur raffinement, c’est-a-dire
la subdivision de leurs cellules jusqu’a disparition de toutes intersections ou recouvrements. Ce
raffinement était couplé a une reconstruction des relations d’adjacence, pour obtenir des objets
dont la topologie était garantie. Ces travaux ont été conduits d’abord en dimension 2 [23, 24], ou
des preuves formelles ont été obtenues [26] en étudiant la convergence des systémes de réécriture,
puis en dimension 3 [25, 27]. Nous avions ainsi obtenu, par dérivation de programmes, des algo-
rithmes robustes pour calculer 'union ou l'intersection d’objets formés de cellules polyédriques.

Apres ces débuts, mélant spécifications formelles et algorithmique géométrique, mes travaux se
sont diversifiés et élargis a d’autres aspects de la modélisation et de I'algorithmique géométrique.
Au coeur de ceux-ci se trouvent toujours les cartes combinatoires. J’ai cherché, a travers différents
thémes, & en proposer des extensions visant a élargir leur domaine de représentation et leurs
usages. J’ai également essayé de mettre a profit leurs propriétés combinatoires en abordant sous
des angles nouveaux divers problemes d’algorithmique géométriques. Cela m’a conduit a explorer
quatre principaux axes de recherche décrits plus en détail ci-apres.

1.2 Complexes cellulaires et modeéles non variétés

Les cartes ou G-cartes permettent de modéliser les quasi-variétés de dimension n de maniere
tres efficace. Cependant pour certaines applications en CAO ou CFAO, la possibilité de repré-
senter des objets qui ne sont localement pas des variétés reste essentielle [31, 105, 103, 93]. Ces
modeles dits non variétés offrent un domaine de représentation plus large, autorisent des som-
mets singuliers et conduisent & une représentation simplifiée des modeles cellulaires qui permet
de combiner ensemble des objets aux dimensions variées, comme des courbes, des surfaces ou des
solides.

Dans ce cadre, différents buts sont poursuivis : la définition de nouveaux modeles ou schémas
de représentation [63, 122, 112], la spécification d’opérateurs pour des modeles particuliers [64,
134, 104] ou 'implantation de fonctionnalités de haut niveau comme la modélisation par offset [93]
ou par balayage [136] et les opérations booléennes non régularisées [37, 66].

Les premiers travaux significatifs sur la modélisation de complexes cellulaires sont ceux de
Weiler [135] avec la structure des arétes radiales qui reste un standard utilisé dans de nombreuses
applications de CAO. Ce modele mélange la représentation explicite des cellules de différentes
dimensions, avec des entités topologiques qui leur sont associées et qui portent leurs relations
d’adjacence (usuellement dénommées face-use, loop-use, edge-use et vertez-use).

Avec cette approche, toutes les cellules et relations sont explicitement encodées. Les structures
de données en dérivant sont lourdes et tres complexes, notamment parce qu’elles mélangent la
structure topologique et les plongements géométriques. En terme de génie logiciel, leur gestion
reste difficile et implique le développement de nombreux opérateurs devant étre déclinés pour
chaque type de cellules et d’adjacence. D’autre part, les recherches et parcours dans le voisinage
de cellules sont loin d’étre optimaux, a cause de ’absence d’ordre dans certaines listes d’adjacence.

Des améliorations ont été proposées par Gursoz et al. [65] avec la Tri-cyclic Cusp Structure
se focalisant sur les sommets. Yamaguchi et Kimura [138] ont proposé une structure similaire, les
Coupling Entities, dans le but d’accélérer les parcours, au dépend des cotits mémoire. Plus tard,



Chapitre 1. Introduction 10

une version plus compacte, la Partial Entity Structure, a été proposée dans [94]. Les gains en
termes de cotits mémoire se font ici au détriment de la création de nouvelles entités topologiques
qui conduisent a un graphe d’adjacence encore plus complexe.

Peu d’autres approches ont été proposées pour la modélisation des objets non variétés. Les
travaux de Rossignac [120] sur les SGC déja mentionnés ou de Lienhardt sur les chaines de
cartes ou les complexes cellulaires [53] ont été peu exploités. Ces modeles possédent une topologie
précisément controlée et conduisent & des structures a base de graphe d’incidence tres complétes,
mais malheureusement trop verbeuses pour étre exploitées sur des données complexes.

Les travaux sur les structures simpliciales ont été plus fructueux. Lienhardt a étudié des
modeles basés sur des ensembles semi-simpliciaux [91] trés généralistes. La plupart des autres
travaux portent cependant sur des structures de données plus concretes, modélisant des complexes
triangulaires ou tétraédriques, comme ceux de Rossignac [119] ou de De Floriani [41, 40]. Dans
ces modeles seules les cellules de dimension maximale (triangles ou tétraédres) et les sommets
singuliers sont représentés. Cela conduit & des structures de données en général trés compactes
et relativement efficaces, les parcours pouvant étre optimisés en fonction des applications visées
par I'ajout de relation spécifiques. Ces modeles restent cependant des graphes d’adjacences, avec
les défauts déja mentionnés et notamment ’absence de certaines cellules sur lesquelles aucune
information ne peut donc étre stockée.

En pratique, les complexes cellulaires usuellement manipulés peuvent étre décomposés en
portions de courbes, surfaces ou volumes, reliées entre elles autour de sommets singuliers. En
décomposant habilement ces objets, il est possible de les modéliser par un ensemble de variétés
auxquelles sont ajoutées des relations de collage spécifiques. Pesco et al ont proposé une méthode
de décomposition utilisant ce principe, limitée au complexes cellulaires de dimension 2 [112].

Généralisant cette approche, le modele des X-maps, pour cartes étendues, ajoute une nouvelle
relation, nommée 6, permettant de lier les sommets d’une carte autour de points singuliers. Les
composantes connexes de la carte privée de la relation 6 forment une décomposition des objets
en variétés qui n’est bien sur pas unique. Nous avons proposé, dans [28], un mécanisme utilisant
une représentation duale des cartes et permettant de représenter les composantes connexes de
dimensions différentes en ne stockant pas les points fixes des relations «;. L’ensemble fournit
un modele tres compact, jusqu’a 4 fois moins coliteux en mémoire que celui des arétes radiales,
bénéficiant de toute 'efficacité des cartes sur les portions correspondant a des variétés. Les détails
peuvent étre vus dans Particle présenté dans I'annexe C.

1.3 Maillages multirésolution

La représentation multirésolution d’objets géométriques suscite un intérét croissant dans de
nombreux domaines de l'informatique graphique, et notamment en modélisation géométrique.
Dans le cadre de la représentation par les bords, une surface est décrite par un maillage, c’est-
a~dire une subdivision finie composée de sommets, d’arétes et de faces. Dans une représenta-
tion multirésolution, cette surface n’est plus définie par un maillage unique, mais par une série
de maillages imbriqués, et par les régles permettant de passer de I'un a l'autre. Ces maillages
constituent les différents niveaux de résolution de I'objet représenté. La représentation est dite
adaptative si la résolution maximale n’est pas la méme pour toutes les zones de I'objet.

Les modeles multirésolution trouvent de nombreuses applications allant de I’analyse multiré-
solution pour le filtrage ou la compression de maillages [102], & leur transmission progressive [126],
en passant par laffichage selon le point de vue ou I’édition multirésolution [141, 83]. Les surfaces
de subdivision multirésolution [139] sont une des méthodes permettant de construire des surfaces
multirésolution en partant d’un maillage grossier qui est raffiné jusqu’a ’obtention d’une surface
suffisamment lisse. De nombreux outils ont été proposés pour manipuler ces surfaces, comme
I'insertion d’arétes vives [12], I'application d’opérations booléennes [11] ou des opérateurs de
collage d’éléments de surface [13].
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En général, les auteurs de ces outils se focalisent sur le traitement de la géométrie et moins
sur les structures de données sous-jacentes. Les modeles utilisés ne sont alors malheureusement
pas les plus optimaux. La structure de données la plus souvent utilisée est une forét de quadtrees
dérivant naturellement de la hiérarchie de faces générée par les algorithmes de subdivision [43].
Les structures a base de quadtrees sont limitées aux maillages triangulaires ou carrés. Les re-
quétes d’adjacence y sont exécutées en O(log(n)) et méme si ce cofit est borné par le nombre de
niveau de résolution, il reste génant pour les traitements géométriques usuels. Des solutions ont
été proposées [121, 92], mais elles impliquent d’autres limitations comme 'impossibilité d’une
représentation adaptative.

A contrario, de nombreux maillages sont aujourd’hui issus de processus d’acquisition 3D.
Ceux-ci sont généralement tres denses et leur connectivité ne présente pas de régularité par-
ticuliere. Dans ce cadre, des travaux ont été menés afin de construire une hiérarchie naturelle
permettant de leur appliquer les algorithmes de traitement multirésolution mentionnés plus haut.
Ces modeles multirésolution sont générés a partir d’'une représentation détaillée qui est simpli-
fiée peu a peu en utilisant des opérateurs de contraction. Cette approche a été utilisée pour les
multi triangulations proposées par Puppo et al. [45] et pour les maillages progressifs proposés
par Hoppe [71, 114].

En pratique ces représentations ne font pas appel a des structures multirésolution spécifiques.
Elles travaillent avec le maillage fin et une liste d’opérations de simplifications qui sont évaluées
a la demande. Ces opérations peuvent étre organisées dans un arbre de dépendances pour étre
appliquées de maniere adaptative. Des méthodes accélératrices ont été proposées pour passer
d’un niveau de détail & lautre [72, 44]. Elles utilisent un maillage courant et maintiennent un
front marquant, dans I'arbre des opérations, celles qui sont appliquées a un instant donné. Elles
permettent alors une navigation adaptative dans les différents niveaux de résolution. Cependant
I’acces aléatoire aux différentes résolutions, nécessaire pour I’analyse ou I’édition multirésolution,
reste tres cofliteux.

Avec la these de Pierre Kraemer, nous avons proposé un nouveau modele, les cartes multiréso-
lution ou MR-maps [86, 84, 87], basé sur les cartes combinatoires et en héritant la formalisation,
la généricité et lefficacité. Le modele des MR-maps est adaptatif c’est-a-dire qu’il permet un
raffinement a une profondeur variable suivant les zones de ’objet modélisé. Dans les structures a
base d’arbres généralement utilisées dans ce contexte, I’adaptabilité engendre des trous topolo-
giques qui sont évités avec les MR-maps. Nous avons montré que le coiit mémoire des MR-maps
était similaire & celui des quadtrees dans le cas général et adaptatif. Alors que efficacité des
parcours des différents niveaux de résolution est grandement améliorée.

Nous avons proposé le plongement des MR-maps sur des surfaces de subdivision. Ce nouveau
type de plongement, jamais proposé pour des cartes combinatoires, possede dans ce contexte
de nombreux avantages. Les MR-maps supportent un large éventail de schémas de subdivision :
les schémas primaux (découpant les faces) ou duaux (éclatement de sommets), et méme des
schémas plus originaux et non encore utilisés en multirésolution comme le schéma /3 ou le
schéma quad/triangle mélangeant facettes triangulaires et rectangulaires [85].

Les cartes multirésolution ont également été utilisées pour implanter de maniére générique
des maillages progressifs. Elles permettent de construire une hiérarchie de maillages réellement
multirésolution, c’est-a-dire dont tous les niveaux sont accessibles, a partir d’une succession de
contractions de cellules.

1.4 Détection de collisions

Une carte combinatoire décrit une subdivision en cellules d’une variété donnée. Lorsque celle-
ci est plongée sans intersection ni recouvrement, nous dirons bien plongée, elle réalise une partition
de son espace de plongement. Par exemple, une 2-carte bien plongée dans R? décrit une partition
du plan et une 3-carte plongée dans R3, une partition de 1’espace. Cette notion permet de définir
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une décomposition naturelle d’un objet plongé dans R3. Cette décomposition spatiale épouse
implicitement les frontieres et structures internes d’un objet correspondant aux cellules de la 3-
carte le modélisant. Cette idée simple nous a permis d’aborder de maniére nouvelle un probléme
bien connu en géométrie algorithmique : la détection de collisions [75, 99, 127].

De maniere générale, la complexité de la recherche de collisions entre les primitives d’une
scene dépend de maniere quadratique du nombre de primitives présentes. Pour accélérer ces
traitements, il faut limiter le nombre de couples de primitives a tester. La méthode la plus
répandue pour cela consiste a utiliser une décomposition spatiale, souvent hiérarchique, de la
scéne. Des hiérarchies de boites englobantes de natures diverses ont été utilisées, comme les
AABB (Awis-aligned bounding box) [33], les OBB (Oriented Bounding Boz) [59] ou les k-dop (k
Discrete Oriented Polytope) [82].

Durant une phase dite grossiére, les couples de primitives appartenant & une méme boite en-
globante sont recherchés. Lorsqu’un couple de primitives potentiellement en collision est trouvé,
la phase dite exacte commence. Différentes méthodes permettent de savoir si les primitives concer-
nées sont complétement séparées ou en collision. Ces méthodes permettent d’obtenir, de maniere
plus ou moins détaillée, les informations de contact entre primitives ou la géométrie de leurs
interpénétrations éventuelles.

Lorsque les primitives sont des polyedres convexes, 'approche classique consiste a rechercher
les couples de points les plus proches. Les méthodes GJK [58] et Lin-Canny [98], font références
dans le domaine. Dans le cas général, une décomposition en polyedres convexes est généralement
utilisée. Des approches stochastiques [67] ou évolutionnistes [76] ont également été proposées.
Au lieu de considérer I’ensemble des couples de sommets entre primitives, elles échantillonnent
ceux-ci en sélectionnant un nombre réduit de couples de sommets représentatifs qui évoluent au
cours du temps. Ces méthodes ne sont, par nature, plus réellement exactes. Elles sont efficaces
pour des objets complexes, concaves, mais dont le nombre est réduit, le nombre d’échantillons
dépendant du nombre d’objets de maniére quadratique.

Les méthodes dites multirésolution se situent au carrefour des phases grossieres et exactes.
Dans [110], un systéme appelé CLODs, pour Contact Level Of Details, est décrit. Les recherches
de collisions sont effectuées a faibles résolutions lorsque les zones de contactes sont importantes et
sont étendues aux résolutions détaillées en cas de contacts fins. Ces idées se retrouvent également
dans les travaux de Hubbard [73], introduisant la notion de temps critique. Ici la résolution utilisée
pour détecter une collision dépend du temps alloué a ce calcul.

Quelques travaux récents mettent a profit la puissance de calcul des processeurs graphiques
pour effectuer un grand nombre de tests géométriques sur GPU [60, 62, 54]. Mais dans le cas
de scenes complexes, 'utilisation d’une hiérarchie de volumes englobants reste nécessaire. De
plus la précision des résultats dépend de la résolution graphique utilisée et est donc inversement
proportionnel a la complexité de la scéne.

Méme si la détection de collisions est un domaine qui a été fortement étudié, les méthodes
existantes atteignent leurs limites lorsque les objets considérés sont déformables ou lorsque leur
topologie est amenée & changer lors de découpes ou de collages, par exemple. Dans ces cas, les
boites englobantes et la hiérarchie volumique qui les contient doivent étre continuellement mises a
jour durant la simulation. Cela réduit d’autant les bénéfices sur les temps de calcul. Ces surcofits
réduisent de maniere drastique la complexité des simulations réalisables en temps réel.

C’est notamment le cas, dans le cadre d’applications médicales, par exemple pour les si-
mulations chirurgicales ot des outils (scalpels, cathéters, fils de suture, caméras, etc.) sont en
mouvement au sein d’un environnement complexe fortement déformable, formé par le corps hu-
main et ses organes. Dans le cas de laparoscopies, les difficultés sont encore plus importantes car
certains des objets en mouvement sont complétement inclus dans les autres ce qui est relativement
mal supporté par les hiérarchies de boites englobantes classiques.

Le but premier des structures hiérarchiques présentées ci-dessus est de partitionner I’espace
en cellules, ou boites réduites, dans lesquelles un nombre restreint de primitives se trouvent
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simultanément. Certains travaux ont tenté de remplacer ces hiérarchies par une partition fixe de
I’environnement qui se déforme avec la simulation. La trajectoire des objets en mouvement est
suivie au sein de ces cellules, afin de savoir a tout moment quelles sont les primitives situées dans
une cellule donnée. Les travaux de Geiger [56] et Lenoir [95] utilisent ce principe pour la simulation
d’endoscopies ou d’angioscopies. Ces deux travaux se limitent cependant a la modélisation de
réseaux vasculaires et utilisent une décomposition en tétraedres assez lourde, pour le premier,
et une décomposition en cellules hexaédriques organisées dans un arbre fixe, pour le second. Ils
considérent uniquement le déplacement de cathéters modélisés par des lignes brisées et, de plus,
ne supportent pas les changements topologiques dans la scene.

Avec la theése de Thomas Jund, nous avons proposé un nouveau systeme de détection de
collisions, permettant de suivre les déplacements de maillages quelconques au sein de scénes
complexes. L’environnement dans lequel les mobiles sont en déplacement est décomposé en po-
lyedres convexes et modélisé par une 3-carte. En considérant que les déformations géométriques
engendrent peu de changements dans la topologie de cette subdivision, nous obtenons une par-
tition volumique de la scéne qui s’adapte naturellement a ses propres déformations lors de la
simulation.

Les mobiles en déplacement sont modélisés par des maillages qui peuvent étre quelconques et
sont usuellement surfaciques. La premiére brique de notre systéme de détection consiste a suivre
le déplacement des sommets de ces maillages, en mettant a profit les relations d’incidence et d’ad-
jacence présentes dans les 3-cartes. Nous avons proposé un mécanisme de prédiction permettant
d’exploiter la cohésion temporelle de la simulation. Son efficacité est assurée par la structure
combinatoire des 3-cartes et leur décomposition implicite en tétraedres orientés optimisant le
nombre de tests géométriques a effectués [78, 77]. Ce systéme supporte naturellement les défor-
mations de ’environnement et des mobiles, et permet une gestion tres efficace des changements
topologiques grace a des opérateurs locaux impliquant un nombre controlé de mises a jour.

Ces résultats ont été étendus au suivi des arétes des maillages en déplacement [80, 79]. Leurs
mouvements sont décomposés en déplacements élémentaires formant des triangles qui balayent
I’espace environnant. En utilisant des arguments géométriques sur la convexité de ces dépla-
cements et des cellules parcourues, il est possible d’obtenir une information de collision ou de
contact précise, avec peu de calculs supplémentaires. Nous avons ainsi pu expérimenter notre
systeme avec deux types de simulations temps réel trés contraignantes : 'insertion d’un cathé-
ter dans un réseaux vasculaire déformable et le déplacement de solides déformables dans un
environnement lui-méme déformable et dont la topologie change.

1.5 Génération de maillages a partir d’images discretes

A T'opposé et en amont de la simulation, les applications médicales utilisent des données
obtenues par imagerie scanner ou IRM permettant d’acquérir, de plus en plus facilement, des
images 3D précises des structures anatomiques d’un patient. Or, pour les applications visées,
ces images brutes ne suffisent plus. Elles nécessitent une représentation du corps humain plus
élaborée. En général un modele géométrique maillé est nécessaire. Ce modele doit étre constitué
d’un ensemble de surfaces, pour le rendu ou linteraction, alors qu'un maillage volumique est
nécessaire pour les applications nécessitant une simulation physique.

Les modeles géométriques générés doivent non seulement fournir une approximation géomé-
trique précise des frontieres des objets discrets, mais également définir une topologie cohérente,
pour que les interactions entre structures anatomiques puissent étre correctement rendues ou
simulées. En termes de modele géométrique, cela signifie que chaque structure anatomique doit
posséder un maillage définissant une surface fermée et orientée, sans singularité ni recouvrement,
qui la sépare de son complémentaire dans I'image [124]. De plus, les structures anatomiques
présentes dans l'image étant adjacentes ou imbriquées, leurs différents maillages doivent étre
compatibles au niveau des surfaces de contact et des jonctions.
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Reconstruction surfacique : 1l y a peu de méthode de reconstruction de maillages qui gérent
réellement des images contenant plusieurs objets imbriqués. Les plus populaires sont les exten-
sions de 'algorithme du Marching-Cube. Une premiére généralisation a été proposée dans [68] et
une seconde dans [137]. Elles ont étendu la table de correspondance utilisée dans le Marching-
Cube pour supporter d’abord trois, puis jusqu’a 8, objets incidents & une méme cellule.

Le probleme, avec les méthodes issues du Marching-Cube, est que leur résultat contient un
nombre tres important de triangles qui présentent souvent des artéfacts prenant la forme de
marches d’escalier. Les maillages obtenus pour des images médicales standard peuvent compter
jusqu’a plusieurs millions de triangles. Cela oblige a effectuer une seconde passe de traitement
durant laquelle les maillages sont ré-échantillonés, c’est-a-dire simplifiés et lissés, en utilisant
différents types de filtres. Ces optimisations sont cotliteuses en temps de calcul et restent tres
sensibles au bruit présent dans les images voxels de départ.

Les méthodes de type Dual Contouring sont moins répandues, mais plus simples. Elles tra-
vaillent directement sur des images multi labels. Pour cela, elles opérent sur la grille duale obtenue
en décalant 'image d’un demi voxel dans chaque direction. Ces méthodes ont d’abord été propo-
sées pour des images binaires [57, 109]. Elles fournissent des maillages quadrilatéres dont les faces
sont les rectangles correspondant aux frontieres inter-voxels. Comme pour le Marching-Cube, ces
méthodes nécessitent un ré-échantillonage ultérieur.

Des travaux récents [8, 116, 14] ont adaptés ces méthodes duales au traitement d’images
médicales. Les maillages obtenus ne sont pas des variétés, notamment lorsque des voxels de méme
label sont 18- ou 26-connexes. Pour éviter cela ces travaux proposent différentes stratégies de
subdivisions des voxels visant a supprimer les cas ambigus. L’idée, a chaque fois, est de trouver
un niveau de détail ou les surfaces d’objets adjacents sont séparées. Cela permet de générer
localement des maillages qui sont bien des 2-variétés. Mais aucune de ces méthodes ne garantit
I’absence de singularités ou la cohérence topologique de maniere globale. De plus elles ne gerent
pas explicitement les jonctions durant la phase de décimation ce qui peut entrainer I’apparition
de trous ou de superpositions.

Reconstruction volumique : Pour la génération de maillages volumiques trois types d’ap-
proches sont utilisées. Les premiéres et plus anciennes, dites de packing, partent d’un maillage de
la surface et font progresser, a partir de la, un front de tétraedres qui remplit peu a peu I'intérieur
des volumes [32]. Relativement simples en dimension 2, ces méthodes se révelent beaucoup plus
complexes en dimension 3. En particulier, les contraintes sur les tétraedres centraux sont si fortes
quelles posent des problémes quant a la convergence et a la qualité des maillages obtenus.

Les secondes sont basées sur un partitionnement régulier de ’espace, en général hexaédrique,
dont les cellules sont subdivisées en tétraédres apres sélection [90]. Les tétraédres coupant le bord
des objets a mailler sont subdivisés au besoin. Ces méthodes ont ’avantage d’étre tres rapides,
mais produisent des maillages de faible qualité, et ont été abandonnées au profit de méthodes
apportant une garantie théorique sur la qualité des maillages.

Le troisiéme type d’approche, dite de Delaunay, est maintenant le plus répandu. Ces méthodes
sont liées au diagramme de Voronoi et procédent de maniére itérative [123, 108]. Partant d’un
maillage grossier, des sommets internes sont ajoutés tant que certains critéres géométriques
ne sont pas satisfaits. A chaque étape, le critére de Delaunay est vérifié et le maillage corrigé
localement.

Malheureusement, en dimension 3, ce critéere de Delaunay ne suffit pas & empécher I’apparition
de tétraedres dégénérés, nommés slivers. De plus, la construction et le choix des sommets internes
aux zones a mailler ne sont pas simples et il y a peu de moyens d’assurer que les zones de contacts
ou jonctions soient correctement discrétisées. Pour palier a ces limitations, ces approches ont été
enrichies par des étapes d’optimisation du maillage construit, comme par exemple dans [129].
Cela donne de trés bons résultats pour des maillages issus du monde de la CAO, mais la prise en
compte des 1-jonctions et des imbrications de plusieurs volumes pose encore probléeme. Enfin, les
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temps de calculs de ces dernieres méthodes sont beaucoup plus longs, les étapes d’optimisation
pouvant étre tres cotiteuse.

Des méthodes de maillage issues de la géométrie discretes avaient été étudiées dans notre
équipe par Dobrina Boltcheva durant sa these encadrée par Dominique Bechmann et soutenue
en 2007. Elle avait développé un algorithme de reconstruction surfacique basé sur la notion de
graphe de Voronoi discret. Elle y définissait un micro-modéle représentant une subdivision de
surface dans une image voxel dont chaque aréte était de longueur 1. Ce modele théorique, trop
coliteux pour étre implanté, permettait de décrire un algorithme de construction du diagramme
de Voronoi discret et de son dual le Delaunay discret utilisé pour la triangulation du résultat.

Avec les travaux menés par Cyril Kern [17], nous avons proposé un codage permettant de
représenter ce micro modele par des cartes combinatoires de dimension 3 définissant ainsi des
variétés volumiques sur les images voxel. Les micro-cartes sont voisines des pyramides de cartes
introduites pour la segmentation d’images. Elles sont définies de maniere implicite en utilisant
un octet par voxel ce qui les rend exploitable en pratique sur des données réelles. Cette nouvelle
représentation nous a permis d’étendre les résultats obtenus par Dobrina Boltcheva aux images
multi labels, c’est-a-dire contenant plusieurs objets adjacents, tout en gérant correctement les
zones de contact. Elle a aussi permis d’accélérer grandement les calculs ce qui les rend maintenant
compétitifs face aux algorithmes cités précédemment comme celui du Marching-Cube.

Avec ce modele, nous avons également proposé des outils pour définir la notion de graphe
de Voronoi 3D discret. Nous avons ainsi obtenu un premier algorithme de reconstruction et de
génération de maillages volumiques a partir d’une image voxel, entiérement discret et garantissant
la cohérence topologique du résultat.

1.6 Plan du mémoire

Les trois principaux axes de recherche présentés ci-dessous sont développés dans la suite de ce
mémoire. Le premier chapitre décrit les cartes multirésolution et leur usage pour 'implantation
de surfaces de subdivision et de maillages progressifs. Une étude précise des cotlits mémoire et
une comparaison avec les modeles classiques est proposée. Dans le second chapitre, le systéme de
détection de collisions basé sur I’exploitation de cartes volumiques est détaillé. Nous présentons
une étude algorithmique du suivi de particules et les différentes réponses qui peuvent étre utilisées
dans une simulation physique. Le troisiéme chapitre, présente les micro-cartes et leur utilisation
pour le maillage d’images discretes. Les travaux sur les cartes étendues et les maillages non va-
riétés ne sont pas détaillés, ainsi que ceux portant sur le maillage et la reconstruction des réseaux
vasculaires. Les articles correspondants sont cependant fournis en annexe, pour information.

Enfin, le quatriéme et dernier chapitre propose une syntheése des perspectives de recherche liées
a l’ensemble de ces travaux. J’y expose un programme de recherche a plus ou moins longs termes,
mélant algorithmique géométrique et structures combinatoires pour les représentations multi-
échelles, dans le cadre de la modélisation géométrique, la simulation physique et le traitement
de la géométrie.
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Les travaux présentés dans ce chapitre ont été réalisés durant la thése de Pierre Kraemer [88]
encadrée par Dominique Bechmann et moi-méme. Ils ont donné lieu a une publication en revue
internationale [87], & une publication en revue nationale [84] et & deux communications lors de
conférences internationales [85, 86].

Il s’agissait de définir un nouveau cadre pour la représentation de maillages multirésolution,
mettant a profit les qualités déja mentionnées des cartes combinatoires. Les cartes multirésolution
sont définies section 2.1. Ce modele définit une hiérarchie de cartes imbriquées les unes dans les
autres et représentant les différents niveaux de résolution d’un objet modélisé. Deux applications
ont été étudiées. La premiere, présentée section 2.2, concerne ’association des cartes multiré-
solution et des surfaces de subdivisions. Elle permet une représentation uniforme d’un grand
nombre de shémas de subdivision proposés dans la littérature, leur extension a des maillages
quelconques et leur mélange au sein d’'un méme mailage. La seconde application, présentée sec-
tion 2.3, concerne 'usage des cartes multirésolution pour I’encodage des maillages progressifs.
Enfin, section 2.4, nous discutons de I'implantation des cartes multirésolution et les comparons
a différents modeles classiques en termes de cotlits mémoire et d’efficacité.

2.1 Cartes combinatoires multirésolution

Nous commencgons par quelques rappels sur les cartes combinatoires de dimension 2, afin de
fixer les notations et conventions utilisées dans le reste du chapitre. Puis donnons une définition
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générale des cartes multirésolution dans des versions primales et duales.

2.1.1 Les cartes combinatoires primales et duales

Une 2-carte est un triplet (B, ag, a1) ot B est un ensemble de brin équipé de deux permuta-
tions, avec la contrainte que «g soit une involution sans point fixe, c’est a dire une permutation
telle que Vo € B,ap(ap(z)) = = et ag(z) # x. Ce modele permet de représenter la topologie
des subdivisions de surfaces orientables fermées, dont les composantes connexes modélisent des
solides usuels. Les brins sont classiquement interprétés comme des demi arétes. Dans ce cas, deux
brins en relation par ag forme une aréte, et la permutation «; lie les brins autour de sommets.
La figure 2.1 présente les conventions graphiques adoptées pour la représentation des brins et
des relations.

un brin 11 > <

12 6 3
PAETEN . \
. | e
liaison ag liaison a; 10 9

FI1GURE 2.1 — Conventions graphiques pour les cartes primales et une 2-carte composée de cinq
sommets : {1, 7, 5}, {2, 3}, {4, 6, 9}, {8, 11}, {10, 12} ; six arétes : {1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, {7, 8},
{9, 10}, {11, 12} ; et trois faces : {1, 3, 6}, {2, 7, 11, 10, 4}, {5, 9, 12, 8}.

Les cellules de la subdivision sont définies par des ensembles de brins correspondant aux
orbites des permutations. Rappelons que pour une permutation o sur B, l'orbite de x € B est le
sous-ensemble noté (o) (x) égal & {z, o (), ...,c%(z)}, ot k est le plus petit entier tel que o*+1(x) =
x. Clairement, tous les éléments de (o) (z) ont la méme orbite. Une orbite représente I’ensemble
des brins atteignables par les applications successives de la permutation o. Les sommets sont
définis par l'orbite (1), les arétes par lorbite (ag), et les faces par 'orbite (ag o ay) (voir
figure 2.1).

7

~ 1

8 2
_—
un brin 1
11 12 5 m 6
3
I —— =
. un brin 9 4
un brin i
10

FIGURE 2.2 — Conventions graphiques pour les cartes duales

Il est possible de définir les cartes de maniere duale. Cela est interéssant dans certaines
applications ou les faces jouent un réle plus important que les sommets, comme dans le cas de
certains schéma de subdivisions présentés plus loin. Etant donnée une 2-carte M = (B, ap, a1),
que nous dirons primale, le triplet M’ = (B, ¢1, ¢2), avec ¢1 = apo ay, et ¢y = ayp, est aussi une
2-carte appelée carte duale de M. La relation ¢, est une permutation des brins autour de faces
orientées, et ¢o est une involution sans point fixe permettant de coudre ces faces (voir figure 2.2).
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Ici, les sommets sont définis par l'orbite (¢1 o ¢2), les arétes par Porbite (@), et les faces par
Porbite {(¢1).

2.1.2 Les cartes multirésolution primales et duales

Les cartes multirésolution sont congues pour modéliser la topologie d’objets multirésolution.
Chaque niveau de résolution est représenté par une carte et en hérite les propriétés. Pour que ces
différentes cartes forment réellement une hiérarchie et s’imbriquent naturellement les unes dans
les autres, les brins qui les constituent sont réutilisés d’un niveau de résolution a I'autre.

Ainsi, une carte multirésolution est composée de brins introduits progressivement & chaque
résolution. Notons B?, I’ensemble des brins de B qui font partie du niveau de résolution i. Dans
une carte multirésolution, de résolution maximale k, ces ensembles forment une suite {Bi}ie[Q K]
telle que :

B°cB'cB*c...cB"=8B
L’ensemble B? est le sous-ensemble de B contenant les brins qui ont été introduits & un niveau
inférieur ou égal & i. L’ensemble N* = B*\ B*~! contient les brins qui ont été introduits au niveau
i. L’ensemble de brin B correspond aux brins de la carte décrivant le maillage au niveau le plus
fin. Entre deux niveaux de résolution, les relations topologiques peuvent changer. Pour cela, nous
enrichissons les cartes par un ensemble de permutations of et o} définies au niveau de résolution
1. De cette maniere, une carte multirésolution, de résolution maximale k, est un triplet :

M = (B, {c}Yicpons {at Yicpox)

tel que pour tout i € [0, k], le triplet M® = (B%,a}, a?) soit une carte.

FIGURE 2.3 — Exemples de 2 niveaux successifs de 2-cartes multirésolution

Les cellules d’un niveau de résolution i sont définies dans la carte M*? de la méme facon que
pour les cartes monorésolution. Ainsi, les sommets du niveau i sont définis par I'orbite (a?), les
arétes par l'orbite (o), et les faces par I'orbite (o) o af).

La figure 2.3(a) illustre un exemple de 2-carte multirésolution & un niveau i, composée de
4 sommets, 4 arétes et 2 faces. Les figures 2.3(b), 2.3(c), 2.3(d) illustrent trois exemples de ce
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que pourrait étre le niveau i + 1. Dans les trois cas, les brins en orange sont ceux qui ont été
introduits entre les deux niveaux, c’est-a-dire ceux appartenant a ’'ensemble N™1 ou B!\ B’
Suivant les insertions de brins effectuées entre les deux niveaux, les relations liant des brins au
niveau ¢ ne sont pas nécessairement différentes au niveau i+ 1. Lorsque deux brins liés au niveau
7 ne le sont plus au niveau ¢ + 1, un rappel de leur liaison de niveau i est dessiné en pointillés
bleus.

Les cartes multirésolution ont également une définition duale. Soit M une carte multirésolu-
tion, alors le triplet :

M = (B, {(ﬂ}ie[o,k], {%}ie[o,k])

avec ¢} = a} o al et ¢h = o, est aussi une 2-carte multirésolution, appelée carte duale de
M. Chaque niveau de résolution i, avec i € [0, k], est représenté par la 2-carte duale M*® =
(B, ¢, ¢%). La figure 2.4 illustre en représentation duale, les exemples des figures 2.3(a) et 2.3(d).

e —— Ry T— E——
' b
—
‘ {
S E— e E—
FIGURE 2.4 — 2 niveaux successifs d’'une 2-carte multirésolution duale

Dans une carte, le plongement permet d’associer une information géométrique a une cellule
topologique. Classiquement, des points sont associés aux sommets d’une 2-carte. Pour les cartes
multirésolution, le plongement est lui aussi paramétré par le niveau de résolution. Dans les
applications suivantes, chaque sommet de niveau de résolution i € [0, k] est associé & un point

disctinct, ce qui permet a la géométrie des maillages d’évoluer d’un niveau de résolution a l'autre,
comme c’est I'usage.

2.2 Application aux surfaces de subdivision

Avant de montrer comment les cartes multirésolution permettent de représenter efficacement
des surfaces de subdivision, nous rappelons, dans un premier temps, le principe des surfaces de
subdivision ainsi que de leur extension multirésolution.

2.2.1 Les surfaces de subdivisions

Le principe des surfaces de subdivision est de définir une surface comme la limite d’une
séquence de maillages raffinés successivement. Un schéma de subdivision définit la maniére d’ap-
pliquer ce raffinement au maillage (voir figure 2.5). On peut distinguer ici deux étapes : d’abord,
la topologie du maillage est raffinée, puis de nouvelles informations géométriques sont calculées
a partir du maillage de départ et associées au maillage obtenu. Différents schémas génerent des
surfaces aux propriétés différentes.

Le processus de calcul de la géométrie d’'un schéma de subdivision est habituellement classé
en deux familles, appelées interpolante et approximante. Dans les deux cas, les informations géo-
métriques associées aux sommets sont calculées localement pour chaque sommet en appliquant
un masque sur les positions des sommets voisins dans le maillage de départ. Dans un schéma
approximant, les positions de tous les sommets du nouveau maillage sont calculées et se rap-
prochent de la surface limite. Dans un schéma interpolant, les sommets du maillage de départ
se situent déja sur la surface limite, et seules les positions des nouveaux sommets insérés sont
calculées.
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FIGURE 2.5 — 2 itérations de subdivision sur une spheére topologique

Le processus de raffinement de la topologie d’'un schéma de subdivision est également classé
en deux familles, appelées primale et duale. Dans les shémas primaux les faces des maillages sont
subdivisées, alors que leurs sommets ne changent pas. Au contraire, dans les shémas duaux, les
faces ne changent pas et les sommets sont éclatés. Nous allons voir dans la suite les différences
entre ces schémas, et comment les modeles que nous avons définis dans la section précédente
permettent de les supporter.

Le principe de I'extension multirésolution des surfaces de subdivision est de conserver tous
les maillages intermédiaires du processus de subdivision — appelés alors niveaux de résolution
— et d’introduire des vecteurs de détail entre ces niveaux. Ces vecteurs expriment la différence
en chaque sommet entre sa position au niveau ¢ et celle résultant de la subdivision du niveau
1 — 1. Une forte connexion existe entre les surfaces multirésolution et ’analyse en ondelettes,
et en particulier les deux opérations classiques dites d’analyse et de synthese. L’analyse calcule
les positions des sommets du maillage de niveau ¢ — 1 en appliquant un filtre moyenneur sur le
maillage de niveau 7 et calcule par la méme occasion les vecteurs de détail. La synthése reconstruit
les données au niveau ¢ en subdivisant le maillage de niveau ¢ — 1 et en y ajoutant les vecteurs
de détail.

Deux méthodes existent pour générer des surfaces de subdivision multirésolution : la méthode
"grossier vers fin" et la méthode "fin vers grossier'. La premiére démarre d’'un objet grossier
(qui constituera le niveau de résolution minimum de 'objet), et construit les niveaux fins en
appliquant un schéma de subdivision. La deuxiéme part d’un objet fin (qui constituera le niveau
de résolution maximum de l'objet) et construit les niveaux grossiers en appliquant le processus
d’analyse — dans ce cas, le maillage de départ doit avoir une connectivité de subdivision, i.e. la
méme connectivité que s’il avait été généré par un schéma de subdivision.

Une fois un tel objet construit, le maillage peut étre édité a des niveaux de résolution dif-
férents : une édition & un niveau grossier entraine une déformation globale, en conservant les
informations fines grace aux vecteurs de détail; une édition & un niveau fin entraine une dé-
formation plus locale de 'objet. A chaque édition les niveaux plus fins sont mis a jour par le
processus de synthese, et les niveaux plus grossiers par le processus d’analyse.

2.2.2 Schémas de subdivision primaux

Dans un schéma de subdivision primal, ce sont les faces du maillage qui sont subdivisées. Ceci
est réalisé en coupant leurs arétes et en reliant les sommets ainsi créés afin de former de nouvelles
faces. Les schémas de Loop [101], de Catmull-Clark [22] ou le schéma Butterfly [51, 140] sont
des exemples de schémas primaux. Ceux-ci travaillent sur des maillages de types différents : les
schémas de Loop ou de Butterfly sont basés sur des maillages triangulaires (voir figure 2.6a),
celui de Catmull-Clark sur des maillages quelconques (voir figure 2.6b), méme si aprés un pas de
subdivision toutes les faces deviennent des quadrilateres.

Les surfaces de subdivision multirésolution issues de tous ces schémas peuvent étre représen-
tées par des 2-cartes multirésolution. Chaque niveau de résolution est alors représenté par une
2-carte permettant de décrire des maillages quelconques.

Lors d’une étape de subdivision d’un schéma primal, la valence des sommets existants dans
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(a) Loop (b) Catmull-Clark

FIGURE 2.6 — Subdivision primale

le maillage initial n’est pas modifiée. Les seules opérations effectuées sont des coupures et des
insertions d’arétes, ces derniéres ayant lieu uniquement entre des nouveaux sommets. Cela revient
a dire qu’aucun brin n’est inséré dans une permutation o entre deux niveaux, et donc qu’une
fois un brin inséré dans la carte a un niveau 4, le brin auquel il est 1ié par a; ne change pas aux
niveaux supérieurs. Formellement, cela signifie que Vo € N*, of (z) = o (z), pour i < j < k.

Ainsi la topologie d’une surface de subdivision multirésolution peut étre modélisée par une
2-carte multirésolution spécialisée en : M = (B, {ag}ie[o,k],al). Chaque niveau de résolution
est alors représenté par la 2-carte M* = (B, af, a1 |gi) ol oy |gi est la restriction de oy aux
éléments de B

W N %%

FIGURE 2.7 — Schéma de Loop avec une 2-carte multirésolution

La figure 2.7 illustre un détail de maillage triangulaire aux niveaux ¢ et i+ 1 d’une subdivision
de Loop. Les brins en orange sont ceux introduits entre les deux niveaux. La figure 2.8 illustre
de la méme maniere un détail de maillage carré aux niveaux ¢ et ¢ + 1 d’une subdivision de
Catmull-Clark.
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FIGURE 2.8 — Schéma de Catmull-Clark avec une 2-carte multirésolution

L’adaptativité consiste dans les schémas primaux & ne plus subdiviser une face & partir d’un
niveau donné. Ceci implique que certaines arétes du maillage ne sont plus coupées. Formellement,
si 'aréte du brin = n’est plus coupée & partir du niveau de résolution 4, cela signifie que o) = af,
pour ¢ < j < k. La figure 2.9 illustre un détail d’un maillage triangulaire aux niveaux ¢ et ¢ + 1.
Entre ces deux niveaux, seule la face centrale est subdivisée.

Dans la 2-carte représentant le niveau i+ 1, les relations g des brins appartenant a des arétes
n’ayant pas été coupées sont égales a celles du niveau précédent, et les triangles n’ayant pas été
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FIGURE 2.9 — Schéma de Loop avec une 2-carte multirésolution adaptative

subdivisés deviennent ici simplement des quadrilateres. Grace a la représentation implicite des
cellules, le maillage est donc ici toujours topologiquement consistant — aucun trou n’apparait
dans la surface.

Classiquement, les surfaces de subdivisions multirésolution sont implantées en utilisant des
foréts de quadtrees. Les schémas pouvant étre implantés de cette maniére sont ceux qui utilisent
uniquement la quadrisection de faces ou de sommets, comme ceux de Loop ou Catmull Clark
présenté ci-dessus. Chaque face du maillage grossier contient la racine d’un quadtree. Un nceud
de cet arbre représente ’état d’une face a un niveau de résolution donné. Les quatre fils d’un
neeud représentent les 4 faces résultant d’un pas de subdivision. Les feuilles de 1'arbre sont les
faces du niveau le plus fin qui ne sont pas subdivisées.
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(a) Quadtree (b) 2-carte multirésolution

FIGURE 2.10 — Failles topologique dans un schéma de Catmull-Clark adaptatif

Il faut noter, comme illustré figure 2.10, que dans un quadtree, si deux faces adjacentes
ont des niveaux de résolution différents, cela entraine l'apparition de failles topologiques. Ces
failles n’existent pas dans les cartes multirésolution grace a leur capacité a modéliser sans effort
supplémentaire des faces de degré supérieur a 4.

2.2.3 Schémas duaux

Dans un schéma de subdivision dual, ce sont les sommets du maillage qui sont subdivisés. Les
faces du maillage de départ sont réduites, et les trous ainsi créés sont comblés avec de nouvelles
faces. Les schémas de Doo-Sabin [47, 48] (voir figure 2.11) ou le schéma MidEdge [113] sont
des exemples de schémas duaux. Ceux-ci travaillent sur des maillages quelconques. Les 2-cartes
multirésolution duales peuvent représenter des surfaces de subdivision multirésolution issues de
tous ces schémas.

Lors d’une étape de subdivision d’un schéma dual, le nombre de cotés des faces existant dans
le maillage initial n’est pas modifié. Les seules opérations effectuées sont des insertions de faces.
Cela revient a dire qu’aucun brin n’est inséré dans une permutation ¢; entre deux niveaux, et



Chapitre 2. Cartes multirésolution 24

..............

FIGURE 2.11 — Subdivision duale

donc qu’une fois un brin inséré dans la carte a un niveau ¢, le brin auquel il est lié¢ par ¢; ne
change pas aux niveaux supérieurs. Formellement, cela signifie que Vo € N%, ¢} (z) = ¢} (z), pour
i<j<k.

Ainsi la topologie d’une surface de subdivision multirésolution duale peut étre modélisée par
une 2-carte multirésolution duale spécialisée en : M = (B, ¢1,{¢5}ico,4]). Chaque niveau de
résolution est représenté par la 2-carte duale M* = (B*, ¢1 |gi, %) ol ¢1 | est la restriction de
¢1 aux éléments de B°.
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FIGURE 2.12 — Schéma de Doo-Sabin avec une 2-carte multirésolution duale

La figure 2.12 illustre un détail de maillage aux niveaux ¢ et i + 1 d’une subdivision de Doo-
Sabin. Les brins en orange sont ceux introduits entre les deux niveaux — ceux appartenant a
N1 La figure 2.13 illustre un exemple d’objet obtenu en utilisant le schéma de Doo-Sabin, le
maillage en vert est le maillage grossier de départ.

FIGURE 2.13 — Exemple de 2-carte multirésolution duale
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2.3 Application aux maillages progressifs

Nous rappelons les notions de base liées aux maillages progressifs et a leur implantation,
avant d’indiquer comment ils peuvent étre encodés dans des cartes multirésolution et bénéficier
ainsi de leurs avantages.

FIGURE 2.14 — Décodage d’un maillage triangulaire compressé avec une méthode directe (en-
haut) et progressive (en-bas) (image tirée de [1])

2.3.1 Les maillages progressifs

Les maillages progressifs ont été introduits dans [71]. Ils exploitent deux opérateurs inverses
I'un de Pautre : la contraction d’aréte et I’éclatement de sommet (voir figure 2.15). Un maillage
triangulaire fin M est simplifié par une série de n contractions d’arétes, jusqu’a obtenir une
version grossiere My. Ce processus produit n + 1 versions différentes du maillage, notées M,, —
M,_1...— My...— My, chacune étant composée d’'un sommet de moins que la précédente. En
partant du maillage grossier My, il suffit d’appliquer les n opérations d’éclatement de sommet
inverses, pour construire la suite de maillage My — M;... - M,_1 — M, aboutissant au
maillage d’origine. C’est le principe utilisé pour la transmission compressée de maillage (voir
figure 2.14).

B

-

fusion de sommets

FI1GURE 2.15 — Opérateurs de contraction d’aréte et d’éclatement de sommet

L’implantation efficace des maillages progressifs est abordée dans [72] et consiste a encoder
explicitement le maillage grossier M et les descriptions des n opérations d’éclatement de sommet.
Avec les notations de la figure 2.15, ces éclatements sont définis en identifiant le sommet s ainsi que
les faces f1 et fo pour savoir ou insérer les nouvelles faces. Il faut également pouvoir positionner
les sommets s; et s3. Durant la contraction, le sommet s est placé sur sy, s ou milieu des deux.
La donnée d’un vecteur suffit pour recalculer les positions de s; et so a partir de celle de s.
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Avec cette approche basique, pour obtenir le maillage M;, il faut systématiquement appliquer
les ¢ premieres opérations d’éclatement de sommets a partir de M. Si cette technique est parfai-
tement adaptée a la transmission progressive de maillages, elle reste cotiteuse pour les algorithmes
d’analyse multirésolution qui ont besoin d’un accés aléatoire aux différents M;.

Une extension a été proposée dans [114], elle consite & organiser les opérations d’éclatement de
sommets en fonction de leurs dépendances réciproques. Dans ’exemple précédant les éclatements
de s et sy dépendent de s, car ils ne peuvent avoir lieu tant qu’ils n'ont pas été créés par
Iéclatement de s. Cela conduit & construire une forét d’arbres binaires (voir figure 2.16) reflétant
ces dépendances.

FIGURE 2.16 — Forét d’arbres binaires de sommets permettant un acces adaptatif dans un maillage
progressif. Les pointillés indiquent les opérations effectuées pour obtenir le maillage M,

En maintenant un front actif dans ces arbres, correspondant aux opérations effectuées pour
obtenir le maillage courrant, il est possible de naviger plus efficacement dans les différents niveaux
de résolution et ce de maniere adaptative.

2.3.2 Encodage dans une carte multirésolution

Le modele des cartes multirésolution permet une représentation des maillages progressifs
autorisant un acces direct a toutes les versions intermédiaires du maillage ce qui conduit a
une efficacité optimale des algorithmes de traitement de la géométrie exploitant un tel support.
Comme il s’agit d’un processus de simplification et non plus de subdivision, la construction des
niveaux de résolution se passe ici a 'inverse de ce qui a été montré auparavant.

Chaque étape de simplification consiste & appliquer des contractions sur une sélection d’arétes
dans le maillage courant qui correspond & ’ensemble de brins B. Les brins des faces supprimées
sont poussés dans le niveau de résolution supérieur N! avec leur anciennes relations topologiques.
Rappelons que les N contiennent les brins insérés au niveau i. Durant les étapes suivantes, tous
les N'(i > 1) sont décalés d’un niveau. Ainsi, les ensembles B, qui correspondent a I'union des
NJ(j < i) se remplissent peu & peu, alors que 'ensemble By des brins du maillage de départ se
réduit. Le processus continu jusqu’a obtenir dans By le maillage grossier désiré.

Concernant les relations topologiques entre les brins, elles évoluent comme dans le cas des
schémas duaux présentés plus-haut. Les faces ne changent pas d’un niveau de résolution a l'autre.
Donc la relation ¢, est la méme pour tous les niveaux. La relation ¢o quant a elle reflete les
changements d’adjacence entre triangles, comme illustré a la figure 2.18. Dans cette figure sont
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FIGURE 2.17 — Deux étapes de simplification avec les ensembles N' et N2 construits

notées les différentes valeurs de ¢o pour le brin z aux 3 niveaux représentés.
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FI1GURE 2.18 — Modification des coutures par ¢ au fil des niveaux de résolution

Ainsi la topologie d’un maillage progressif peut étre modélisée par une 2-carte multirésolu-
tion duale M = (B , 01, {Qbé}ie[o,k])- Chaque niveau de résolution est directement accessible et
représenté par la 2-carte duale M* = (B*, ¢1 |gi, ¢5).

Si les contractions d’arétes sont effectuées une a une, alors un tres grand nombre de niveau de
résolution est construit ce qui risque d’étre couteux en terme d’occupation mémoire. D’autre part
notre but est de générer une hiérarchie de maillages. Pour étre exploitable par des techniques
d’analyse multirésolution cette hiérarchie doit avoir un nombre restreint de niveaux et chaque
niveau doit correspondre a des simplifications réparties de maniere homogene sur ’ensemble du
maillage.

Pour atteindre ce but, les opérations de contractions sont effectués par paquets de contrac-
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tions, indépendantes I'une de ’autre. Une étape de simplification consiste alors a choisir un
ensemble d’arétes disjointes, c’est-a-dire ne provoquant pas la suppression de triangles adjacents,
et a les contracter simultanément. Les brins des triangles supprimés sont placés ensemble dans le
niveau de résolution supérieur. Ce mécanisme assure d’obtenir des N de bonne taille (en pratique
20 & 40% des arétes sont contractées par étape) et donc une hiérarchie exploitable. Cela permet
également aux cartes multirésolution obtenues d’occuper moins de place en mémoire comme cela
sera démontré plus loin.

2.4 Mise en ceuvre et comparaison

Dans cette section nous allons présenter un exemple de structure de données qui implante le
modele des 2-cartes multirésolution que nous venons de définir. Nous nous focalisons ici sur la
représentation primale, mais la version duale s’implante aussi simplement.

Nous comparerons ensuite cette structure avec les foréts de quadtrees, classiquement utili-
sées pour la représentation de surfaces de subdivision multirésolution adaptatives, aussi bien en
complexité en temps qu’en besoins en mémoire.

2.4.1 Implantation des cartes multirésolution

Il existe principalement deux manieres d’implanter les cartes combinatoires : soit de maniére
dynamique, avec des listes et des pointeurs, soit de maniere plus statique avec des tableaux
et des indices. Le conteneur choisi stocke donc l’ensemble des brins de la carte, les relations
topologiques étant stockées quant a elles sous forme de pointeurs ou d’indices référencant les
brins liés. Si les listes permettent de gérer plus facilement l'ajout ou la suppression de brins,
les tableaux offrent des performances plus intéressantes en optimisant les accés mémoire. En
dehors de ces nuances, les tailles de structures de données sont du méme ordre et les temps
d’acces théoriques les mémes. Par la suite nous parlerons simplement de listes et de pointeurs,
en sachant que ces notions peuvent étre remplacées par des tableaux et indices sans changer
I’analyse qui est faite.

Dans une carte multirésolution il y a autant de relations que de niveaux de résolution. Un brin
devrait donc stocker k pointeurs, matérialisant ces relations, pour une carte de niveau maximal k.
Heureusement, tous les brins n’ont pas autant de relations. Un brin inséré au niveau [ ne possede
en fait que k — [ relations. Les brins des niveaux grossiers ayant beaucoup de relations sont de
fait peu nombreux et les brins des niveaux fins, les plus nombreux, posseédent peu de relations.
Au total le cotit est amorti sur les différents niveaux de résolutions. Pour permettre cela, il faut
distinguer les brins en fonction de leur niveau d’insertion. L’ensemble des brins insérés au niveau
i, B'\ B! pour i € [1,k] et BY pour i = 0, est stocké dans une liste. Les brins de cette liste
stockent k — i relations dans un tableau de pointeurs. La carte multirésolution est stockée dans
un tableau de telles listes.

L’information géométrique est attachée directement aux brins. Par exemple pour un plonge-
ment de sommets, chaque brin contient un pointeur vers un point 3D et tous les brins du méme
sommet pointent vers le méme point. Comme le nombre de plongements dépend également du
niveau de résolution, les pointeurs vers le plongement sont également stockés dans un tableau
dont la taille dépend du niveau d’insertion du brin.

Ces structures ont été implantées au sein de la plate-forme de modélisation CGoGN [30]. La
figure 2.19 illustre des exemples d’objets obtenus par subdivision adaptative avec le schéma de
Catmull-Clark. Les objets peuvent étre édités a n’importe quel niveau de résolution. L’adapta-
tivité est guidée automatiquement durant I’édition par un critere de courbure : une face n’est
subdivisée a un niveau donné que si ’angle formé avec ses faces voisines dépasse un certain seuil ;
si Pangle repasse sous le seuil fixé, la face est a nouveau simplifiée.
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FIGURE 2.19 — Exemple d’application

Nous avons introduit une restriction — non nécessaire dans la définition du modele — qui
interdit a deux faces adjacentes d’avoir plus d’'un niveau de différence. Bien que ceci engendre
un peu plus de subdivision que nécessaire autour des régions de forte courbure, cela a plusieurs
avantages. D’une part, cela permet d’avoir toujours des masques de subdivision pleins, c’est-a-dire
qu’un sommet de niveau ¢ dispose toujours de tous ses voisins du niveau ¢ — 1 nécessaires au calcul
de sa position, évitant ainsi le calcul temporaire des positions des sommets qui manqueraient.
D’autre part, cela permet de trianguler le maillage obtenu bien plus facilement en vue dun
affichage, en réduisant le nombre de cas a traiter.

2.4.2 Comparaison avec les quadtrees
Complexité en temps

Dans le cadre des surfaces de subdivision, les requétes d’adjacence entre sommets sont une des
opérations les plus courantes. Celles-ci sont nécessaires aussi bien pour I'exécution de 'opérateur
de synthese que pour celui d’analyse.

Dans une carte multirésolution, les requétes d’adjacence sont exécutées en temps constant,
quel que soit le niveau de résolution considéré. En effet, les cellules adjacentes sont récupérées
directement en interrogeant les relations stockées pour le niveau i, comme dans une carte normale.

Dans une forét de quadtrees, les requétes de voisinage entre faces au sein d’'un quadtree
sont résolues en remontant dans ’arbre jusqu’au parent commun des deux faces partageant une
aréte. Le voisinage entre les différents quadtrees de la forét est résolu explicitement au niveau
d’un ensemble de racines qui constitue le niveau 0 de I'objet. Ces requétes sont exécutées en
O(log(n)), avec n la profondeur de l'arbre, c’est-a-dire le niveau de résolution maximum. Méme
si en pratique log(n) reste assez petit, voire borné, sa valeur n’est pas 1. Ces opérations étant
les plus utilisées pour la mise a jour de I'objet durant 1’édition d’un maillage, cette amélioration
n’est pas négligeable.

Complexité en espace

Nous comparons ici le colit mémoire d'une 2-carte multirésolution et celui d’une forét de
quadtrees triangulaires. Comme aucune formulation générale ne peut étre donnée dans le cas
adaptatif et que la subdivsion réguliere est le cas le pire pour les besoins en mémoire, nous
effectuons cette comparaison dans le cas régulier.
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Pour les cartes : Soit |B| le nombre total de brins d’une 2-carte multirésolution. |B| est égal
au nombre de brins nécessaires a la description de 'objet au niveau de résolution maximum.
Soit by le nombre de brins décrivant le niveau de résolution 0, et soit k le niveau de résolution
maximum. Comme dans les schémas de subdivision primaux présentés ci-dessus le nombre de
brins est multiplié par 4 a chaque pas de subdivision, on a :

|B| = b - 4" (2.1)

Pour calculer le cotlt total de I'information topologique, il nous faut compter le nombre de
pointeurs stockés par tous les brins. Pour la relation aq, les choses sont plus simples. Chaque
brin dispose d’une unique liaison a1. Il y a donc en tout |B| ou by - 4¥ pointeurs stockés.

Pour la relation ag, il faut additionner les tailles des tableaux de pointeurs contenus dans
chaque brin. La taille de ce tableau est fonction du niveau d’insertion du brin. On note que 3/4
des brins ont été insérés au niveau de résolution maximum et n’ont donc qu’une seule liaison ag ;
3/4 des autres brins, i.e. 3/16, ont deux liaisons «q; ... Formellement, pour i entre 1 et k, il y
a |B|- £ brins dont le tableau a i éléments. Les brins décrivant le niveau 0 ont k + 1 éléments
dans leur tableau. Le nombre total d’éléments dans les tableaux de liaisons ag de tous les brins
est donc :

k
b()(lf‘i‘].)ﬂ‘b(]?)E:Zﬁlk_z
i=1
Dans le cas ou on utilise un schéma de subdivision approximant, le nombre de plongement dépend

du niveau de résolution et correspond en fait au nombre de liaisons ag. En comptant les pointeurs
utilisés pour la géométrie, le nombre total de pointeurs est donc :

k
b0-4k+2~(bo.(k+1)+b0.3.zz‘.4’“Z’) (2.2)

i=1
La somme de l'expression (2.2) correspond & la série
x
n
g n-g" = ———5
(1-2)?
n>0

En négligeant les termes de la série tels que ¢ > k on obtient :

k 1
TR Ll N L S
2 -1

En simplifiant et en omettant les termes négligeables, on obtient :

“bg - 4F (2.3)

Pour les quadtrees : cing pointeurs par noeud sont stockés pour 'information topologique :
quatre vers les fils et un vers le peére. Les racines des quadtrees stockent sept pointeurs : quatre
vers les fils, et trois pour les adjacences entre les racines. Pour l'information géométrique, trois
pointeurs vers des points 3D sont stockés dans chaque noeud, ce qui fait donc un total de dix
pointeurs par racine, et huit pointeurs pour chacun des autres noeuds. Soit fy le nombre de faces
du maillage de niveau 0, et k le niveau de résolution maximum. Comme le nombre de faces est
multiplié par 4 a chaque pas de subdivision, le nombre total de pointeurs stockés est :

k
10 % fo + 8% fox »_4° (2.4)

i=1
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n n+1
;T -1
La somme de 'expression (2.4) peut étre identifiée & la série g zt = —V_1 et étre expri-
i=0
mée comme suit (¢ commengant ici & 1, on retranche le terme tel que ¢ = 0) :

4k+1 -1

k
e
i=1
L’expression (2.4) se simplifie alors en (en omettant les termes négligeables) :

32
L (2.5)
3

On peut maintenant calculer le ratio entre le colit d’une 2-carte multirésolution (2.3) et celui
d’une forét de quadtrees (2.5). Dans un maillage triangulaire, il y a trois brins par faces. On a

alors fy = %0. On obtient donc le ratio suivant :

33 . py-4F 33

9 _ 22 2.6
32 . py-4F 32 (2:6)

On voit que notre modele ne nécessite environ que 3% d’espace mémoire de plus qu’une forét
de quadtrees. Si on prend en compte le cotit de stockage des points 3D, qui est équivalent pour
les deux structures, ce ratio est encore plus faible.

Utiliser un schéma de subdivision interpolant rend ce ratio plus avantageux pour les 2-cartes
multirésolution que pour les quadtrees. En effet, comme les sommets sont situés sur la surface
limite deés leur insertion, l'information de plongement n’a plus besoin d’étre paramétrée par
le niveau de résolution. Les tableaux de pointeurs de points 3D contenus dans chaque brin se
réduisent donc & un seul pointeur. Dans ce cas, le ratio entre 2-cartes multirésolution et quadtrees
est de %. Notre modele nécessite ici environ 6% d’espace mémoire en moins.

2.4.3 Comparaison avec les maillages progressifs

Le cotit mémoire des cartes multirésolution et des maillages progressifs peut étre évalué en
faisant quelques hypothese sur les maillages considérés. Nous supposons un maillage sans bord et
régulier dont la valence des sommets est de 6, ainsi le nombre de brins de la cartes est simplement
égal a 6 fois le nombre de sommets. Nous supposons également un taux de conservation constant,
noté t et signifiant qu’a chaque étape de simplification 100.t% des arétes sont conservés, ou
100.(1 — )% contractées, réduisant d’autant le nombre de sommets. Ce ratio vaut entre 0.6 et
0.8 en pratique. Enfin, nous notons k£ le nombre de niveaux de résolution de la carte générée.
Pour diviser par 100 le nombre de sommets du maillage initial, il faut environ 8 itérations avec
un ratio de 0.6 et autour de 20 itérations pour un ratio de 0.8.

Pour I'encodage des maillages progressifs, une carte multirésolution duale dont les ¢; sont
fixes est utilisée. Pour estimer le cotit des cartes, il suffit de compter le nombre de relations
¢ stockés. Pour le cout des maillages progressifs, ont comptera les ¢ du maillage grossier (les
adjacences entre triangles) ainsi que le stockage des opérations de contraction dans des arbres
binaires. Les relations ¢, c’est a dire ’ordre des sommets dans chaque triangle, et la géométrie
ont le méme poids des deux cotés.

Soit N le nombre de sommet du maillage de départ M. Durant la premiere étape de simpli-
fication (1 —t).N arétes sont contractées et autant de sommets sont supprimés. Il reste donc ¢t. N
sommets dans le maillage. Deux triangles par arétes sont supprimés, contenant chacun 6 brins.
Donc 6.(1 — t).N brins passent dans le niveau de résolution supérieur. A la fin ces brins seront
dans Iensemble N* et porteront une seule liaison ¢s.

Lors de la seconde étape de simplification, (1 — t).t.N arétes sont contractées. Il reste alors
t2.N sommets. On compte 6.(1—t).t.N brins, pour les triangles supprimés, passant dans le niveau
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N*~1 et portant 2 liaisons ¢5. Le coiit des liaisons par ¢, au niveau 2 est donc de 6.(1 —¢).t.N.2
pointeurs.

Lors de la i-éme étape de simplification, (1 — ¢).t""1.N arétes sont contractées. Il reste alors
t*.N sommets. On compte 6.(1 — ¢).t*"1.N brins passant dans le niveau N**'~% et portant i
liaisons ¢q. Le cofit de ces liaisons au niveau 4 est donc 6.(1 —¢).N.i.t'~!. Au final il restera t*.N
sommets dans le maillage de niveau 0 et donc 6.t*.N brins portant k + 1 liaisons, pour un cofit
de 6.t*.N.(k +1).

En sommant ’ensemble des cofits calculés, on obtient :

k
6.5 N.(k+1)+ > (6.(1—¢t).N.i.t'™!)
1=1

k
= <k+1t’“ Zt“ )

Or la somme Zi;l it — 1) s'éerit 1 —t +2t — 2t2 4+ 3t2 — 3t +. .. + ktF~1 — kt* en simplifiant
les termes on obtient 1+ ¢+ t2 +¢3 + ... + t*~1 — kt*. Le cofit devient donc :

k—1
N <(k F > - kt’“)

=0

a 1 — bt

=0

Pour les maillages progressifs, il faut stocker les liaisons du maillage fin contenant 6N brins
et donc 6N liaisons ¢. Puis il faut stocker les opérations effectuées. Dans le maillage final, il
reste t*.N sommets, donc (1 —t¥).N contractions ont eu lieu. Chacune stocke des pointeurs vers
son pere et ses 2 fils, pour la structure d’arbre, et des pointeurs vers les faces adjacentes et le
sommet supprimé pour pouvoir étre inversée, soit encore 3 pointeurs. Au total, cela donne un
cotit de 6N (2 — tF).

En ajoutant les relations ¢ et les plongements présents dans chaque brin, soit 12N, le rapport
entre le colit des cartes et des maillages progressifs est de :

~ 2(1 —t) pour les valeurs de ¢ € [0.6,0.8]

Ce ratio est toujours favorable aux maillages progressifs, mais de maniere raisonnable, avec un
surcotit de 25% a 100% pour les cartes. C’est un cofiit relativement faible en comparaison de celui
des données géométriques (coordonnées des points, normales et vecteurs de détails) nécessaires
aux traitements géométriques visés.

Les gains en efficacité sont par contre beaucoup plus importants. Dans les cartes multiréso-
lution, I'acceés a tous les niveaux de résolution et aux voisinages des sommets dans ces niveaux
s’effectue en temps constant ou linéaire en la taille du voisinage. Pour les maillages progressifs,
I’acces a un niveau donné implique d’abord 'application des contractions d’arétes et éclatements
de sommets définissant ce niveau. Une fois ce niveau atteint, 'acces aux voisinages est du méme
ordre que pour les cartes. La plupart des algorithmes de traitement de la géométrie nécessite
d’évaluer la position d’'un sommet en fonction de son voisinage aux niveaux de résolution infé-
rieur et supérieur. Ce besoin entraine pour les maillages progressifs, de nombreux éclatements
et contractions, répétés dans le voisinage des sommets traités. Ces mises a jour incessantes de la
topologie sont bien plus cotiteuses que les acces directs possibles dans les cartes multirésolution
et justifient pleinement le surcout de celles-ci.
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2.5 Conclusion

Les cartes multirésolution définies dans ce chapitre offrent un nouveau cadre général pour
la représentation de maillages multirésolution. Nous avons démontré deux applications impor-
tantes : la représentation de surfaces de subdivision multirésolution et ’encodage de maillages
progressifs multirésolution.

Dans le cadre des surfaces de subdivisions, elles apportent un certain nombre d’avantages
par rapport aux structures basées sur des quadtrees usuellement utilisées. Le fait de ne pas
étre limitées aux faces triangulaires ou quadrangulaires, leur permet de représenter, au sein d’un
méme modele, des surfaces générées par un grand nombre de schémas de subdivision. La capacité
a représenter des maillages polygonaux est un avantage supplémentaire dans le cas adaptatif, ou
la coexistence de différents niveaux de résolution produit des faces de degré plus important qui
ne sont pas supportées par les structures classiques et y engendrent alors des trous topologiques.
Les requétes d’adjacence sont effectuées plus efficacement étant exécutées en temps constant
quel que soit le niveau de résolution. Enfin, nous avons montré que ces gains en généricité et en
efficacité ce faisait avec un colit mémoire maitrisé.

Le cadre défini ici amene de nombreuses perspectives dans le domaine des surfaces de sub-
division. La généralité des 2-cartes multirésolution permet l'utilisation au sein d’un méme objet
d’algorithmes de subdivision différents. Ceci peut étre intéressant dans la mesure ou chacun de
ces schémas converge vers des surfaces aux propriétés différentes.

En ce qui concerne les maillages progressifs, le principal avantage des cartes multirésolution
est qu’elles permettent d’encoder de tels maillages dans une structure réellement multirésolution.
Cela permet d’adapter certains algorithmes de filtrages géométriques, habituellement réservés aux
maillages obtenus par subdivisions régulieres, a des maillages quelconques comme ceux issus de
systeme d’acquisition par scanner.

Nous avons montré comment 'opérateur de contraction d’aréte pouvait étre utilisé pour
construire une hiérarchie homogene de maillages triangulaires. Cette technique pourrait étre
étendue sans difficulté majeure a d’autres opérateurs de simplification ou a des maillages quel-
conques supportés naturellement par les cartes.

Enfin, la définition des cartes multirésolution donnée ici en dimension 2 peut sans effort étre
étendues aux cartes de dimension n. De la méme maniere, tous les modeles ordonnés cousins des
cartes (G-cartes, Hypercartes, X-maps, etc.) peuvent supporter une version multirésolution de
leur domaine de représentation, en utilisant le méme principe. Le principe consistant a appliquer
un opérateur local, de subdivision ou de simplification, puis a transférer les brins modifiés d’un
niveau de résolution a 'autre, s’applique a 'identique pour des topologies plus complexes ou de
dimensions supérieures.
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Les travaux présentés dans ce chapitre ont été menés pendant la thése de Thomas Jund [81]
encadrée par Jean-Frangois Dufourd et moi-méme. Ils ont donné lieu a une publication en revue
nationale [78] et & trois communications lors de conférences internationales [77, 80, 79].

Le but de cette theése était d’explorer une nouvelle approche pour la détection de collisions
dans des environnements fortement déformables. Ce type de problématique se retrouve dans de
nombreuses applications médicales et notamment la simulation d’endoscopies ou d’opérations
chirurgicales micro-invasives ou des instruments flexibles sont introduits dans un patient virtuel.
La détection de collision est un domaine ou beaucoup d’études ont été faites depuis 30 ans. Avec
les applications médicales, de nouveaux challenges apparaissent, et notamment la gestion de mo-
deles déformables supportant les changements topologiques (découpes ou sutures par exemple).

La méthode proposée répond a ces nouvelles problématiques tout en restant suffisamment
générique pour s’appliquer a d’autres types de simulations. Elle consiste a suivre les déplacements
d’un maillage dans une partition convexe de ’espace environnant. La topologie de cette partition
est définie sous la forme d’une carte combinatoire. La détection des collisions utilise un systéme de
prédiction mettant a profit la cohérence spatiale des trajectoires et les informations d’adjacence
et d’incidence présentes dans les cartes.
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Ce chapitre commence par une introduction, section 3.1, ot sont exposés le modele d’anima-
tion et la représentation de I’environnement choisis pour notre systeme de détection de collisions.
Le suivi du mouvement d’un maillage est décomposé en deux phases. La premiére, présentée sec-
tion 3.3, concerne le déplacement des sommets et leur suivi dans ’environnement. La seconde
phase, décrite section 3.5, permet la détection de collisions au niveau des arétes ou des faces
du maillage. Nous présentons également dans cette section les informations de contact pouvant
étre envoyées au systéme physique gérant la simulation. Nous discutons des différentes réponses
possibles en fonction de I'adaptabilité du modele.

3.1 Introduction

Un systéme de simulation interactif est un systeme complexe, usuellement décomposé en
sous-systémes communicant entre eux. La scéne et les mobiles sont modélisés, d'un point de
vue mécanique, par un ensemble de particules représentant des masses ponctuelles auxquelles
sont associées des informations cinétiques (positions, vitesses). Entre ces particules, existent
des interactions mécaniques générant des forces ou des contraintes de natures variées. Celles-ci
dépendent des modeéles numériques (différences finies, éléments finis, etc.) et physiques utilisées
(masses/ressorts, modeles viscoélastiques, shape-matching, etc.). Cette information est habituelle-
ment stockée dans les cellules d’un maillage reliant les particules. Par exemple, les arétes peuvent
porter la raideur de ressorts, les faces des matrices de raideur et les volumes des positions au
repos. Certains modeles dits meshless calculent ces informations en intégrant ces données sur
un voisinage spatial des particules. Parfois, les actions d’un utilisateur, acquises a partir de pé-
riphériques d’interaction, sont intégrées sous forme de forces ou de contraintes s’ajoutant au
systéme.

Dans tous les cas, le sous-systéme physique calcule, a partir de ’ensemble de ces informations,
les forces en présence et les integre par différentes méthodes numériques. Au final, le systéeme
fournit les positions que doivent atteindre les particules ainsi que leurs nouvelles vitesses et
directions. En général, on suppose que le temps est suffisamment échantillonné pour considérer
des déplacements rectilignes entre deux phases de calculs.

A ce stade le systeéme de détection de collisions entre en jeu. Il doit indiquer si les déplacements
prévus sont possibles ou s’ils génerent des collisions et, le cas échéant, fournir les informations
de contact calculées et les nouvelles contraintes du systeéme. Celles-ci peuvent, par exemple, indi-
quer qu’'un mobile glisse le long d’un obstacle ou d’un autre mobile. Les réponses aux collisions
sont variables et dépendent des modeles physiques utilisés, mais on peut distinguer deux grandes
familles. Dans la premiere, les déplacements sont réalisés complétement et les interpénétrations
causées par les collisions autorisées. Elles sont corrigées, dans les étapes suivantes, par un en-
semble de pénalités ajoutées au systéme qui modifient le comportement mécanique des particules
concernées.

Dans la seconde famille de réponses, les mouvements sont bloqués au niveau des points de
contacts et les interpénétrations interdites. D’un point de vue mécanique, ces réponses sont
adaptées aux corps déformables pour lesquels les tensions internes induites par ces blocages
provoquent, apres coup, un rebond élastique. D’un point de vue algorithmique 'interdiction des
interpénétrations assure que la simulation reste en permanence dans un état fiable et connu.
Enfin, en ce qui concerne l'interaction, on assure ainsi que les retours haptiques sont pergus
correctement et que les informations visuelles sont conformes a la réalité simulée. Ces deux
derniers points sont essentiels pour les applications médicales. Nos travaux se placent donc dans
ce cadre de réponses.



37 Chapitre 3. Détection de collisions

3.2 Modélisation de ’environnement

L’environnement dans lequel se déroule la simulation est subdivisé en un ensemble de cellules
polyédriques convexes, modélisé par une 3-carte (voir figure 3.1). Il peut correspondre a un
réseau vasculaire, a la trachée ou au colon, dans le cas d’applications médicales, mais également
a n’importe quelle scéne volumique dans laquelle des objets se déplacent. L’utilisation d’une
structure topologique forte nous assure que les requétes de voisinage, fréquentes dans ce qui suit,
sont exécutées de maniere optimale.

FI1GURE 3.1 — Un réseau vasculaire décomposé en cellules convexes.

Habituellement, un tel environnement est représenté en deux niveaux. Le premier est utilisé
pour la détection de collisions et le calcul des déformations de ’environnement. C’est souvent un
maillage volumique grossier, tétraédrique ou hexaédrique, dont la topologie est fixe. Le second
niveau correspond & une surface plus fine, et généralement triangulée, utilisée pour le rendu. Notre
approche permet d’unir ces deux niveaux dans une méme structure volumique. Les cellules de
la carte peuvent étre de degrés quelconques, et en particulier les volumes peuvent avoir un bord
aussi lisse et découpé que nécessaire pour le rendu. Les changements topologiques sont tous
autorisés. On notera que des modeéles topologiques similaires ont déja été utilisés pour traiter
des opérations spécifiques telles que la suture ou l'incision dans [10, 100], mais sans lien avec la
détection de collisions.

Les mobiles peuvent se déplacer librement dans les cellules de la carte qui sont dites libres.
A contrario, certaines cellules sont dites infranchissables. Elles correspondent au bord extérieur
ou a des obstacles internes a I’environnement. Ces obstacles peuvent étre des zones volumiques,
constitués de plusieurs cellules adjacentes, ou éventuellement de simples faces ou arétes (voir des
sommets) modélisant des tissus interstitiels fins. Des marqueurs, associés aux brins, sont utilisés
pour signaler ces zones (figure 3.2(b)).

Il faut noter que la face ou le volume extérieur n’est jamais convexe. Pour que notre méthode
fonctionne nous ajoutons des cellules obstacles sur le bord extérieur. En dimension 2, cela corres-
pond & des arétes pendantes (voir figure 3.2) et, en dimension 3, & des faces pendantes insérées
au niveau des arétes du bord. De cette maniére les angles autour des sommets, et des arétes en
en dimension 3, restent aigus ce qui simplifie les tests d’orientation. Il est également possible de
considérer un point & U'infini, mais cela sort du cadre de ces travaux.

Les brins d’une carte sont souvent représentés par des demi-arétes, mais peuvent également
étre vus comme des n-uplets de cellules. Ainsi, un brin d’une 2-carte représente & la fois un
sommet, une aréte et une face. Géométriquement, le brin d peut se représenter comme un triangle
défini par I'aréte de d et un point au centre de la face de d, noté ¢ dans la figure 3.3. Le sommet de
d fixe 'orientation de ce triangle. En dimension 3, le brin d peut étre représenté par un tétraedre
dont le premier sommet c est au centre du volume, le second au centre c¢ de la face et dont
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FIGURE 3.2 — Un environnement en dimension 2 et sa décomposition cellulaire; les cellules
infranchissables sont dessinées en pointillés.

FIGURE 3.3 — Représentation des brins comme des simplexes orientés au sein de leur cellule.

le dernier co6té est posé sur I'aréte de d. Dans les deux cas, la relation ¢, et son inverse qbfl,
permettent de passer aux triangles ou tétraedres adjacents, en suivant l’orientation des faces ou
Iorientation opposée. En dimension 3, la relation ¢, passe au tétraedre du dessus correspondant
a la face adjacente.

Gréce a cette représentation simple, on obtient une décomposition de la 3-carte en un ensemble
implicite de tétraedres. Les cellules étant supposées convexes, cette décomposition est toujours
valide et ne contient pas de simplexes dégénérés. Les triangles ou tétraédres sont des primitives
géométriques pour lesquelles tester si un point est inclus, sur le bord ou a ’extérieur est réalisé
en 3 ou 4 tests d’orientations simples. L’essence du systeme de détection de collisions présenté ci-
apres consiste a savoir & tout moment dans quel simplexe se trouvent les particules en mouvement.

3.3 Suivi des sommets

Le premier étage de notre systeme de détection de collision consiste a suive le déplacement
des particules au sein de la décomposition volumique de I’environnement. Les particules sont
placées aux sommets des maillages des mobiles. A chaque pas de temps de la simulation, le
systeme physique fournit la position courante et la position & atteindre. Le suivi des particules
est présenté d’abord en dimension 2, pour fixer les principes et notations, avant d’étre étendu en
dimension 3.

3.3.1 Décomposition des trajectoires

Pour utiliser pleinement la subdivision de ’espace fournie par la carte, en relation avec la
cohérence spatiale de I’animation, chaque particule doit savoir dans quelle cellule elle se trouve.
En effet, celle-ci a de forte chance d’étre dans la méme cellule ou dans un voisinage proche, au pas
d’animation suivant. Pour permettre une réponse détaillée aux éventuelles collisions la dimension
de la cellule est également conservée.
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@ position du mobile
———————— mouvement
brin pointé

—>» aréte d’une cellule

- »aréte infranchissable

FIGURE 3.4 — Décomposition de trajectoire d’'une particule.

Lors du traitement d’un pas de temps, une particule passe de la position p; a la position pyy1.
Pendant ce déplacement, elle franchit un certain nombre de cellules libres, et finit par arriver
dans la cellule finale ou, le cas échéant, par rencontrer un obstacle. La trajectoire suivie est ainsi
décomposée au niveau des cellules franchies (faces, arétes ou sommets) comme montré figure 3.4.

Une méthode naive consiste & tester U'intersection du segment [p;, pr+1] avec 'ensemble des
arétes de la cellule courante et a en propager les calculs aux cellules voisines lors des franchisse-
ments. Le nombre de tests géométriques serait alors égal au degré des cellules traversées ce qui
est génant en dimension 2, et rédhibitoire en dimension 3, surtout lorsque les maillages considérés
sont relativement fins. Notre approche consiste & utiliser la décomposition en simplexe présen-
tée plus haut pour suivre pas a pas les cellules traversées, en minimisant le nombre de tests
géométriques.

3.3.2 Suivi des particules en dimension 2

Pour exposer la suite, nous ne nous plagons plus au niveau global d’une trajectoire, mais
prenons le point de vue, trés local, de la particule. Au début d'un pas de temps, la particule
est dans une cellule et se dirige vers une cellule du bord de celle-ci. Par exemple, si la particule
se trouve dans une face, elle se dirige vers une de ses arétes. Lorsque la particule avance sur sa
trajectoire, elle se rapproche de 'aréte visée et deux cas se présentent. Si elle ne franchit pas
I’aréte, alors aucune collision ne peut avoir lieu et son état ne change pas, sinon elle change de
cellule ou entre en collision avec ce bord.

Pour mettre en place ce schéma d’analyse de maniere efficace, chaque particule stocke son
état (pg, ke, i¢) ol py est la position de départ, k; la dimension de la cellule ou la particule se
trouve (face, aréte, sommet), et i; le brin visé. La particule doit se déplacer vers p; ;. Le point
p; et le brin i; définissent un triangle élémentaire, comme nous ’avons vu précédemment, que
nous nommons par la suite le triangle de prédiction.

Intuitivement, 1’algorithme consiste a nous assurer que la particule se déplace bien dans le
triangle de prédiction, c’est-a-dire que la demi-droite [p;, pi+1) coupe le brin ;. Puis & tester si
la particule franchit le brin 7; ce qui provoque soit un changement de cellule, soit une collision.
Apres un certain nombre de changements d’états, la particule atteint le point ps;;1 et vise un
nouveau brin i;41 dans une cellule k;11. Ce nouvel état est utilisé pour I'itération suivante de la
simulation, profitant ainsi pleinement de la cohérence temporelle et spatiale des trajectoires.

Nous présentons maintenant, chacun des états de notre mécanisme de prédiction et leurs
évolutions possibles. Dans tous les cas, la prédiction est composée d’une phase d’orientation,
consistant a valider ou corriger le brin visé i;, puis d’'une phase de déplacement opérant le
changement de cellule ou détectant une collision. Dans la suite, nous appelons A la demi-droite
[pt, pr+1) correspondant & la trajectoire de la particule.
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FIGURE 3.5 — Orientation dans une face et dans un sommet. Les brins de la face la partitionnent
en secteurs angulaires. Les brins d’un sommet définissent également une suite ordonnée d’angles.

Etat face : la phase d’orientation consiste & tourner dans la face autour du point p; (figure 3.5),
jusqu’a ce que A coupe ;. Si py11 est a droite de iy, i; est remplacé par qﬁfl(it), sinon si pyyq est
a gauche de ¢ (iy), i; est remplacé par ¢ (i), sinon p;11 est dans le secteur angulaire représenté
en jaune et la prédiction est correcte.

La phase de déplacement, consiste & tester si p;1 est avant i; ou apres (et éventuellement
sur 4;). S’il est avant la particule ne franchit pas laréte et son état ne change pas. L’itération
s’arréte sans collision. Dans le cas contraire, si 'aréte ¢; n’est pas franchissable, une collision a
lieu et est reportée mettant fin aux itérations. S’il n’y a pas d’obstacle, la particule change de
cellule. Pour propager l'itération aux cellules adjacente, la particule est mise en état aréte et le
point p; est placé au point d’intersection de A et ;.

Etat aréte : le cas des arétes est assez simple et se décompose en deux cas. Si pi11 (et donc
A) pointent vers une des faces adjacentes, on vérifie que cette face est franchissable. Si oui, la
particule passe dans I’état face, sinon une collision est reportée. Dans le cas d’un franchissement
d’arétes entre deux faces, cette étape permet de replacer p; dans la bonne face ce qui valide la
décomposition triangulaire utilisée plus loin. Notons que si la particule vient d’une face, ce test
d’orientation, entre p;y1 et i, correspond au test de déplacement de la phase précédente et peut
ne pas étre recalculé.

Lorsque A ne pointe pas vers une des deux faces, c’est que la particule glisse le long de
I’aréte, vers un de ses sommets. La phase de déplacement teste si le sommet est franchi. S’il n’est
pas atteint, I’état de la particule de change pas et les itérations s’arrétent. Sinon, la particule
passe dans I’état sommet et le point p; est déplacé sur le sommet atteint. Aprés avoir vérifié
que le sommet est franchissable, les itérations se poursuivent ou, le cas échéant, une collision est
reportée.

Etat sommet : cet état est le dual de celui de la face (figure 3.5). L’orientation consiste
a tourner autour du sommet pour trouver le secteur angulaire contenant A. Une fois trouvé,
apres avoir vérifié que I'aréte indiquée est franchissable, la particule passe dans I’état aréte. Elle
repassera éventuellement dans ’état face apres vérification des collisions si A visait I'intérieur de
la face.

A premiere vue, des tests plus poussés permettraient de trouver plus rapidement les cellules
adjacentes atteintes par la particule. Nous avons choisi de ne pas les faire et de conserver leur
simplicité aux traitements des états. Cela permet de garantir que tous les cas sont traités, que
les particules n’atteignent jamais un cas non prévu et donc d’assurer la robustesse de I’ensemble.

Complexité : le traitement de ces trois états élémentaires nécessite au maximum trois tests
d’orientation point/droite permettant de vérifier si une particule quitte son triangle de prédiction
ou pas. Le nombre de triangles parcourus, c’est-a-dire le nombre de fois ou le brin ¢; change d’état,
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dépend de la longueur du chemin parcouru, du nombre de cellules traversées et de leurs degrés.
Précisément, le nombre de tests d’orientation correspond, dans le pire des cas, a 3 fois la somme
des degrés des cellules coupées par le segment [p;, pi+1]. En moyenne ce nombre est divisé par
deux si on considére que la moitié des brins d’'une face (ou d’un sommet) sont parcourus lorsque
qu’on la traverse.

Le systeme que nous avons présenté ici est tres général, il permet de considérer des dépla-
cements quelconques dans une partition du plan ce qui assure sa robustesse. Cependant, lors
d’une simulation, la longueur des déplacements dépend de la vitesse des particules et surtout
du pas d’intégration choisi. En pratique, ces déplacements sont petits, les particules changent
donc rarement de cellule et la prédiction, c’est & dire le brin i; du pas de temps précédent, reste
souvent valide. Cela rend cette approche tres efficace sur des simulations réelles, comme nous le
montrons plus loin.

3.3.3 Suivi des particules en dimension 3

Le suivi des particules en dimension 3 utilise le méme principe. Seul le nombre de cas a
étudier augmente, puisqu’il faut considérer les volumes. Le triangle de prédiction est remplacé
par un tétraédre, défini par la position de départ p;, le centre de la face visée (la face du brin
it), et laréte i;. Les tests d’orientation concernent maintenant le placement du point & atteindre
pi+1 par rapport a ce tétracdre et comprennent quatre tests point/plan. Les figures étant assez
explicites, nous détaillons moins les cas & considérer.

FIGURE 3.6 — Phase d’orientation dans 1’état volume ; seule une face adjacente est montrée pour
la lisibilité.

Etat volume : la phase d’orientation consiste a tester si le point p;y1 est au-dessus ou en
dessous des 4 faces du tétraedre de prédiction. Suivant les cas, le brin i; tourne dans la face
(figure 3.6 gauche) ou passe a la face adjacente (figure 3.6 droite). Apres cette orientation la
droite A traverse le tétraedre (figure 3.6 au centre). La phase de déplacement consiste a tester
si la particule sort du tétraedre par la face du fond. Le cas échéant, il faut vérifier que cette face
est franchissable, avant de passer dans I’état face.

Etat face : il s’agit du méme cas qu’en dimension 2. Les droites définissant le triangle visé
sont remplacées par des plans tangents & la normale de la face 7. La phase d’orientation permet
soit de retourner dans 'état volume, soit de tourner autour de la face, puis d’atteindre 1’état
aréte (voir figure 3.7).

Etat aréte : ce cas est similaire au cas des sommets en dimension 2. Les faces incidentes a
I’aréte définissent des secteurs angulaires. La phase d’orientation consiste a tourner autour de
I’aréte pour trouver le bon secteur, avant de passer a ’état face. Lorsque le mouvement s’effectue
le long de l'aréte, on retrouve le cas 2D qui nous amene éventuellement a 1’état sommet.



Chapitre 3. Détection de collisions 42

FIGURE 3.7 — Phase d’orientation dans les états sommet, aréte et face. Les brins d’une face ou
d’une aréte définissent des secteurs angulaires ; ceux d’un sommet décomposent son ombrelle en
tétraedres adjacents.

Etat sommet : ce cas est le dual de ’état volume, méme s’il est plus difficile & représenter.
Le brin 4; d’un sommet appartient a un des volumes incidents & ce sommet. Dans ce volume,
le sommet fait partie d’'une ombrelle constituée de faces adjacentes du volume (représentées en
blanc dans la figure 3.7). Considérons une droite passant par ce sommet et passant a U'intérieur
de Pombrelle. Cette droite permet de décomposer 'ombrelle en tétraedres (représentés en jaune)
qui nous permettent de nous orienter dans le sommet pour trouver le brin correspondant aux
volume, face et aréte de sortie. Une fois ce brin trouvé, la particule passe par ’état aréte, puis
éventuellement face et volume, en vérifiant s’ils sont franchissables.

Complexité : comme en dimension 2, le traitement de chaque cas nécessite quatre tests
point/plan pour vérifier que le point & atteindre est dans le tétraédre de prédiction. Si ce n’est
pas le cas, I'algorithme passe au brin suivant. Pour un déplacement complet, le nombre de chan-
gement d’état correspond, dans le pire des cas, a la somme des degrés des cellules traversées.
En pratique, la encore, un nombre réduit de changement est nécessaire. Prenons I’exemple d’un
volume ayant de nombreuses faces. Lorsqu’une particule traverse ce volume, les brins parcourus
forment un chemin sur le bord du volume. Il est évident que la taille de ce chemin et bien plus
petite que le degré du volume, méme si une formulation exacte et générale serait difficile & don-
ner. La méme remarque s’applique aux sommets. Pour les faces et arétes, le nombre de brins
parcourus est en moyenne la moitié du degré de la cellule.
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FI1GURE 3.8 — Etude statistique du nombre de changements d’état dans une simulation réelle.

La figure 3.8 montre les résultats mesurés pour une simulation réelle. Nous avons lancé
quelques milliers de particules dans un maillage volumique. Les particules rebondissaient sur
les parois en cas de collision et le maillage était secoué et déformé régulierement. La simulation
a été exécutée assez longtemps pour obtenir quelques millions d’échantillons de déplacements
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physiquement cohérents. Le graphe montre le nombre de changements d’états effectués durant
les phases d’orientation. On voit que dans quasiment 40% des cas la prédiction était encore va-
lable, dans 40% des cas le tétraedre adjacent était le bon, et ainsi de suite. Au final, il y a en
moyenne uniquement 3 a 4 changements d’état, méme lors de déformations fortes du maillage.
Cela permet a notre approche d’afficher des performances réelles trés intéressantes par rapport
aux approches classiques.

Dans ce contexte, un point reste a souligner. La décomposition en tétraedres utilisée ici pour
Ienvironnement se distingue fortement des décompositions spatiales habituellement utilisées,
méme tétraédriques. Elle est implicite, car c’est bien une 3-carte qui est utilisée, mais elle est
également différente pour chaque particule et pour chaque trajectoire. En effet si la base du
tétraedre est définie par un brin du maillage, qui lui est fixe, le quatriéme sommet est toujours
défini par p;, la position atteinte par la particule lors du déplacement précédent. De ce fait, le
tétraedre de prédiction est toujours correctement placé et orienté, et donc adapté par nature
a la trajectoire de la particule. Par exemple, lorsqu’une particule traverse un volume en ligne
droite, elle utilise le méme tétraedre en permanence. Si ce méme volume avait été décomposé
en tétraédre de maniere figée, alors le nombre de tétraédres traversés, et donc de changements
d’états, dépendrait de la taille de la subdivision.

Au final, nous avons donc un mécanisme de suivi de particules et de détection de collisions
simple, dont la complexité est en pratique indépendante de la taille de la scene et de la subdivision
choisie. La donnée importante ici est le rapport entre la taille des cellules et la longueur moyenne
des déplacements. Une subdivision volumique grossiere est donc suffisante ici et plus efficace
qu'une subdivision en tétraedres ou boites englobantes trop fines.

3.3.4 Réponses aux collisions

En cas de collision, I’état de la particule suivie doit étre mis a jour et les informations de
contact transmises au simulateur physique. Avec notre approche une partie de la réponse est
obligatoire. En effet, les particules doivent toujours étre dans un état prévu par le systeéme, elles
sont donc systématiquement stoppées aux points de collision. C’est-a-dire que lors d’une collision
DPey1 est systématiquement placé a I’endroit ou elle a lieu.

Les informations retournées sont les suivantes : le temps de la collision, son lieu (cellule to-
pologique et coordonnées du contact), la normale a l'obstacle en ce point, ainsi que la dimension
des cellules contenant la particule avant et apres la collision. Le temps est estimé avec le ratio
de la distance parcourue sur la distance a parcourir. La cellule topologique ou a lieu le contact
peut étre utilisé pour une découpe ou une déformation de I’environnement au point de contact.
Les dimensions des cellules sont transmises car elles ont une signification physique. Par exemple
le passage, pour une particule, d’un volume a une face implique un choc avec la face et éven-
tuellement le calcul d’une force de rebond. Une particule partant d’une face dont le déplacement
la laisse sur une face (éventuellement adjacente) implique un glissement et non un choc et donc
éventuellement le calcul de forces de frottement.

Le suivi de particules proposé est suffisamment général pour s’adapter a tout type de modele
physique, deés lors que la condition de blocage est acceptable par ce modeéle.

3.4 Déformations et modifications de ’environnement

Dans la section précédente, nous avons supposé, implicitement, que les cellules de ’environ-
nement n’étaient pas déformées et leur topologie non modifiée. Il convient maintenant de vérifier
les incidences qu’ont ces éventuels changements sur notre systéme de prédiction et de suivi. On
peut considérer, en restant générique, que le déplacement des sommets de ’environnement et
les changements topologiques sont effectués apres le déplacement des particules, ou du moins
successivement, et non de maniére concurrente.
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3.4.1 Déformations des cellules

Ainsi, considérons une particule, placée dans la cellule du brin visé iy, ayant effectué le trajet
[pt, pr+1], ou py est avant dernier point atteint durant les itérations et donc appartient a la
cellule courante. On sait donc que py4+1 est dans le triangle ou le tétraedre de prédiction défini
par p; et i;. Lorsque la cellule de i; est déformée, trois cas peuvent survenir, illustrés dans la

figure 3.9
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FIGURE 3.9 — Positions relatives de p;, 14 et pry1 lors de déformations du maillage. La premiere
sous figure (haut gauche) correspond a la prédiction avant déformation. Les autres sous figures
représentent les différents cas a traiter. Pour éviter de les surcharger, seule la demi-droite A est
représentée.

Prédiction toujours valide : p; et p;4; restent dans la cellule i; et p,11 est toujours dans
le tétraedre de prédiction. Il n’y a ici rien a faire.

Orientation modifiée : p, et p,1; restent dans la cellule ¢;, mais p;y1 n’est plus dans le
triangle ou tétraedre de prédiction. Il suffit de refaire une phase d’orientation, c’est-a-dire de
simuler un nouveau déplacement de p; vers p;41, pour mettre a jour ;.

Cellule franchie : p; est encore dans la cellule i;, mais p;y1 ni est plus, la prédiction est alors
invalide. Ce cas survient lorsque le bord de la cellule traverse py;1. Il faut trouver la nouvelle
cellule contenant p;y1. Comme p; et i; sont encore valide, il suffit 1a encore de simuler un nouveau
déplacement de p; vers pyy1, pour corriger i; et la prédiction.

Cellule totalement franchie : p; et p;11 ont quitté la cellule i; ou, autrement dit, celle-ci
a été suffisamment déformée pour que son bord traverse les deux points. Nous décomposons ce
cas en deux sous cas :

— Si pr11 appartient au cone formé par p; et la cellule i, alors la phase d’orientation est
possible. Durant la phase de déplacement, p; sera replacé sur le bord de la cellule franchie
et les itérations suivantes seront valides.

— Dans le cas contraire, la phase d’orientation boucle sur elle-méme, car p;11 sera a droite
(ou & gauche) de tous les brins de la cellule. Ce cas est facilement identifiable, en conservant
le brin de départ dans la boucle d’orientation. Pour rétablir les choses, il faut remettre des
valeurs correctes dans 1’état de la particule. Le point p;41 ne peut étre modifié, c’est le
point de départ pour le prochain pas de simulation. La cellule contenant p;;; est celle que
I’on cherche. Il faut donc partir de la seule donnée connue i; et corriger la valeur de p;.
Pour cela il suffit de choisir un point de la cellule i;, par exemple son barycentre, et simuler
un déplacement de ce point vers p;y1 pour recouvrer toutes les informations.

Une remarque s’impose ici. Pour détecter dans quel cas, on se trouve, il faut tester si p; et

pey1 sont encore dans la cellule ;. Cela reviendrait naivement a tester I’ensemble des brins du
bord, ce qui serait trop cofiteux. En pratique, il suffit de relancer dans tous les cas une phase
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de déplacement de p; vers p;11. Si lorientation était correcte (comme dans le premier cas), ce
déplacement s’arréte dés la premiere itération, sinon l'orientation et la cellule 7; sont corrigées
(cas deux et trois). Si la phase d’orientation boucle, p; est placé au barycentre de la cellule et le
déplacement relancé.

Au final, ce mécanisme permet de gérer les déformations du maillage environnant, en dédou-
blant simplement le déplacement de particules, c’est a dire avec un effort minimal en comparaison
de la mise a jour d’une hiérarchie de boites englobantes. Le diagramme de la section précédente
(figure 3.8) montre bien que le surcoiit d’un maillage déformable est tres faible. Le nombre moyen
de changements d’états n’est en pratique pas multiplié par deux, mais par un facteur plus faible.
En effet, les ajustements d’orientation effectués lors du déplacement des particules et lors de la
déformation de I’environnement se complétent et s’ajustent mutuellement.

3.4.2 Changements topologiques et remaillage convexe

La gestion des changements topologiques est tout aussi simple que celle des déformations.
Considérons une particule, son ancien déplacement et sa prédiction définis par p;, pir1 et ;.
Lorsqu’une opération topologique est effectuée sur la cellule de i;, il suffit de vérifier que la
prédiction reste valable. Si la cellule est agrandie, par exemple en la fusionnant avec une autre
ou en subdivisant son bord, alors les deux points p; et p.y1 restent dans la cellule. L’orientation
vers i; ne changeant pas en I’absence de déplacement, la prédiction reste valable.

Si la cellule est subdivisée ou découpée, cela signifie que des cellules de dimensions plus
petites ont été ajoutées a l'intérieur de la cellule i;, comme une aréte (respectivement une face)
découpant une face (respectivement un volume). La prédiction doit étre mise a jour si ces cellules
traversent le triangle ou le tétraedre de prédiction, c’est a dire passent entre p; et i;. L’ajout de
cellules entre p; et i; implique en fait que p; ne se situe plus dans la cellule de i;, mais dans la
nouvelle cellule issue de la découpe. Par contre, parmi les brins ajoutés, ceux qui forment le bord
cette nouvelle cellule contenant p; sont connus. Il suffit de remplacer 7; par I'un de ces brins.
Pour finaliser la correction, un déplacement de p; vers p; 11 est effectué. Cela permet de corriger
l'orientation et de trouver parmi les brins ajoutés celui qui portera la prédiction ou, si p;41 était
de l'autre coté des cellules ajoutées, de replacer p; et i; dans la nouvelle cellule crée.

Pour étre complet, il faut considérer la possibilité de la suppression d’une cellule, par un
opérateur de contraction ou parce qu’elle est devenue dégénérée. La prédiction n’est dans ce cas
plus valide, mais peut étre corrigée simplement en plagant i; dans une cellule adjacente et en
replacant p; au centre de cette cellule, puis en effectuant a nouveau le déplacement vers p;+1.

Comme pour le traitement des déformations ce mécanisme est simple et efficace. La correction
des changements topologiques nécessite uniquement des corrections locales bien identifiées ce qui
montre la pertinence de notre approche pour la gestion d’environnements de simulation fortement
déformables. Ces changements peuvent étre induits par la simulation (découpe ou suture de
Penvironnement), mais peuvent également intervenir dans le cadre du maintien de la convexité des
cellules. Lorsque les déformations sont importantes, il est en effet possible de perdre localement la
convexité d’une cellule. Cette perte doit étre détectée et corrigée pour que le systeme fonctionne.
L’algorithme de remaillage en lui méme sort du contexte de ces travaux, mais ’analyse proposée
précédemment pour la gestion des déformations et des changements topologiques montre qu’il
est possible de remailler localement ’environnement tout en retrouvant des prédictions valides,
pour un cofiit algorithmique tres réduit.

3.4.3 Réponses aux collisions dues a I’environnement

Quelques soient les modifications apportées au maillage modélisant 1’environnement, nous
avons vu qu’un second lancer de particule permettait de corriger les informations de prédiction.
Durant ce déplacement factice, il est possible de découvrir une collision. Cela arrive, par exemple,
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lorsque qu’un obstacle repousse le mobile. Deux réponses sont possibles, le choix dépendant du
modele physique et du comportement souhaité.

La premiere consiste simplement a déplacer la particule au point d’impact. Physiquement,
la particule se retrouve en contact avec 1'obstacle, dont elle ne devait pas étre éloignée aupara-
vant. Sa vitesse devrait étre modifiée en conséquence. La seconde méthode consiste a bloquer
le mouvement de l’obstacle, pour I’empécher de passer au travers du mobile. Ce comportement
convient mieux pour des mobiles dont le mouvement est contrdler par 'utilisateur. I1 convient
de générer une force de répulsion au niveau de la particule bloquante. Pour les obstacles qui sont
des corps déformables, ces blocages induisent des tensions internes qui provoqueront d’autres
déformations.

Dans tous les cas, comme pour le déplacement des particules, il faut s’assurer de la stabi-
lité du systeme. Apres le traitement choisi, les particules doivent étre placées dans ces cellules
franchissables de I’environnement, bien identifiées. Dans une simulation de corps déformables en
contact, on ne cherche d’ailleurs pas a savoir qui de 1'obstacle ou de la particule pousse l'autre,
mais plutot a identifier précisément les interactions pour pouvoir générer les contraintes et forces
mécaniques adéquates. L’approche présentée ici fournit ces indications de maniére robuste et
précise.

3.4.4 Robustesse et approximations numériques

L’ensemble du systéme de suivi présenté dans les sections précédentes est basé sur I’évaluation
d’un unique prédicat qui correspond & la classification d’un point par rapport a une droite, en
dimension 2, ou a un plan, en dimension 3. Le systéme est stable ou robuste si les particules sont
toujours dans un état identifié et prévu par le systeme. Pour cela quelques précautions doivent
étre prises. Une particule doit toujours appartenir a la cellule la plus contraignante ou la plus
petite. Par exemple, une particule sur une aréte, peut étre également considérée comme étant
dans la face incidente. La définition du prédicat doit interdire cette possibilité.

Si une programmation rigoureuse des prédicats doit permettre d’éviter la plupart des pro-
bléemes d’approximation numériques, ceux-ci arrivent tout de méme. Ainsi, par exemple pour
I’état volume, si les points p;, pry1 et le centre de la face visée sont parfaitement alignés, la phase
d’orientation peut boucler. D’autres configurations, mélées & des erreurs d’arrondis, peuvent
conduire a des boucles infinies lors des changements d’états. Pour détecter ces cas, il suffit de
mettre en place un systéme d’horodatage des brins parcourus, chaque suivi incrémentant 1’heure
de parcours. Si lors d’un suivi, on passe par un brin visité a la méme heure, alors une boucle est
détectée. Pour réinitialiser la particule fautive, il suffit de repartir d’une cellule connue (la cellule
du pas précédent), en initialisant le point p; avec une autre valeur, comme par exemple le centre
de la cellule.

Nous avons constaté, en pratique que ces techniques simples a mettre en oeuvre, faisaient
disparaitre les problemes numériques. Des techniques plus avancées, comme des arithmétiques
d’intervalles, pourraient étre utilisées en cas de besoin et pour des simulations spécifiques.

3.5 Suivi d’un maillage

Dans cette section, nous montrons comment, le suivi des particules présenté auparavant nous
permet de gérer les collisions d’un maillage avec son environnement.

3.5.1 Convexité et déplacements élémentaires

Lorsque 'on déplace un maillage complet, on peut considérer que ses sommets sont déplacés
tour a tour. Le déplacement d’un sommet induit le déplacement des arétes et éléments de surfaces
qui 'entourent. Les surfaces ou les volumes balayés par ces déplacements sont composés de
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triangles (pour les arétes) ou de tétraedres (pour les faces) que nous appelons des déplacements
élémentaires. Les figures 3.10 et 3.11 illustrent ces notions.

D cellule de I'environnement
. obstacle de I'environnement
e particule

— aréte a tester

‘ triangle balayé sans collision

triangle balayé avec collision

Dt qt

FIGURE 3.11 — Déplacement d’une surface dans l'espace, avec les triangles élémentaires et les
tétraedres correspondant (non surlignés).

Les déplacements des sommets s’effectuent dans une partition convexe, ainsi quelques pro-
priétés géométriques simples peuvent donner de bonnes indications sur les intersections des dé-
placements élémentaires avec I’environnement.

Considérons le cas d’un triangle. Si ses trois sommets sont dans la méme cellule, alors le
triangle est complétement inclus dans cette cellule et ne peut donc pas contenir d’obstacle. Si
ses sommets sont dans des cellules distinctes, alors un obstacle inclus dans le triangle est soit
complétement inclus dans celui-ci, ou bien traverse I'une de ses arétes.

Ces propriétés s’étendent aux tétraedres. Si ses quatre sommets sont dans une méme cellule,
un tétraedre ne contient aucun obstacle. Si ses sommets sont dans des cellules distinctes, alors
un obstacle est soit complétement inclus dans le tétraedre, soit traverse I'une de ses faces. Dans
ce dernier cas, soit I’obstacle est assez fin pour traverser uniquement l'intérieur de la face, soit il
traverse également une de ses arétes.

Notons tout de suite ici que, dans le cadre d’une simulation physique, les déplacements sont
petits. En conséquence les hauteurs des triangles et tétraedres correspondant a des déplacements
élémentaires sont faibles en proportion de leurs bases. Les configurations ol un obstacle est
complétement inclus dans ces primitives élémentaires ou les traverse sans passer par leurs arétes,
correspondent a des obstacles soit tres petits, soit trés fins et donc pointus. Ceux sont des cas
de figures rares en simulation qui nous ameéne a considérer ces cas comme improbables. Nous
proposons donc des optimisations permettant des les ignorer. Le traitement complet et toutefois
possible, mais & des coflits un peu plus élevés.
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3.5.2 Suivi des arétes

Nous considérons tout d’abord le déplacement de courbes dans une partition du plan ou les
obstacles sont plus grands que le triangle balayé par un déplacement élémentaire. Ce triangle,
noté 7 par la suite, a pour sommets {p;, pt4+1, G }. Si les trois sommets de 7 sont dans la méme
cellule de I'environnement, alors il ne contient pas d’obstacle et les calculs s’arrétent ici. Notons
que dans le cadre d’expérimentations sur des simulations réelles, nous avons constaté que nous
étions dans cette configuration dans quasiment 30% des cas. Il n’est pas rare, en effet, que les
mobiles ou outils en déplacement soient plus subdivisés que I’environnement.

Dans le reste des cas, il faut vérifier que 7 ne contient pas d’obstacle, et pour cela, s’assurer
qu’aucun obstacle ne coupe ses arétes. La figure 3.10 décompose le déplacement d’une aréte dans
ce cadre. Le triangle 7 correspond au déplacement de p; vers pyy1. L’aréte {ps, q; } a été vérifiée au
pas de temps précédent puisqu’elle correspond a un déplacement déja effectué. L’aréte {p;, pr41}
est vérifiée lors du déplacement de la particule p; vers p;11. Celle-ci a éventuellement déja été
bloquée en cas de collision. Dans tous les, il n’y pas d’obstacle entre p; et psi1.

Il reste la troisieme aréte a vérifier. Cela est fait en simulant le déplacement d’une particule
de py41 vers g¢. Pour une courbe ou un maillage quelconque, ce lancer de particule est réalisé
pour toutes les arétes adjacentes au sommet de p;. Si une collision est détectée, alors un obstacle
traverse le triangle 7. Si le temps d’exécution de la détection de collisions doit étre limité stric-
tement on peut se contenter de cette réponse binaire et bloquer le déplacement de p; vers pyy1.
Sinon il est possible d’obtenir des informations plus détaillées sur la collision.

A\ A\

Pt

N |\

ol 1N | | U N

collision simple réponse voulue dichotomie parcours exhaustif

FIGURE 3.12 — Traitement des collisions d’arétes dans le plan.

La figure 3.12 décrit les informations que l'on peut obtenir en cas de collision d’arétes et
comment elles sont calculées. Illustré a gauche, le déplacement de py41 vers ¢; ne fournit qu'une
information partielle. En particulier, le point de contact ne correspond pas au premier point de
I’obstacle rencontré par I’aréte. La seconde figure montre ce que devrait étre une réponse précise
et correcte.

La premiere méthode, simple a mettre en oeuvre, consiste a effectuer une recherche dicho-
tomique le long du segment [p, pry1], jusqu’a trouver un point p;y, tel qu'une particule puisse
aller de pyyo vers g, sans obstacle. Ce point est une approximation de la réponse qui laisse le
systeme dans un état correct. En pratique, 1 ou 2 pas de dichotomie sont largement suffisants. Si
on se souvient que, durant le méme pas de temps de la simulation, la particule g; doit également
bouger entrainant vraisemblablement une collision d’aréte au méme endroit, c’est méme sans
doute la meilleure réponse que l'on peut donner, d’un point de vue physique. Mécaniquement
cela signifie que I'aréte est freinée en arrivant sur I'obstacle, son mouvement n’étant pas complet.
Ceci entraine I'apparition de tensions internes dans le mobile et provoquera le rebond souhaité.

La seconde méthode est plutot adaptée a la simulation de bras articulé ou de solides non
déformables. Elle consiste a faire une recherche exhaustive le long de aréte {pi+1, ¢:}. Pour cela,
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le déplacement de la particule de py41 vers q; est effectué sans interruption, méme en cas de
collisions, afin de parcourir toutes les cellules comprises entre les deux points. A partir de cette
liste, il est simple de trouver le sommet de 'obstacle minimisant 'angle avec {p;, ¢;:}. Le temps
de calcul dépend ici du nombre de cellules a traverser. Par contre la réponse fournie est exacte.

Dans tous les cas, notons que toutes les arétes incidentes au sommet déplacé doivent étre
examinées avant son déplacement effectif. Concrétement, on note pour chaque aréte le temps de
collision trouvé, puis le sommet est avancé jusqu’au point correspondant a la premiere collision.
Dans ce cas, la dichotomie peut s’effectuer plus efficacement sur ’ensemble des arétes du sommet,
en n’itérant que sur les arétes encore en collision.

/ /
/ i1\ e
/\
A /s / /
q q
Aucune collision Collision de particule Collision de I'aréte
4) 5)

/ /

Collisions manquées :
approximation du systéme

FIGURE 3.13 — Détection de collisions limitée aux arétes en dimension 3.

La détection de collisions le long des arétes du mobile fonctionne exactement de la méme
maniere en dimension 3. La nature des obstacles qui ne peuvent pas étre détectés change un peu,
comme illustré figure 3.13. Les obstacles complétement inclus dans un tétraedre formé par le
déplacement d’une particule peuvent étre encore une fois ignorés, ils sont beaucoup trop petits
pour correspondre & une simulation réelle. Par contre, les bords pointus des obstacles peuvent
étre manqués (cas 4) et traverser les faces du maillage. A contrario, rappelons que le mobile
lui, ne peut jamais traverser les cellules infranchissables de l’environnement. L’approximation
évoquée ici ne les concerne pas. Si celle-ci n’est pas compatible avec les besoins de la simulation,
I’approche exacte présentée ci-dessous doit étre utilisée.

3.5.3 Suivi des faces

Considérons a nouveau le triangle 7. Ces trois arétes correspondent a des déplacements de
particules réalisés complétement. Si on stocke, pour chacun d’entre eux les brins traversés lors de
ce parcours, on obtient tous les brins & la frontiere de 7 sans calcul supplémentaire. Différentes
configurations sont montrées figure 3.14. Un parcours de la carte, partant de ces brins et faisant
avancer un front vers lintérieur de 7 en parcourant les brins adjacents, permet de vérifier de
maniere exacte l'existence d’obstacles dans ce triangle.

Un peu plus complexe a mettre en oeuvre, cette méthode reste assez peu cotiteuse en pra-
tique. Si on considére que les arétes du mobile et les déplacements sont plus petits ou de tailles
comparables a celles des cellules de ’environnement, alors, en moyenne, seul un brin par aréte
doit étre parcouru. En général, le graphe a l'intérieur de 7 se limite & un sommet. Si une des
arétes passe par un sommet de I’environnement, le nombre de cellules a vérifier peut étre un peu
plus élevé.
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FIGURE 3.14 — Brins traversant un triangle de balayage élémentaire, sans obstacle (gauche et
centre) ou avec obstacle (droite).

Avec cette méthode qui nécessite de stocker I’historique des brins franchis par les derniers
suivis de particules, on sait avec certitude si les faces engendrées par le déplacement du mobile
traverse un obstacle. Le cas 4 de la figure 3.13 est donc évité. Par contre, le cas 5 ne 'est pas,
s’il existe des tétraedres suffisamment petits pour étre complétement inclus dans un tétraedre de
balayage.

Le principe évoqué plus haut pour le suivi des faces peut étre étendu aux volumes. Pendant
le parcours du graphe correspondant a l'intérieur de 7, il est encore possible de stocker les
brins atteints et donc traversés par la faces. En partant des brins stockés pour les quatre faces du
tétraedre, avec un parcours de graphe similaire, il est possible de vérifier complétement 'intérieur
du tétraedre. Nous n’avons pas encore trouvé d’applications nécessitant le déploiement de tels
efforts, mais le principe reste général et adaptable & d’autres situations.

3.5.4 Réponses aux collisions d’arétes ou de faces

Les collisions, au niveau des arétes ou des faces, sont détectées en examinant les déplacements
élémentaires générés lorsqu’elles balayent 1'espace. L’ordre dans lequel ces déplacements sont
évalués, influence bien sur la position de la collision, mais également la réponse générée et son
lieu d’action. Par exemple, si I'aréte d’un mobile doit entrer en contact avec un obstacle, le
déplacement d’un des sommets avant I’autre induit la découverte d’une collision différente, comme
illustré figure 3.15 (cas a et b). Les forces calculées et donc la réponse mécanique sont alors
disymétriques. Cet aspect est lié au caractere local du mécanisme de détection proposé, qui en
fait par ailleurs toute son efficacité. Il y a deux moyens simples de pallier & ces inconvénients

Le premier consisterait a évaluer ’existence de collisions dans un voisinage direct des cellules
du mobile, pour rechercher 'impact le plus vraisemblable. Il s’agirait, par exemple pour une
aréte, de simuler le déplacement succéssif de ses sommets et de calculer le temps minimal avant
collision. Au départ, dans les cas a et b, p; (ou ¢) est avancé jusqu’a p, (ou ¢g) et g¢; (ou p;) n’est
plus déplacable, ce temps est donc nul. En itérant par dochotomie sur les positions intermédiaires
de p, et gg, on peut facilement maximiser ce temps minimal pour obtenir la réponse présentée
dans le cas c. Ce mécanisme s’étend sans difficultés aux faces et serait bien adapté aux mobiles
utilisant une mécanique rigide. Une des conséquences est que la recherche de collisions devient
un probléme de minimisation globale, donc beaucoup plus cofiteux. En effet, le déplacement
d’un sommet en cas de collision dépend du temps trouvé pour la collision des arétes incidentes.
Si ce temps est calculé pour chaque aréte (ou chaque face) en fonction de ses sommets, alors le
mécanisme de minimisation doit se propager a I’ensemble du maillage. En cas de zone de collision
large, le coiit risque de devenir prohibitif, par contre la réponse calculée est bien plus précise.

Le second moyen d’éviter les disysmétries et de subdiviser le maillage des mobiles. Le systeme
de suivi de particule supporte naturellement I’ajour (ou la supression) de particules au cours de
la simulation. En ajoutant une particule au mileu de I’aréte, on peut permettre sa déformation et
obtenir une zone de contact plus précise, comme dans le cas d. En appliquant ce principe au deux
sommets de 'aréte, on obtient la réponse du cas e. Pour éviter 'ajout d’un trop grand nombre
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FIGURE 3.15 — Réponses possibles en cas de collisions d’arétes. Les points p, et gz indiquent les
mouvements calculés pour p; et g; par la recherche dichotomique.

de particules, une réponse hybride est possible. Elle consiste a ajouter une particule lorsque les
deux arétes générées sont suffisament grandes. Cette particule est ajouté au premier point de
collision trouvé. Le sommet p; et ensuite a nouveau déplacé vers p;1 avec la réponse standard,
comme montré dans le cas e.

Il faut noter ici que les particules ajoutées peuvent étre ignorées par le systeme mécanique.
Elles permettent juste de maximiser les déplacements autorisés en ajustant au mieux les zones
de contacts aux obstacles. Les forces calculées sur les particules ajoutées peuvent par contre étre
ajoutées au systéme si ce dernier le supporte. Enfin si le systéme de simulation mécanique est
multirésolution et permet la subdivision des cellules, alors les déformations du bord du mobile
peuvent étre complétement prises en compte.

3.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre, un mécanisme de suivi de particules, puis de maillages,
dans un environnement subdivisé en cellules convexes. Ce mécanisme tres général, nous a permis
de développer des algorithmes de détection de collisions performants et adaptés aux simulations
médicales ou des environnements fortement déformables sont employés. Le systéme supporte les
changements topologiques et détecte les collisions avec des temps de calcul indépendants, en
pratique, de la complexité de la scéne. Des réponses variées et adaptées a différents modeles
physiques ont été proposées.

De nombreuses choses restent a développer. Parmi celles-ci, la détection des auto-collisions et
des collisions entre objets multiples est incontournable. Ce sont des problématiques toujours tres
étudiées. L’approche présentée ici est compatible avec les méthodes historiques mentionnées en
introduction. Les particules lors de leur suivi peuvent étre liées aux cellules qui les contiennent.
Ainsi chaque cellule (ou simplement chaque volume) aurait connaissance des particules qu’elle
(ou il) contient. Il est alors aisé de savoir si des mobiles distincts coexistent dans ce volume. A
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ce stade, des méthodes exactes, comme GJK ou Lin-Canny, peuvent étre utilisées pour détecter
les collisions entre ces mobiles, en partant des sommets correspondant aux particules.

Avec cette approche notre systéme remplacerait simplement unea hiérarchie de boites englo-
bantes. La difficulté vient alors du nombre de particules présentes dans une cellule. Si celui-ci
devient trop important, alors la comparaison des couples de mobiles distincts, augmentant de
maniere quadratique, deviendrait trop cofiteuse. Il faudrait envisager de découper les cellules
lorsqu’elles contiennent trop de particules. Cela conduirait & un suivi de particules multirésolu-
tion dont les applications sont d’ors et déja prometteuses et inscrites dans le projet de recherche
présenté a la fin de ce mémoire.
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Les travaux présentés dans ce chapitre font suite a la thése de Dobrina Boltcheva soutenue en
2007 sous la direction de Dominique Bechmann et Sylvain Thery [16, 15]. Cette thése proposait
une méthode de maillage de la surface d’objets issus d’images médicales utilisant des diagrammes
de Voronoi discrets. Elle présentait une méthode de reconstruction simple et robuste basée sur la
croissance concurrente de ces régions de Voronoi. Les diagrammes obtenus permettaient au final
de générer des triangulations de Delaunay sur le bord d’ensembles de voxels connexes.

A la suite de cette these, ces travaux en reconstruction se sont poursuivis dans le cadre de
notre participation a deux projets : le projet ANR VORTISS (2006-2009) et le projet européen
PASSPORT (2007-2010). Pour ces deux projets, notre participation était centrée sur la recons-
truction d’organes du corps humain a partir de données médicales. Le projet VORTISS (Virtual
Organ for Real Time Interactive Surgical Simulations) s’est déroulé en collaboration avec 'TR-
CAD a Strasbourg, I’équipe SIC du laboratoire XLIM & Poitiers et ’équipe projet INRIA Alcove
a Lille. L’équipe SIC et 'EPI Alcove s’attachaient & définir des modeéles physiques d’organes
virtuels. Les données médicales étaient fournies par 'TRCAD qui assurait leur segmentation et
I’étiquetage des structures anatomiques. Le projet STREP PASSPORT, supporté par 'TRCAD,
avait pour but de proposer différents modeles biomécaniques du foie allant de 1’échelle cellulaire
a l’échelle humaine, ainsi que des méthodes d’acquisition de ces modeles utilisant différentes
modalités d’acquisition.
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Dans un premier temps, nous avons étendu les travaux de Dobrina Boltcheva au cas de la
reconstruction surfacique simultanée de plusieurs organes, imbriqués les uns dans les autres, tout
en exploitant plus & fond les modeéles topologiques. Dans un second temps, la méthode a été
généralisée a la construction de maillages volumiques a partir d’images voxel multi labels.

Ces travaux ont été implantés par Cyril Kern, ingénieur recruté en CDD sur ces deux projets et
que j’ai encadré avec D. Bechmann et S. Thery. En paralléle, nous avons proposé des algorithmes
de reconstruction adaptés aux réseaux vasculaires. Cette partie des travaux a été réalisée en
partie par Younis Hijazi post-doctorant financé sur PASSPORT et encadré par D. Bechmann, S.
Thery et moi-méme.

Les travaux décrits dans ce chapitre ont été publiés dans une revue nationale [17] et une
conférence internationale [69]. La section 4.1 présente le cadre d’application. La section 4.2 in-
troduit "outil des micro-cartes que nous utilisons dans ce cadre. Les sections 4.3 et 4.4 présentent
les algorithmes de reconstruction surfacique et volumique proprement dits. Notez que les tra-
vaux concernant les maillages volumiques doivent encore étre publiés. Pour les travaux sur les
vaisseaux, le lecteur est renvoyé a l’article présenté en annexe B.

4.1 Introduction

Les travaux présentés dans ce chapitre visent a extraire un modele géométrique maillé a
partir d’images médicales 3D. Pour cela, une étape de segmentation est nécessaire. Pendant ce
traitement, un label est associé & chaque vozel (pixel volumique) de I'image. De cette maniére,
les voxels ayant un label commun représentent une structure anatomique bien identifiée. Sa
géométrie peut étre simple, comme pour les organes ou les tumeur, ou plus complexe, comme
pour les poumons, le cerveau ou les réseaux vasculaires. Par nature ces structures sont collées
entre-elles, voire imbriquées les unes dans les autres. Les zones de contacts sont composées de 3
types d’intersections ou jonctions qui sont souvent décrites informellement : les 2-jonctions sont
des morceaux de surfaces situées entre deux régions en contact ; les 1-jonctions sont des courbes
situées a l'intersection de trois régions ou plus; les 0-jonctions enfin correspondent aux points de
rencontre de plusieurs 1-jonctions.

Nos travaux se démarquent des approches précédemment citées par deux aspects. D’une part,
nous souhaitons générer des maillages dont la géométrie soit aussi proche que possible du bord
des structures anatomiques segmentées. En particulier, les 1-jonctions devraient étre discrétisées
sous forme de lignes brisées, relativement lisses, dont les arétes doivent appartenir aux bords des
maillages volumiques ou surfaciques finaux. La topologie du résultat doit étre garantie autour
des ces jonctions et globalement.

D’autre part, notre cadre applicatif nous impose deux contraintes supplémentaires. Les don-
nées initiales sont souvent bruitées. Ainsi le résultat de la segmentation contient certainement
des artéfacts. Ceux-ci, s’ils sont suffisamment petits, doivent disparaitre naturellement durant
la construction du maillage et surtout ne pas perturber les algorithmes. De plus, la procédure
de reconstruction fait partie d’une chaine compléte de traitement partant des images du patient
et allant jusqu’a leur exploitation par un médecin. L’ensemble des opérations — acquisition, seg-
mentation, reconstruction et simulation — doit se faire dans des temps raisonnables, de 'ordre
de la minute, et donc la production des maillages doit pouvoir étre réalisée rapidement.

Pour certifier que les maillages générés définissent une topologie cohérente et soient com-
patibles entre eux, nous changeons la dimension du probleme et construisons une partition vo-
lumique de l'image discréte sous forme d’une 3-variété combinatoire, méme lorsqu’il s’agit de
générer un maillage surfacique. Pour cela, nous considérons une région correspondant au fond
de 'image et éventuellement aux zones de vide entre organes s’il y en a. Cette région peut étre
composée de plusieurs composantes connexes qui sont maillés en méme temps et de la méme
maniere que les autres régions.

Ainsi le maillage que nous générons est modélisé dans tous les cas par une carte combinatoire
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de dimension 3. Si des maillages surfaciques sont souhaités pour 'application visée, alors chaque
région sera modélisée par exactement un volume de cette 3-carte qui pourra étre extrait facilement
sous forme d’une carte combinatoire fermée de dimension 2. L’intérét, encore une fois, est que
toutes ces 2-cartes sont compatibles entre-elles le long des jonctions. Si un maillage volumique
est souhaité, alors chaque région sera modélisée par un ensemble de tétraedres connexes identifiés
par le label de la région et cousus par ¢3. De plus, si on I’extrait, le bord extérieur de cet ensemble
de tétraedre correspond au maillage surfacique de la région.

Pour garantir la cohérence topologique durant toutes les étapes du traitement, nous avons
choisi une approche consistant a équiper I'image d’une structure de 3-carte, des le départ. Nous
suivons en cela une approche similaire & celles utilisées dans [9, 61, 38]. Ces travaux introduisent
des opérateurs de fusions et de découpes de cellules qui permettent de définir une cartographie
hiérarchisée d’image 2D ou 3D. Ces pyramides de cartes ou de G-cartes sont utilisées pour définir
des algorithmes robustes de segmentation [89, 5] et un modeleur discret [39].

A partir de cette topologie fine, nous proposons deux méthodes de reconstruction, I'une
surfacique, 'autre volumique. Nous les détaillons ci-dessous apres avoir présenté notre modele
de micro-carte.

4.2 Micro-carte et topologie discrete

Comme montré dans [55], une image peut étre équipée d’une topologie discréte. Chaque pixel,
en dimension 2, ou voxel, en dimension 3, défini un élément de surface ou de volume adjacent
a 4 ou 8 voisins en dimension 2 et 6, 18 ou 26 voisins en dimension 3. Ces éléments ou cellules
élémentaires sont représentés par des faces composées de 4 arétes en dimension 2 ou par des
volumes composés de 6 faces rectangulaires en dimension 3. Lors de la phase de segmentation ces
cellules sont fusionnées pour former des régions connexes partageant un méme label. Le résultat
est une partition de I'image correspondant a ces régions.

Dans les travaux sur les pyramides de cartes ou de G-cartes cités plus haut, un des princi-
paux buts est de définir des opérateurs de fusion et simplification de cellules permettant de définir
différents niveaux de segmentation sur une image et offrant des garanties concernant la cohé-
sion topologique de ces différents niveaux. Différentes représentations sont présentées (explicite,
hiérarchique et implicite), ainsi que les algorithmes permettant de passer de 1'une a Pautre.

Le modele des micro-cartes présenté ici est une représentation simple et peu coiiteuse en
terme de consommation mémoire de la topologie d’une image segmentée formant une partition
du plan ou de l'espace. Celle-ci doit nous permette d’exécuter efficacement les algorithmes de
reconstruction présentés plus loin. En cela les micro-cartes sont une simplification de la représen-
tation implicite des pyramides de cartes, ne possédant qu’un niveau hiérarchique. En particulier,
nous ne définissons pas d’opérateurs de fusion ou de simplification aussi élaborés que ceux cités
plus haut.

4.2.1 Micro-carte de dimension 2

Informellement, une micro-2-carte est une 2-carte plaquée sur une image dont les faces, arétes
et sommets correspondent aux pixels de 'image. Au départ, une micro-carte posseéde une face par
pixel. La seule opération autorisée est la suppression d’une aréte. Cette aréte peut-étre placée
entre deux faces ce qui provoque leur fusion ou n’appartenir qu’a une face ce qui est une forme de
simplification. Les images que nous voulons manipuler étant relativement grande, pour réduire les
colits mémoire, la carte n’est pas explicitement stockée. Seule I'information de suppression d’aréte
I’est. En pratique, nous stockons un booléen par brin indiquant s’il s’agit d’un brin supprimé ou
non. Les informations topologiques sont recalculées a la volée.

Formellement, un micro-brin est un triplet (x,y,7) ol = et y sont des entiers représentant les
coordonnées d’un pixel et ¢ est un entier compris entre 0 et 3 indiquant la position du brin dans
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FIGURE 4.1 — Les micro-brins d’une micro-carte complete

la face (voir figure 4.1). Deux permutations ¢} et ¢4 sont définies sur les micro-brins telles que :

P ((z,y,1)) (2,9, (i + 1)%4)
¢5((2,9,0)) = (v,y—1,2)
do((z,y,1)) = (z+1,9,3)
o5((2,9,2)) = (2,y+1,0)
P ((x,y,3)) (z—1,9,1)

Clairement ¢/ est une involution, c¢’est-a-dire que ¢5(¢5(b)) = b. Tout aussi trivialement, ¢} est
une permutation dont tous les orbites sont composés de 4 micro-brins de méme coordonnées et
de positions successives 0, 1, 2 et 3. Sans limitation sur les valeurs de x et y les micro-brins
définissent implicitement une grille réguliére infinie.

Une micro-2-carte complete My y sur une image de taille X x Y pixels est une 2-carte
(B', ¢}, p2) définie par I’ensemble des micro-brins B’ = {(x,y,4)} tels que i € {0,...,3}, z €
{0,..., X =1} ety € {0,...,Y — 1}, par la permutation ¢} et par 'involution ¢y restreignant x
et y aux valeurs permises en ajoutant des points fixes a ¢, de la maniére suivante :

d2((z,y,0)) = si(y—1) >0 alors ¢5((x,,0)) sinon (z,y,0)
d2((z,y,1)) = si(z+1)< X alors ¢h((x,y,1)) sinon (z,y,1)
d2((z,9,2)) = si(y+1) <Y alors ¢5((x,y,2)) sinon (x,v,2)
¢2((z,y,3)) = si(z—1)>0alors ¢5((z,y,3)) sinon (z,y,3)

Clairement la micro-carte compléte Mx y est une 2-carte possédant XY faces de 4 micro-brins.

Une micro-2-carte Mx y, cziste €St une carte complete Mx y dans laquelle certains brins sont
marqués comme étant supprimés. Le prédicat existe(b) indique si un brin existe ou a été supprimé
dans la carte. Soit B’ ensemble des micro-brins de Mx y, notons B = {b € B, existe(b)}
I'ensemble des brins non supprimés. La micro-carte Mx vy egiste définit une 2-carte (B, ¢1, d2)
ou l'involution ¢ est la restriction a B de celle définit précédemment et la permutation ¢; est
définie sur B récursivement de la maniere suivante :

¢1(b) = siewiste(¢(D)) alors ¢} (b) sinon ¢1(¢2(¢1(D)))

Cette nouvelle permutation prend en compte les brins marqués comme supprimés en sautant
par dessus eux (voir figure 4.1). Cela correspond au fait de tourner autour du sommet jusqu'a
trouver une aréte existante. On notera que cette formulation, choisie ici pour sa simplicité, ne
termine que si le brin de départ existe, c’est-a-dire appartient a B.

Pour que la 2-carte décrive une partition totale de I’image, elle ne doit pas contenir de
trous, c’est-a-dire de pixels n’appartenant a aucune face. Formellement, le bord de la carte doit
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comporter une unique face plongée sur le bord de I'image. Pour cela elle doit vérifier deux
contraintes d’intégrité simple. D’une part, les brins du bord de I'image, c’est-a-dire ceux pour
lesquels t =0, 2 = X — 1,y =0 ouy =Y — 1, ne peuvent étre supprimés. D’autre part, les
seuls points fixes par ¢ sont ces brins du bord. Cela signifie concrétement que deux brins d’une
micro-aréte {b, ¢2(b)} doivent toujours étre supprimés simultanément.

4.2.2 Micro-carte de dimension 3

De la méme maniere qu’en dimension 2, une micro-3-carte est une 3-carte plaquée sur une
image volumique telle que chacun de ses volumes corresponde & un voxel de 'image. Les faces
des volumes correspondent aux surfels ou éléments de surfaces entre 2 voxels 6-adjacents.

Un micro-brin de dimension 3 est un quadruplet (z,y, z,7) ol x, y et z sont les coordonnées
du voxel dans I'image et ol ¢ est un entier compris entre 0 et 23 indiquant la position du micro-
brin dans le voxel. Trois permutations ¢}, ¢5 et ¢4 sont définies pour passer d’un micro-brin &
Pautre. ¢} et ¢, sont simplement des permutations sur la valeur de la position ¢ qui peuvent étre
lues directement sur le schéma. Pour ¢, il s’agit de passer au voxel voisin en incrémentant ou
décrémentant 'une des coordonnées et en prenant pour i la position symétrique dans le voxel.

Une micro-3-carte complete Mx y,z sur une image 3D de taille X X Y x Z est une 3-carte
définie par (B’, ¢, dh, ¢3). Ici encore B’ est 'ensemble des micro-brins ayant des valeurs de
coordonnées correctes et ¢ est définie & partir de ¢4 en ajoutant des points fixes au bord de
I'image.

Une micro-3-carte Mx,y,z eziste €5t définie de la méme maniere qu’en dimension 2, en consi-
dérant un prédicat d’existence des brins. Notons ici que pour assurer la validité du modele et
donc de la partition volumique de I'image, les micro-brins sont supprimés face par face. Ainsi,
deux faces d’orientation opposées comprises entre 2 voxels 6-voisins doivent étre supprimées
simultanément. Cela correspond a la suppression de 8 micro-brins cousus par ¢, et ¢s.

La permutation ¢y est définie & partir de ¢} pour sauter les faces supprimés, en combinant
@ et ¢h. Cela revient & tourner autour des arétes pour trouver une face non supprimée. La
permutation ¢ est simplement la restriction de ¢} aux brins existants.

De maniere plus intuitive, une micro-3-carte décrit une partition en volumes d’une image 3D.
Lorsqu’une face est comprise entre 2 volumes distincts, sa suppression provoque la fusion de ces 2
volumes. Sinon, elle correspond a la simplification de 'intérieur d’un volume. Au final, dans une
micro-3-carte les volumes sont séparés par des éléments de surfaces composés de surfels collés
les uns aux autres par ¢s. Les faces d’une micro-3-carte a ce stade ne peuvent étre fusionnées
entre-elles.

4.2.3 Implantation

Le but des micro-cartes est d’encoder la topologie d’une partition d’'une image. Dans de
nombreuses applications, la taille des images dépasse 10243 voxels ce qui rend I'usage de structures
topologiques classiques impossible en pratique. Ainsi une attention particuliere est apportée a
I'implantation des micro-cartes, pour qu’elles puissent étre utilisées efficacement sur des données
réelles.

D’un point de vue pratique, les micro-brins peuvent étre représentés par des entiers. Ainsi, en
dimension 2, le brin (z,y, i) peut &tre encodé par l'entier b = (y* X 4+ x) x4+ 4 compris entre 0 et
4XY —1. Les entiers z, y et ¢ peuvent étre extrait par des combinaisons adéquates de divisions et
de masques logiques. En dimension 3, on fait intervenir z et la profondeur de 'image, de la méme
maniere. Les fonctions ¢; correspondent a de simples calculs arithmétiques. Elles sont traduites
pour étre exécutées directement sur la représentation entiére ou définies plus simplement sur les
triplets. L’usage de I'une ou I'autre version dépend des algorithmes et de leurs besoins en termes
d’acceés mémoire.
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Le prédicat existe peut simplement étre stocké dans un tableau de booléens. Cependant
lorsque des algorithmes géométriques doivent étre exécutés sur ce type de structures, ce qui est le
cas dans nos travaux, il faut étre capable d’associer des informations de plongement (coordonnées,
courbures, labels, etc.) aux micro-brins. En dimension 2, cela ne pose pas de probléme, il suffit
d’allouer pour chaque plongement un tableau de taille 4XY. Chaque micro-brin, supprimé ou
non, aura une entrée dans ce tableau.

En dimension 3 par contre, la taille des données interdit une implantation aussi simple et
seuls les plongements des micro-brins existants doivent étre alloués et stockés. C’est le principal
but de l'introduction des micro-cartes. Les informations de plongement peuvent étre portées par
les voxels, les sommets de la carte, les faces ou les arétes. En pratique, les plus gros besoins
concernent les voxels.

Pour le plongement des voxels, les brins sont regroupés par 24 (les 24 brins ayant les mémes
coordonnées et des positions différentes). Le tableau stockant le prédicat existe est remplacé par
un tableau de pointeur vers le plongement de voxel. Si les 24 brins sont supprimés, ce qui est vrai
dans la majorité des cas, ce pointeur est laissé a la valeur nulle. Sinon, le plongement est alloué et
contient les 24 booléens des micro-brins concernés. Lorsque les espaces vides sont importants, ce
tableau peut-étre remplacé par un octree dont les feuilles contiennent les plongements des brins
des voxels existants.

Les autres plongements nécessitent des acceés moins fréquents et peuvent donc étre stockés
dans une table associative utilisant 1’entier codant le micro-brin comme clé. Si les besoins de
I’application visée le nécessitent, la méme technique que pour les plongements de voxels peut-étre
utilisée. Nous n’irons pas plus loin concernant les détails d’implantation. Le but était simplement
de montrer que I’on est capable de gérer et stocker des plongements variés et complets pour des
images volumiques de tres grande taille.

Pour terminer, considérons les temps d’acces aux informations topologiques. On pourrait
considérer que la simplicité des opérations de simplifications autorisées limite trop notre modele.
Cela serait le cas si I’on souhaitait en faire un outil de modélisation ou d’analyse multirésolution.
Les travaux sur les pyramides de cartes déja mentionnés, on d’ailleurs proposés des outils tres
puissant pour cela. L’intérét principal de notre approche est que les parcours topologiques restent
localement exécutables en temps constant. Précisément, les relations topologiques devant étre
calculées a la volée, c’est-a-dire ¢; en dimension 2 et ¢ en dimension 3, nécessitent dans le pire
des cas de parcourir 4 micro-brins. Cela nous permet de parcourir les surfaces de contact entre
les régions de 'image de maniére optimale et garantit donc la performance, en terme de temps
de calcul, des algorithmes de reconstruction décrits dans les sections suivantes.

Les micro-cartes de dimension 2 ont été présentées par souci de pédagogique. Dans la suite
seule des images 3D et donc des micro-cartes de dimension 3 sont considérées. Certaines figures
seront tout de méme présentées en dimension 2 quand cela permet rendre les schémas plus lisibles.
Nous appelons micro-modéle les objets géométriques dont la topologie est décrite par une micro-
carte. Pour éviter les ambiguités, nous appelons micro-sommet et micro-aréte, les sommets et
arétes du micro-modele (ou de la micro-carte) pour les distinguer des sommets et arétes du
maillage généré.

4.3 Reconstruction surfacique

Nous présentons dans cette section un algorithme de reconstruction permettant de mailler
la surface de régions issues d’une segmentation d’image 3D. Dans cette version l'intérieur des
régions n’est pas maillé, mais le résultat est bien une 3-carte pour assurer la compatibilité des
maillages au niveau des jonctions.



59 Chapitre 4. Reconstruction

4.3.1 Extraction du micro-modele depuis une image

La premiere étape de la reconstruction consiste a extraire le micro-modele de I'image segmen-
tée. Au départ chaque pixel ou voxel s’est vu attribué un label correspondant a une structure
anatomique. Si on considére une micro-carte complete plaquée sur 'image, alors I'extraction
consiste simplement & supprimer les micro-brins situés entre deux pixels (en 2D) ou voxels (en
3D) de méme label. Cela revient & fusionner les faces ou volumes appartenant & une méme struc-
ture. Notons qu’avec cette approche seule la 4-connectivité en 2D et la 6-connectivité en 3D sont
considérées, les autres connectivités n’ayant d’ailleurs pas de sens pour des images multi-labels.

D’un point de vue pratique, notre micro-modeéle est construit dans I'autre sens, pour éviter
des traitements inutiles. Nous partons d’une micro-carte ou tous les brins sont marqués comme
étant non existants. Ensuite, un simple parcours de 'image permet de trouver les brins situés a la
frontiere des structures anatomiques, c’est-a-dire entre deux pixels ou voxels de labels différents.
Ces brins sont marqués comme ezistants et leurs plongements sont alloués a la volée.
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FIGURE 4.2 — Un micro-modeéle 2D : (& gauche) I'image de départ ; (& droite) les frontiéres des 4
objets présents. Les sommets soulignés correspondent aux 0-jonctions. Ils séparent le bord en 7
courbes correspondant aux 1-jonctions.

La gestion des inclusions, comme dans le cas des région C' et D de la figure 4.2, dépend des
applications. Les bords de ces régions peuvent simplement étre maillés séparément, I'information
d’inclusion étant calculée par ailleurs. C’est le comportement par défaut de notre algorithme. En
cas de besoin, des éléments de maillage reliant les différentes composantes connexes peuvent étre
créés. Pour cela, une courbe (ou une surface en 3D) peut étre dessinée sur 'image en marquant
comme existant certains brins qui aurait dii étre supprimés. Les ponts ainsi créés sont maillés en
méme temps que les bords par notre algorithme sans traitement supplémentaire.

FI1GURE 4.3 — Un micro-modéle montrant un foie en rouge, un rein droit en bleu clair et une
vésicule biliaire en violet. L’intérieur des objets est creux.
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FIGURE 4.4 — Les 1-jonctions entre structures anatomiques (en vert) et une vue détaillée et mise
a plat des 1-jonctions entre le foie et le rein (& droite).

En dimension 3, les zones du micro-modele a mailler correspondent aux 2-jonctions. Comme
on le voit dans la figure 4.3, ces zones forment des morceaux de surfaces séparées par des courbes
discretes. Les 1-jonctions, représentées en vert figure 4.4, sont les zones de contact entre plus de
deux objets. Elles forment un ensemble de courbes séparant les 2-jonctions. Leur topologie est
celle d'un 1-complexe cellulaire que nous appelons le complexe séparateur. Celui-ci est composé
de plusieurs cycles de micro-brins. Les plus petits cycles comme dans I’exemple de la figure 4.4
sont clairement dus au bruit et disparaissent naturellement par la suite.

4.3.2 Principe général de la méthode

Notre but est de mailler les surfaces correspondant aux 2-jonctions, de maniére & ce que
leurs bords coincident le long du complexe séparateur, comme cela est montré dans la figure 4.5.
L’idée est de dessiner sur ces surfaces un diagramme de Voronoi discret, avant d’en obtenir une
triangulation de Delaunay. Les sommets de cette triangulation seront les centres des régions de
Voronoi construites.

Rappelons que le diagramme de Voronoi est un partitionnement en régions tel que la région
associée a un sommet, contient les points plus proches de ce sommet que de tout autre. Le calcul
du diagramme de Voronoi peut étre effectué de fagon exacte par la géométrie algorithmique [7],
ou de fagon approchée avec une image ou carte de distance [18]. C’est cette derniére approche
que nous exploitons ici.

Deux objets adjacents Régions de Voronoi Surfaces cohérentes

s==
s.wgg
sy

FIGURE 4.5 — Trois étapes du maillage de deux objets adjacents.

Pour obtenir ces régions, nous placons sur les surfaces a mailler un ensemble de graines autour
desquelles nous faisons croitre des disques topologiques. Ces croissances paralléles se poursuivent
jusqu’a ce que ’ensemble du micro-modele soit recouvert. Par construction, les sommets d’une
région sont plus proches de la graine dont leur région est issue que des graines des régions
voisines. A la fin, une aréte de Delaunay est crée entre chaque couple de graines dont les régions
sont adjacentes, les graines formant alors les sommets de cette triangulation.

Notons ici que le micro-modele initial est déja une 3-carte combinatoire. Les algorithmes qui
suivent sont, pour ’essentiel, basés sur des parcours de morceaux de surfaces. Ceux-ci s’expriment
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donc comme le suivi des relations topologiques @1 et ¢9, la relation ¢3 permettant de passer
au volume adjacent. Les méthodes travaillant directement sur les données discretes doivent en
permanence, lors de tels parcours, considérer les labels des voxels traversés et leur connexité.
Cela les rend peu lisibles et difficiles a contréler. Notre approche garantit la topologie de maniere
globale et bénéficie des le départ de efficacité des parcours dans les modeles ordonnés.

4.3.3 Qualité géométrique de la discrétisation

La sélection des graines est une étape cruciale de I’algorithme. Leurs positions et leur distribu-
tion influencent grandement la qualité des approximations géométriques obtenues. Pour obtenir
une triangulation réguliere des objets, nous fixons, entre deux graines, une distance minimale
qui assure leur distribution uniforme sur la surface du micro-modeéle. Ainsi lorsqu’une graine est
placée sur un micro-sommet s, nous interdisons le placement d’une autre graine dans un voisinage
de rayon r autour de s, en marquant les micro-brins concernés. Ce rayon impose une distance
minimale entre deux graines et donc la longueur minimale des arétes du résultat.

Pour évaluer ces rayons, une distance euclidienne n’est pas adaptée ici. Nous utilisons une
distance géodésique anisotrope définie entre deux micro-sommets comme étant la longueur du
plus petit chemin de micro-arétes pondérées par les facteurs d’anisotropie de I'image (la taille
des voxels). Cette distance peut étre calculée sur une courbe discréte, en suivant les 1-jonctions,
ou sur la surface du micro-modele. Elle permet de conserver des détails fins en n’interdisant pas
de placer des graines sur des micro-sommets proches, en terme de distance euclidienne, mais
placés sur des replis différents de la surface. En pratique, cette distance n’est jamais calculée
point a point car cela nécessiterait la recherche d’un chemin minimal ce qui est relativement
coliteux. Elle est évaluée de maniere incrémentale lors de la traversée des éléments de surface qui
sont implantés par des parcours en largueur autour des micro-sommets.

L’ordre utilisé pour placer les graines est également important. Une distribution non ordonnée
ou aléatoire des graines risque de gommer des détails de la surface et de lisser les bords. Pour
éviter cela, les graines sont placées en priorité aux endroits de forte courbure ce qui assure la
présence des détails correspondants dans le résultat. La méthode pour calculer la courbure est
indifférente. Notons cependant qu’il s’agit ici d’une courbure discréte et que son évaluation doit
prendre en compte un voisinage du sommet dont la taille peut éventuellement étre liée a r.

4.3.4 Qualité et cohérence de la topologie

A ces considérations géométriques s’ajoute le fait que les maillages obtenus doivent coincider
au niveau du complexe séparateur. Cela introduit plusieurs contraintes dans la triangulation de
Delaunay en construction. D’une part, les courbes discrétes formant les 1-jonctions doivent étre
maillées par des lignes polygonales continues. D’autre part, les maillages des éléments de surface
doivent s’appuyer de maniere cohérente sur ces lignes polygonales. Pour garantir cela, trois regles
simples, concernant le placement des graines et la croissance des régions, sont nécessaires.

Il faut premierement s’assurer que deux graines consécutives placées sur une 1-jonction pro-
duisent toujours une aréte de Delaunay. Cela nécessite qu’elles appartiennent a deux régions de
Voronoi adjacentes. 11 suffit pour cela d’interdire qu’'une région de Voronoi traverse une 1-jonction,
sauf quand elle est elle-méme issue d’une graine placé sur cette 1-jonction.

Deuxiemement, les 1-jonctions forment des courbes qui se rencontrent en des points singuliers
ou 0-jonctions. Les lignes polygonales qui les discrétisent doivent faire de méme. Une graine est
systématiquement placée sur chaque O-jonction ce qui impose la présence d’un sommet de Delau-
nay a cet endroit. Notons ici que cette contrainte topologique prend le pas sur les considérations
géométriques décrites plus haut. Ainsi deux graines peuvent étre placées a une distance inférieure
au rayon r si les O-jonctions les portant sont proches.

Troisiemement, une 1-jonction est formée de micro-brins adjacents & 3 volumes ou plus et
donc adjacente & au moins 3 surfaces. A cet endroit, nous avons donc des arétes non variétés.
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FIGURE 4.6 — Régions de Voronoi étendue le long du 1-complexe séparateur : (& gauche) les
régions de Voronoi et la triangulation obtenue; (& droite) les disques topologiques dans les trois
volumes adjacents.

Ainsi le micro-maillage n’est localement pas une surface (ce qui est normal pour une 3-carte).
La notion de région de Voronoi, définie auparavant comme un disque topologique autour d’une
graine, doit étre étendue de maniere suivante. Une région de Voronoi autour d’une 1-jonction
est I'union des disques de Voronoi définis sur la surface des volumes incidents a cette 1-jonction.
Naturellement ces disques correspondent deux a deux autour de brins cousus par ¢z, comme
illustré figure 4.6.

4.3.5 Approximation discrete des régions de Voronoi

La génération des régions de Voronoi utilise les principes suivants. Chaque nouvelle graine se
voit attribuer une couleur distincte. Une région de Voronoi est coloriée sur la surface autour de la
graine dont elle est issue. Les brins de volumes adjacents, cousus par ¢3 sont systématiquement
coloriés en méme temps, pour que les régions soient compatibles sur toutes les surfaces. Durant
cette croissance la distance a la graine de départ est évaluée de maniere incrémentale et stockée
dans chaque micro-sommet parcouru. Lors de sa croissance, une région progresse sur les micro-
sommets non coloriés et sur les sommets déja coloriés dont la distance stockée est plus grande
que la distance a la graine courante, en cours de calcul. Les régions se grignotent ainsi entre-elles
ce qui leur assure des tailles homogenes. Cette croissance ne traverse jamais de 1-jonctions pour
assurer que les régions forment bien des morceaux de surfaces.
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FIGURE 4.7 — Croissance de régions discretes : la ligne en gras représente une portion du 1-
complexe séparateur. De gauche a droite, le micro-modele initial et la premieére croissance a
partir d’'une graine, le long de la 1-jonction; la croissance de région a partir de cette graine et
celle de la seconde grain; la croissance de région a partir de cette graine, bloquée au niveau de
la 1-jonction ; enfin, le résultat final de la croissance de toutes les graines.

Pour assurer le placement correct des graines et obtenir des régions de Voronoi vérifiant immé-
diatement les contraintes énoncées plus haut, nous utilisons ’algorithme suivant pour les placer.
Dans un premier temps, une graine est placée sur chaque 0-jonction et des régions immédiatement
coloriées autour de celles-ci. Dans une seconde phase, les micro-sommets des 1-jonctions sont triés
par courbures décroissantes. Lorsqu’une graine est placée sur une 1-jonction, la croissance de ré-
gion est d’abord effectuée sur la courbe correspondante. Ensuite la croissance s’opére sur les
surfaces incidentes avec l'algorithme énoncé ci-dessus et donc sans repasser par cette 1-jonction.
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Enfin, les graines sont placées sur les surfaces restantes, encore par courbures décroissantes.

L’algorithme est illustré en dimension 2 figure 4.7. Le résultat est une approximation dun
diagramme de Voronoi défini sur ’ensemble des surfaces des structures anatomiques modélisées.
Les régions de Voronoi correspondent exactement sur les volumes adjacents. Ce diagramme est
contraint au niveau des 1-jonctions de telle sorte que la triangulation de Delaunay de chaque
surface s’appuie sur des arétes communes portées par les 1-jonctions. Un exemple de diagramme
obtenu est montré figure 4.8.

FIGURE 4.8 — Approximation discrete des régions de Voronoi sur le micro-modele de la figure 4.3.

4.3.6 Extraction du graphe de Voronoi

L’étape suivante de la méthode de reconstruction est ’extraction du graphe de Voronoi, a
partir du diagramme discret. Rappelons que les arétes de Voronoi séparent deux régions adja-
centes. Etant donnée la nature discrete des régions manipulées, ces arétes sont ici des courbes
discretes. Les sommets du graphe de Voronoi correspondent aux lieux ou les arétes de Voronoi
se touchent.

Le diagramme de Voronoi est formé de micro-faces dont les quatre micro-sommets portent les
couleurs de leur région. Elles peuvent étre classifiées ainsi : une micro-face dont les 4 sommets
possédent la méme couleur appartient a I'intérieur d’une région du graphe de Voronoi ; une micro-
face dont les 4 sommets ont exactement 2 couleurs correspond a une aréte du graphe de Voronof ;
une micro-face dont les 4 sommets ont 3 ou 4 couleurs différentes correspond a un sommet du
graphe de Voronoi.

FIGURE 4.9 — Simplification du diagramme de Voronoi : le graphe de Voronoi discret, détails
d’une aréte de Voronoi et le graphe final.

Comme nous avons utilisé le prédicat existe sur les micro-brins des arétes, pour définir les
micro-cartes, nous définissons un prédicat fusion sur les micro-arétes séparant deux micro-faces
ayant la méme classification. Ainsi, fusion(b) est vrai si les deux micro-faces adjacentes au
brin b appartiennent a la méme région ou aréte du graphe de Voronoi. Avec ce prédicat, nous
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définissons une nouvelle partition implicite sur les surfaces, représentée figure 4.9. Elle correspond
a la simplification du diagramme de Voronoi discret et forme un graphe de Voronoi discret dont
les arétes sont des courbes discretes. Un simple parcours de ce graphe permet d’extraire le graphe
de Voronoi continu recherché.

4.3.7 Triangulation de Delaunay

La derniere étape de la reconstruction consiste a construire le maillage par dualité a partir
du graphe de Voronoi. Ce modele est une 3-variété topologique dans laquelle chaque volume cor-
respond a un objet. Le bord de ces volumes qui sont des 2-variétés combinatoires, correspondent
aux surfaces a mailler. Un exemple de cette construction est donné sur la figure 4.10, sur un petit
bout de surface. Notons que les graines placées en priorité sur les 1-jonctions sont correctement
connectés par des arétes de la triangulation duale. Ces arétes, dessinées en rouge, maillent le
1-complexe séparateur et assurent la qualité géométrique des interfaces entre objets.

FIGURE 4.10 — Triangulation de Delaunay finale : a gauche, le dual du graphe de Voronoi et, a
droite, le maillage de la 1-jonction.

Le dual géométrique du graphe de Voronoi est connu comme la triangulation de Delaunay,
mais ce dual est défini usuellement sur une surface. Le passage au dual dans la 3-carte ne donnerait
absolument pas le résultat escompté. En fait, le graphe volumique obtenu précédemment est
constitué d’un ensemble de graphes surfaciques collés entre eux au niveau des 2-jonctions qui ont
des sommets, arétes et faces communs.
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FIGURE 4.11 — Maillage obtenu a partir du micro-modele de la figure 4.4 avec un rayon de
résolution r = 15. Le 1-complexe séparateur est surligné en vert.

Pour obtenir le maillage de Delaunay, nous prenons le graphe surfacique dual dans chaque
objet. Une derniére étape recolle ces morceaux pour obtenir le maillage volumique final. En pra-
tique le recollage est immédiat car les paires de cellules communes sont connues avant le passage
au dual. Ce passage au dual dans chaque composante volumique fonctionne uniquement parce
que nous nous sommes assuré que seules des régions, deux a deux adjacentes, étaient présentes
au niveau des 1-jonctions. Ainsi dans chaque volume, les cellules traversant les 1-jonctions sont



65 Chapitre 4. Reconstruction

des faces et des arétes. Le passage au dual les transforment en sommets correctement reliés par
des arétes. La figure 4.11 montre le maillage volumique obtenu a partir du micro-modele du foie,
du rein et de la vésicule biliaire de la figure 4.3.

4.3.8 Expérimentation

L’algorithme de reconstruction multi-objets que nous avons présenté ici a été implanté sur la
plateforme de modélisation a base topologique développée dans notre équipe. Nous avons testé
cet algorithme sur différents types d’images médicales segmentées.

FIGURE 4.12 — Maillage des 8 segments anatomiques du foie et leurs interfaces internes.
La figure 4.12 montre, par exemple, le modéle reconstruit a partir d’un foie découpé en ses
huit segments anatomiques et les interfaces entres ces segments. Un autre exemple est montré

sur la figure 4.14(a) ou plus de 20 structures anatomiques ont été reconstruites simultanément a
partir d’'une image segmentée de ’abdomen.
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FIGURE 4.13 — Aspect ratio du foie, du rein et de la vésicule biliaire de la figure 4.11.
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Pour évaluer la qualité géométrique des maillages obtenus, nous avons calculé ’aspect ratio
o des triangles. Pour un triangle 7, o(7) est le rapport entre sa plus petite et sa plus grande
aréte. Il est proche de 1 pour des triangles réguliers et vaut 1 pour les triangles équilatéraux. La
figure 4.13 montre que la majorité des triangles des maillages du foie, du rein et de la vésicule
biliaire de la figure 4.11 présente un aspect ratio supérieur a 0.5. Cela montre que notre méthode
construit des maillages de trés bonne qualité.

4.3.9 Adaptabilité

Nous avons présenté une version uniforme de la reconstruction. Le rayon discret des régions
de Voronoi construites au départ est le méme partout. Or ce rayon n’intervient dans l’algorithme
que pour marquer les micro-brins qui ne peuvent plus étre choisis comme sommet du maillage.
Ce n’est donc pas un parametre global de la méthode.

Une extension tres simple consiste a utiliser un rayon différent pour chaque région. La valeur
de ce rayon peut étre donnée par la nature de l'objet auquel appartient le pointel ou par la
courbure locale. Le premier choix permet d’obtenir des maillages plus ou moins fins, mais encore
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(a) Maillage des structures anatomiques (b) Maillage adaptatif du foie.
de I’abdomen.

FIGURE 4.14 — Exemples de maillages.

compatibles, des différents organes. Par exemple un maillage grossier pour le foie et un maillage
plus fins pour la trachée. Le second choix permet d’obtenir un maillage dont la taille des triangles
s’adapte a la courbure locale des objets. Ces deux extensions peuvent bien siir étre combinées.
Pour obtenir ’exemple représenté sur la figure 4.14(b), nous avons adapté la distribution des
graines & la courbure locale.

4.4 Reconstruction volumique

La génération de maillages volumiques utilise une méthode similaire, plus simple par certains
aspects. Elle consiste & construire un diagramme de Voronoi volumique discret contraint par les
bords des structures anatomiques, c’est-a-dire tel qu'une région de Voronoi ne contienne que des
voxels d’un méme label. L’algorithme qui n’a pas encore été publié, méme si son développement
est achevé, est simplement esquissé dans la présente section.

L’algorithme commence directement sur le micro-modele défini par I'image segmentée, sans
fusionner les régions ayant le méme label, c’est-a-dire en conservant tous les voxels internes aux
régions & mailler. Les voxels extérieurs ou ceux qui n’appartiennent pas aux régions d’intérét
sont fusionnés pour former une grande région non maillée, éventuellement non connexe.

Les régions de Voronoi sont obtenues en faisant croitre des spheres de rayon r autour des
graines sélectionnées. Les zones de contact entre ces spheres discretes forment par la suite le
graphe de Voronoi volumique. Le choix des graines est similaire au cas surfacique. Nous com-
mencons par placer des graines aux 0-jonctions. Puis le long des 1-jonctions, en s’assurant qu’elles
sont & nouveau complétement couvertes par des régions adjacentes.

Viennent ensuite les 2-jonctions. Pour que le maillage dual corresponde a ce que 1’on souhaite,
nous ajoutons une contrainte a la croissance des régions volumiques. Celles-ci ne peuvent passer
au travers de 2-jonctions. Une croissance surfacique est donc réalisée d’abord, pour interdire la
présence de sommets de Voronoi au niveau des interfaces entre objets. Ces sommets se transfor-
meraient en volumes dans le graphe dual ce qui ne serait pas compatible avec les frontiéres entre
objets. Finalement, les intérieurs des volumes sont remplis de spheres discrétes qui achevent le
placement des graines.

Apres la croissance de toutes les régions, nous obtenons une partition colorée des voxels de
17image, compatible avec les toutes les jonctions. Les voxels sont également classifiés en fonction
de la couleur de leurs micro-sommets. Si un voxel posséde 8 sommets de la méme couleur, alors
il est a l'intérieur d’une région de Voronoi. Si ses sommets possédent exactement deux couleurs,
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alors le voxel appartient a une face du graphe de Voronoi. Les autres voxels appartiennent aux
arétes ou sommets de ce graphe discret. Les arétes sont détectées car elles forment des suites de
voxels partageant les mémes couleurs, car incidentes aux mémes faces.

Les arétes du graphe de Voronoi discret sont des courbes discrétes. Les faces sont des sur-
faces discrétes d’épaisseur 1. Pour extraire, le graphe continu, il suffit de parcourir les bords de
ces faces. Le nombre d’arétes discretes rencontrées permet de créer des polygones topologiques
correspondants. L’ordre des faces autour des arétes permet de coudre ces polygones ensemble
autour de leurs arétes. Au final, on obtient une 3-carte modélisant le graphe de Voronoi.

Une attention particuliere doit étre accordée aux régions non maillées. Comme leur voxels ont
été fusionnés, elles ne contiennent ni arétes, ni faces. Elles formeront a la fin le bord de la 3-carte.
Lors du passage au dual, elles seront transformées en des sommets de valences tres élevées qui
doivent étre supprimés. Comme pour les surfaces, les régions obtenues au final ne sont pas toutes
des tétraedres, les sommets cosphériques étant fréquents avec des distances discrétes. Le maillage
polyédrique obtenu peut étre subdivisé, sans trop difficulté, au besoin.

FIGURE 4.15 — Régions du diagramme de Voronoi volumique discret.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la génération simultanée de maillages surfaciques ou
volumiques d’objets discrets imbriqués, compatibles entre eux au niveau des zones de contact
de ces objets. Basée sur la génération de diagrammes de Voronoi contraints, 'approche discrete
présentée est trés robuste. Elle s’étend facilement pour obtenir des maillages dont la taille des
mailles s’adaptent a la courbure ou a la nature des objets présents.

L’utilisation d’une structure topologique sous-jacente, les micro-3-cartes, permet d’assurer la
validité topologique des graphes, et maillages obtenus a toutes les étapes de I’algorithme.

La structure topologique utilisée est définie a différents niveaux hiérarchiques par 'emploi de
prédicats encodant de maniére implicite une simplification du maillage du niveau inférieur. Cette
technique n’est pas liée & la nature discrete des micro-cartes et pourrait s’étendre avec profit, a
d’autres algorithmes de simplification de graphes.
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Chapitre 5

Projet de recherche

Dans ce mémoire, quatre axes de recherche ont été présentés au coeur desquels les cartes
combinatoires jouent un réle majeur. Le premier axe concernait I’extension du domaine de repré-
sentation des cartes pour la modélisation d’objets généraux, dits non variété. Ces derniers sont
décomposés en morceaux de variétés, de dimensions éventuellement distinctes, assemblées autour
de sommets singuliers. Le second axe de recherche portait sur une extension multirésolution des
cartes de dimension 2, sur leur plongement sur des surfaces de subdivision et sur leur utilisation
pour l'encodage de maillages progressifs. Pour ces deux extensions, nous avons montré que les
modeles obtenus étaient compacts et héritaient naturellement de lefficacité et de la généricité
des cartes.

Les troisieme et quatrieme axes de recherche concernaient 1'utilisation de ces structures com-
binatoires dans des problemes d’algorithmique géométrique. Le partitionnement de ’espace en
cellules convexes et sa décomposition implicite en tétraedres orientés nous ont permis de revi-
siter le probleme de la détection de collisions. Nous avons proposé une approche nouvelle & un
probleme trés largement étudié, en obtenant des résultats offrant des perspectives nombreuses.
Enfin, les derniers travaux ont montré 'intérét de structures topologiques fortement contraintes
pour la reconstruction ou la simplification de maillages surfaciques et volumiques, en apportant
des garanties sur la cohérence des modeéles obtenus.

Ces quatre themes se retrouvent étroitement liés dans le projet de recherche que je présente
ci-dessous, mélant la spécification, I’étude théorique et 'implantation concrete de structures
combinatoires adaptées et spécialisées pour la modélisation, la simulation et le traitement de la
géométrie.

De plus en plus d’applications dans ces domaines nécessitent de travailler simultanément
avec plusieurs représentations d’'un méme objet. Celles-ci peuvent correspondre a différentes
échelles de visualisation d’une scéne ou a différents niveaux de détails d’'un méme objet pour
I’édition multirésolution. Elles peuvent aussi correspondre a des modeles de natures différentes
répondant a des besoins applicatifs particuliers. Par exemple, en simulation physique, il n’est
pas rare d’utiliser un maillage volumique grossier pour les simulations physiques, auquel un
maillage surfacique plus fin est associé pour un rendu réaliste. L’utilisation de représentation
multi-échelle est également fréquente dans le domaine de la segmentation d’images, pour la
compression, le filtrage ou la simplification de maillages. Enfin de nombreux algorithmes font
appel a des structures hiérarchiques pour accélérer les traitements, comme par exemple le lancer
de rayon ou la détection de collisions.

Une des difficultés majeures, et & mon sens pas encore suffisamment étudiée, est de com-
prendre et de traiter correctement les problémes de communication et de collaboration entre les
multiples représentations d’une méme réalité. Le coeur de mon projet de recherche est d’aborder
ces problémes en proposant et en étudiant des modeles combinatoires multi-échelles permettant
d’englober dans une structure topologique uniforme des maillages de natures, de résolutions ou
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de dimensions différentes.

Il s’agira de développer des opérateurs topologiques multi-échelles pour gérer de maniére
cohérente et controlée les interdépendances entre ces représentations. Suivant les applications, ces
opérateurs devront permettre de construire de telles hiérarchies, de les manipuler, d’y appliquer
des découpes, des simplifications, des raffinements ou d’y faire des requétes géométriques. Il
faudra pouvoir exhiber des propriétés formelles permettant une analyse fine des propriétés de ces
modeles et opérateurs, comme c’est historiquement 1'usage dans notre équipe.

Avant de pouvoir utiliser ces modeles dans des applications concretes, il faudra conduire
des études précises concernant les cofits en temps et en mémoire des structures et opérateurs
proposés. Il faudra aussi s’attacher a développer des librairies logicielles adaptées a différents
cadres applicatifs pour assurer la diffusion de nos travaux a ’ensemble de la communauté.

De nombreux projets du LSIIT tournent autour du theme fédérateur de 'imagerie et de la
robotique médicale et plus précisément, en ce qui concerne I’équipe IGG et moi-méme, autour de
la modélisation et de la reconstruction d’objets acquis numériquement et autour de I'utilisation
des modeles obtenus pour la visualisation et la simulation d’opérations chirurgicales. C’est donc
naturellement que je proposerais des applications et des collaborations dans ce domaine.

Mon programme de recherche, « structures combinatoires pour la modélisation, I’animation
et le traitement de la géométrie », s’articule autour de plusieurs axes ayant des perspectives a
plus ou moins long termes que je vais détailler ci-dessous.

5.1 DMaillages volumiques multirésolutions

L’expérience avec les cartes multirésolutions et les surfaces de subdivisions, nous a montré
qu’il était possible de définir des opérations mettant en jeu la géométrie et la topologie a différents
niveaux de résolution. A court et moyen terme, je souhaite développer, en suivant ce principe,
des modeles volumiques multirésolutions. Ces travaux commencent cette année déja avec la
these de Lionel Untereiner que j’encadre avec Dominique Bechmann. Nos voulons proposer des
opérateurs topologiques et géométriques permettant de travailler sur des maillages tétraédriques,
hexaédriques, puis quelconques avec une approche multi-échelle.

Dans un premier temps il s’agira de proposer et d’étudier un panel complet d’opérateurs de
simplification et de raffinement, a la fois topologiques et géométriques, sur de tels maillages.
Nous étudierons le colit mémoire de ces modeles combinatoires par rapport aux structures de
données utilisées usuellement et testerons les possibilités des opérateurs sur des applications
représentatives du domaine.

La premiere application concerne ’encodage de maillages progressifs volumiques, dans une
structure réellement multirésolution. Les opérateurs de contractions sont plus nombreux que
dans le cas des surfaces et les contraintes de dégénérescence plus délicates a écrire et gérer.
La généricité des cartes devrait nous permettre de proposer des schémas de simplification, plus
robustes et d’y méler des phases d’optimisations permettant de maintenir la qualité géométrique
des maillages. Ainsi, des flips de tétraédres modifiant localement la connectivité du maillage sans
changer la géométrie des sommets, pourraient étre combinés aux fusions d’arétes, de triangles ou
de tétraedres.

L’approche inverse consiste a générer de nouveaux niveaux de résolution en appliquant des
schémas de subdivisions a ces maillages volumiques. Nous chercherons a étendre et généraliser les
schémas classiques, comme pour les 2-cartes. Dans ce cadre, deux types d’applications peuvent
étre visées.

La premiére concerne le lissage topologique et géométrique du bord de maillages volumiques
grossiers. Souvent ce type de maillages est utilisé pour la simulation physique interactive. Pour
obtenir un rendu correct, des surfaces leur sont souvent associées, les liens entre les deux maillages
étant souvent définis de maniere empirique. En subdivisant le bord du maillage volumique, et en le
remplissant de volumes de plus en plus fins, sa frontiére tendrait vers une surface de subdivision
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lisse et naturellement liée au maillage initial. Une approche adaptative, ajustant le niveau de
subdivision a la courbure ou au point de vue, permettrais d’obtenir un rendu lisse sans dégrader
les performances de la simulation.

La gestion de la connectivité est un point tout aussi important dans ce genre de simulations.
Lors de la découpe de I'objet simulé, la surface qui lui est associée doit étre découpée également
et les différentes surfaces obtenues recollés aux volumes découpés. Ce probleme difficile n’est
absolument pas résolu dans les systemes de simulation courants. Les schémas de subdivision
proposés le résoudront automatiquement, la connectivité globale des composantes d’une carte
étant implicitement définie par les relations topologiques locales.

Les autres applications envisagées pour les maillages volumiques multirésolutions se situent
a plus long terme. Elles concernent la subdivision adaptative des volumes pour que les maillages
obtenus s’adaptent & un champ de potentiel, une mesure de densité ou a d’autres données volu-
miques. Ainsi, il serait possible de générer des maillages volumiques adaptés a la discrétisation
polyédrique de données volumiques. Des criteres de qualité d’une telle construction devront
étre proposés et comparés avec les travaux existants. De tels modeéles pourraient nous permettre
d’aborder I’analyse multirésolution de données volumiques, avec des perspectives dans le domaine
de la compression de données ou pour l'optimisation de maillages dans le cadre de simulations
numériques.

Parallélement a ces considérations, 'implantation de maillages volumiques progressifs réel-
lement multirésolutions seraient également tres utiles pour améliorer ou généraliser différentes
méthodes d’affichage ou de rendu volumique, utilisant des niveaux de détails dépendants du point
de vue. Ces aspects pourront étre approfondis en fonction des résultats obtenus et des projets de
I’équipe.

5.2 Partitions de ’espace et hiérarchies volumiques

Des hiérarchies de volumes sont utilisées dans de nombreux travaux en géométrie algorith-
mique. Elles servent a accélérer certaines requétes géométriques dans des scénes complexes,
comme la localisation de points, I’énumération des éléments proches d’une cible, la recherche
d’intersections. C’est le cas, par exemple, dans les algorithmes de rendu par lancers de rayons ou
en détection de collisions ot il faut savoir si une droite coupe 'une des primitives de la scéne ou
s’il existe des couples de primitives sécantes.

Dans tous ces cas, la structure hiérarchique est construite, lors d’une phase de prétraitement,
puis utilisée telle quelle lors des requétes géométriques qui suivent. Un des problemes qui se
posent alors est de maintenir a jour cette structure lorsque les éléments de la scene changent.
Des méthodes existent qui permettent de gérer correctement le cas de petits déplacements. Par
contre, lors de grands déplacements ou lorsque la topologie des objets change, les solutions restent
imparfaites et cotiteuses en termes de temps de calcul.

Parfois les objets de la scene existent eux-mémes a différentes résolutions, par exemple dans
le cas de simulations temps réel ot des modeles physiques multirésolutions sont employées pour
réduire les temps de calculs. Dans ce cas, les hiérarchies englobantes sont usuellement construites
sur un seul de ces niveaux et souvent le plus détaillé. Il serait souhaitable qu’une hiérarchie
de volumes englobant soit compatible et en cohérence avec les niveaux de détails des objets
manipulés.

Ces problématiques forment un ensemble de perspectives que je veux poursuivre a plus longs
termes. Proposer et construire des hiérarchies volumiques capables de s’adapter aux changements
de leurs contenus et a des contenus multi-échelles est un objectif difficile qui pourra étre décliné
en de nombreux projets.

L’expérience en détection de collision menée durant la thése de Thomas Jund a démontré que
I’on pouvait suivre les déplacements d’un maillage au sein d’une partition volumique de ’espace.
Cette partition n’avait qu’un niveau de résolution, mais supportait déja les déformations et
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les changements topologiques. Ces travaux pourraient se poursuivre en utilisant des 3-cartes
multirésolutions pour partitionner 1’espace.

Lors du suivi des particules, celles-ci peuvent s’enregistrer dans la cellule ou elles se trouvent,
pour permettre a chaque cellule de maintenir la liste des objets qu’elle contient. En subdivisant
les volumes dynamiquement, il serait ainsi possible de limiter le nombre d’objets présents dans
chaque cellule. Une telle approche permettrait la gestion des collisions entre objets distincts dans
des sceénes denses et autoriserait également la détection des auto-collisions, importantes dans le
cas d’objets déformables.

En allant plus loin, une partition multirésolution collant naturellement a la géométrie d’une
scéne permettrait le développement d’algorithmes adaptatifs pour toutes les requétes géomé-
triques citées précédemment. L’adaptation peut étre vu comme un moyen de réduire le nombre
de cas a examiner, mais également, pour des applications en temps réel, servir a moduler la pré-
cision des réponses (en descendant plus ou moins loin dans la hiérarchie) en fonction du temps
imparti au calcul.

Plus généralement, la finalité de cet axe de recherche sera, a long terme, de comprendre
comment et a quelles conditions il est possible de maintenir une cohérence topologique entre des
éléments de natures différentes, au sein méme d’une hiérarchie.

5.3 Opérateurs multi-échelles et cohérence topologique

Ce troisieme point concerne des projets a long, voire treés long terme, dans le domaine de
la modélisation. Les modeles multi-échelles que nous cherchons a construire pourront comporter
des données volumiques, surfaciques ou d’autres natures, définies a différents niveaux de détails.
Quelle que soit la nature de ces maillages (hiérarchie de volumes englobant, volumes ou surfaces
de subdivisions, maillages progressifs, etc.), on doit s’interroger sur les opérateurs topologiques
que l'on pourra ou voudra leur appliquer.

Une des questions que nous nous posons est de savoir comment des transformations topo-
logiques effectuées a un niveau de détail donné, peuvent se transmettre a d’autres niveaux, et
combien de niveaux de la hiérarchie seront touchés ou autrement dit jusqu’a quelle profondeur
la transformation doit étre appliquée.

Quelques exemples peuvent illustrer ce propos. Supposons qu'un volume de la hiérarchie
doive étre subdivisé ainsi que I'une de ses faces. L’opérateur correspondant peut propager cette
subdivision aux faces voisines et éventuellement aux volumes adjacents du méme niveau de
détails. Mais cet opérateur devra également propager cette subdivision aux niveaux de détails
plus fins afin qu’ils restent compatibles avec la nouvelle subdivision. Durant cette propagation
des changements topologiques peuvent intervenir dans les niveaux plus fins qui devront a leur
tour étre propagés a leur voisinage dans leur niveau de résolution et aux niveaux inférieurs.
A Topposé de la chaine, les nouveaux volumes créés par la subdivision initiale doivent étre
correctement « attaché » aux éléments du niveau supérieur qui les contenaient.

Une autre piste plus ambitieuse concerne la gestion de hiérarchies multiples. Dans la définition
actuelle des cartes multirésolutions, les brins sont rangés dans une suite linéaire d’ensembles inclus
les uns dans les autres. Il est tout a fait possible de remplacer cette suite, par une arborescence
d’ensembles de brins dont les fils contiendraient tous les brins de leurs peres. Un noeud de
I’arbre correspondrait a une version du maillage a une résolution donnée, ses fils définissant alors
différentes subdivisions possibles. Il serait ainsi possible d’accéder a différentes hiérarchies issues
d’un méme maillage initial. Elles pourraient étre utilisées simultanément, en répondant a des
probléemes distincts. Elles fourniraient également la possibilité de comparer ces hiérarchies, en
vue par exemple de leur optimisation.

Les contraintes de cohérence topologique et spatiale doivent étre trés clairement énoncées
pour pouvoir étre maintenues par ce type d’opérateurs ou de hiérarchies multiples. Il y a 1a a
mon sens des perspectives importantes tant au niveau de la modélisation géométrique que du
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génie logiciel. Les structures combinatoires, comme les cartes et les extensions proposées offrent
un cadre mathématique et uniforme propice a ce type d’études. D’autre part, il faudra utiliser
une méthodologie stricte pour explorer les possibilités et les applications de ces opérateurs.
L’expérience en spécifications algébriques que j’ai acquise durant ma these, me permet de croire
que des résultats intéressants sont atteignables.

5.4 Applications médicales et simulations chirurgicales

Les applications médicales et en particulier la simulation d’opérations chirurgicales sont des
applications particulierement intéressantes pour les projets mentionnés. En effet elles imposent
des contraintes fortes sur les modeéles géométriques animés : une simulation doit étre interactive
et donc tous les traitements effectués en temps réel ; elle doit étre physiquement réaliste et donc
s’appuyer sur des modeles mécaniques précis; elle doit étre visuellement réaliste et donc avoir
une géométrie suffisamment fine, mais supportant la détection de collisions et enfin elle doit étre
spécifique & chaque patient c’est-a-dire ici reconstruite a partir de données réelles fournies par
des dispositifs d’imagerie médicale.

Méme si dans un premier temps il semble important de travailler d’un point de vue théorique
sur les modeles envisagés, les échanges que j’ai eus, avec nos partenaires, lors du projet VORTISS,
m’ont permis de proposer a la communauté une implantation de nos modeles topologiques dans
le logiciel SOFA (un environnement de développement pour la simulation physique temps réel
porté par 'INRIA). Dans la version actuelle de SOFA, les interactions entre représentations sont
gérées manuellement par l'utilisateur.

Une des principales difficultés rencontrées est la diversité en terme de structures et de dimen-
sion des représentations utilisées : des points pour placer des contraintes géométriques ou des
forces ponctuelles (interaction, systémes de particules pour les modeles meshless) ; des éléments
linéaires pour la simulation de courbes (fils de suture) ; des éléments surfaciques (masse ressort,
différences finies) ou des éléments volumiques (éléments finis, simulation de fluides).

Toutes ces représentations doivent ensuite collaborer entre-elles : la détection d’une collision
au niveau grossier, entraine ’ajout de forces au niveau mécanique, puis des changements au niveau
géométrique. Ces collaborations entre différents modeles sont déja par nature complexes, mais la
complexité augmente encore lorsqu’il s’agit de permettre des modifications dans la topologie des
maillages. Ceci est bien entendu le cas lorsque ’on souhaite simuler une opération chirurgicale
ou des tissus peuvent étre découpés ou déchirés.

Je souhaite mettre a profit les collaborations déja existantes pour nourrir ces projets théo-
riques avec des applications permettant de valider les modeles proposés tant sur le plan des
capacités opératoires, que sur celui de I'efficacité.

5.5 Plate-forme CGoGN et diffusion scientifique

Un des roles des enseignants-chercheurs est de participer a la diffusion des travaux scientifiques
qu’ils conduisent. Une part importante de cette diffusion passe bien sur par des communications
lors de congres ou par des publications en revue. Cependant, il me semble important, surtout en
informatique, de pouvoir diffuser également nos travaux sous forme de logiciels.

La plate-forme de modélisation CGoGN que je porte depuis quelques années avec Sylvain
Thery, ingénieur de recherche dans notre équipe, est un parfait support pour cela. C’est une bi-
bliotheque incluant ’ensemble des modeles, opérateurs et algorithmes développés dans 1’équipe.
C’est un outil important pour diffuser nos travaux apres de partenaires non spécialistes en mo-
délisation géométrique, ou aupres d’industriels.

La plate-forme CGoGN est en cours d’intégration avec la plate-forme SOFA ce qui assurera la
diffusion de nos modeles et approches topologiques a ’ensemble de la communauté de simulation
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ou de mécaniques.

Les travaux proposés ici seront implantés dans cette plate-forme, ainsi que les autres travaux
a venir de ’équipe. Je m’attacherai a proposer cette plate-forme a des équipes de chercheurs ou a
des entreprises partenaires afin de diffuser les connaisances qui y seront accumulées et de valider
sur des problématiques différentes les modeles et algorithmes développés.

5.6 Conclusion

Le présent programme de recherche nécessite des compétences en modélisation géométrique,
en topologie combinatoire, et plus largement en informatique graphique (animation, simulation,
acquisition et visualisation) et en mathématiques appliquées. Ces compétences existent en partie
au LSIIT & Strasbourg et dans 1’équipe IGG, mais devront également étre trouvées chez des
partenaires avec lesquels des collaborations sont en cours, ou aupres de nouveaux partenariats.
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