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Chapitre �

Introduction

Les op�rations bool�ennes � union� intersection� di��rence� etc	 � sur des objets g�om�

triques sont la base de bien des traitements en mod�lisation g�om�trique	 Elles correspondent
� l�envie de manipuler� de mani�re naturelle� des ensembles de points et sont la contrepar

tie math�matique de techniques d�usinage concr�tes � soudure� fraisage� per
age� etc	 � dont
chaque individu poss�de au moins l�intuition	 Elles ont �t� �tudi�es � de nombreuses reprises
���� ��� ��� ��� ��� ���	 Mais des probl�mes se posent toujours quant � leur d��nition pr�cise
et compl�te et quant � leur robustesse ���� ��� ��	

D�abord� les op�rations bool�ennes ont souvent �t� d��nies pour des objets dont la struc

ture topologique n��tait pas explicitement repr�sent�e� c�est
�
dire des objets uniquement
consid�r�s comme des ensembles de points� de segments ou de facettes	 Dans ces approches�
la topologie n�est introduite souvent que de mani�re ad hoc� apr�s coup et pour des raisons
de complexit� algorithmique	

Nous voulons travailler dans un cadre de mod�lisation � base topologique� o� les rela

tions d�incidence et d�adjacence entre les parties des objets sont primordiales et doivent �tre
maintenues tout au long des transformations subies par les objets	 Ces relations topologiques
facilitent les acc�s et les parcours de cellules� non seulement pour les op�rations bool�ennes�
mais dans tous les autres traitements � e�ectuer par ailleurs� notamment interactifs ����	 Une
grande partie de notre travail consiste � reconstituer une topologie correcte pour des objets
ayant subi des op�rations bool�ennes� ce qui distingue notre approche de la plupart de celles
que nous avons cit�es	

De plus� comme souvent en g�om�trie algorithmique� l�analyse� la conception et l�implanta

tion des algorithmes correspondants sont longues et di�ciles	 M�me si une solution na�ve peut
�tre d�crite en quelques mots dans le cas g�n�ral� les cas particuliers � prendre en compte et la
nature des structures de donn�es utilis�es conduisent � des programmes volumineux� di�ciles
� maintenir et dont la correction est quasiment impossible � prouver	

Ce m�moire de th�se tente d�apporter des r�ponses � certaines de ces pr�occupations�
essentiellement par l�utilisation de m�thodes formelles � tous les stades de la conception et de
l��tude des objets� des op�rations et des programmes correspondants� c�est
�
dire de l�analyse
� l�implantation	

En premier lieu� dans le domaine de la mod�lisation� nous proposons une extension des
cartes combinatoires plong�es par l�introduction de labels� pour mod�liser un ensemble d�objets
g�om�triques complexes en dimension � ou �	 Nous donnons une description math�matique�

�
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formelle et rigoureuse de ces objets� de leurs propri�t�s topologiques et g�om�triques et de leurs
contraintes d�int�grit�	 Ceci nous permet de d��nir� de mani�re tr�s g�n�rale� les op�rations
bool�ennes sur un nombre quelconque d�objets� gr�ce � la combinaison de deux puissantes
op�rations appel�es ra�nement et compl�tion des labels	

Deuxi�mement� notre travail se situe dans la continuit� des recherches men�es � Strasbourg
sur la sp�ci�cation formelle d�univers d�objets et d�op�rations g�om�triques� ayant notamment
conduit � la conception et au d�veloppement d�un modeleur � base topologique ���� ��� ���
��� ��� ���	 Nous d�crivons formellement� par un ensemble de sp�ci�cations alg�briques� les
op�rations permettant la construction et la manipulation de nos objets g�om�triques� tout en
garantissant la conservation de leurs contraintes d�int�grit�	

Troisi�mement� gr�ce � une utilisation nouvelle de la r��criture� nous d�crivons le processus
g�n�rique de ra�nement et de compl�tion des labels� � la base des op�rations bool�ennes	 A
ce niveau� nous �tudions et prouvons� en dimension �� les propri�t�s de terminaison et de
con�uence des transformations �l�mentaires sous
jacentes	

Quatri�mement� nous d�rivons� au sens du g�nie logiciel� un ensemble de strat�gies d��va

luation de plus en plus e�caces	 Ce r�sultat est obtenu par des modi�cations successives
des syst�mes de r��criture et par l�introduction de structures de contr�le ad�quates	 Cette
approche nous permet d��tudier syst�matiquement la r�duction de la complexit� algorith

mique jusqu�� l�obtention d�une strat�gie optimale	 En�n� elle nous aide � r�aliser facilement
le passage � un prototype� puis � une implantation r�elle	

Des approches formelles ont d�j� �t� tent�es dans des domaines connexes	 Ainsi� elles se
sont av�r�es fructueuses dans des travaux sur la conception de langages pour l�infographie
����� la d�monstration automatique en g�om�trie ���� ��� �� et la mod�lisation g�om�trique
��� ��� ���	 Les travaux strasbourgeois ���� ��� ��� utilisent la structuration horizontale et le
ra�nement vertical de sp�ci�cations alg�briques pour des logiciels de grande taille	

Ici� nous combinons ces techniques avec la r��criture pour aborder un probl�me algorith

mique r�put� di�cile� qui constitue une sorte de benchmark pour les questions de robustesse
���� et qui� � notre sens� est aussi un exemple
test dans le domaine des sp�ci�cations formelles
et du d�veloppement de logiciels	

��� Les cartes combinatoires plong�es et labell�es

La repr�sentation par les bords  B
rep! et la g�om�trie constructive du solide  CSG! sont
les mod�les les plus utilis�s pour la description de solides poly�driques� en dimension �	 La
plupart des modeleurs combinent d�ailleurs les deux m�thodes pour o�rir un plus large �ventail
d�applications	 Dans ce cadre� la d��nition d�op�rations bool�ennes est un probl�me crucial�
soit pour �valuer la B
rep d�un arbre CSG ���� ��� soit pour calculer l�union� l�intersection ou
la di��rence de deux solides en B
rep	

La d��nition des op�rations bool�ennes soul�ve essentiellement des probl�mes dans le cas
d�objets g�om�triques d�crits en B
rep pour laquelle de nombreux mod�les ont �t� propos�s
���� ���	 Il est courrant� dans ce cadre� de distinguer la topologie du plongement	 La topologie
d��nit les cellules de l�objet� c�est
�
dire ses sommets� ar�tes� faces et volumes� ainsi que
leurs relations d�incidence et d�adjacence	 Le plongement d��nit la position et la forme de
ces cellules� le plus souvent coordonn�es de points pour les sommets� arcs de Jordan pour les
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ar�tes et �l�ments de surface pour les faces	

Dans la m�thode que nous d�veloppons� il est important que les objets soient d��nis �
partir de subdivisions d�espaces de dimension � ou �� dont la topologie est bien d��nie et
permet de bien sous
tendre le plongement	 Aussi avons
nous exclu d�embl�e les mod�les de
���� ��� ��� o� la topologie n�appara"t pas nettement� m�me s�ils ont servi � la d��nition
d�op�rations bool�ennes	

Pour des raisons de simplicit� et d�approche formelle� il est bien s#r plus commode d�avoir
un mod�le topologique combinatoire et d�crit pr�cis�ment	 Ceci nous conduit � �carter les
mod�les d�crits en termes de structures de donn�es concr�tes� comme le mod�le des ar�tes
ail�es ���� ou d�autres d��nis de mani�re trop informelle comme le mod�le de GWB d�crit
par l�interm�diaire des op�rateurs d�Euler sous forme de sch�mas ����	 Ce type d�approche
emp�che une description pr�cise et compl�te des contraintes d�int�grit� que doivent v�ri�er
les objets mod�lis�s	

Notre approche alg�brique nous fait pr�f�rer les mod�les d�crits� compl�tement� en termes
d�alg�bres sur des �l�ments d�un type unique	 Aussi� nous excluons le mod�le cellulaire des
SGC ���� o� apparaissent plusieurs types d�objets	 Parmi les candidats possibles� nous avons
le mod�le des facet
edges ����� celui des ar�tes radiales ���� ou celui des alg�bres d�ar�tes ����	
Mais� compte tenu de toutes les �tudes men�es jusqu�ici � Strasbourg� notre pr�f�rence va
bien s#r aux mod�les �tendant les cartes combinatoires� c�est
�
dire fond�s sur les notions de
brins et de permutations	

Nous ne revenons pas� ici� sur la comparaison des di��rents mod�les qui ont �t� pr�sent�s
dans ce cadre� comme les cartes elles
m�mes� les cartes g�n�ralis�es ���� ou les pavages ��� ���	
Une discussion � ce sujet peut �tre trouv�e dans ���� ���	 Les cartes g�n�ralis�es permettent la
repr�sentation de subdivisions de vari�t�s non orientables� ce dont nous n�aurons pas besoin
ici	 Les pavages quant � eux sont �quivalents aux cartes de dimension �	 Finalement� nous
avons pr�f�r� les cartes de dimensions � et � que nous avions plus l�habitude de manipuler�
mais la conversion dans les autres types de mod�les ne pr�sente aucune di�cult�	

Les cartes combinatoires plong�es ���� ��� ��� ��� conviennent bien � nos besoins� notam

ment parce qu�elles permettent une description commode� pr�cise et concise des subdivisions
surfaciques et volumiques� en s�parant bien� mais en faisant coexister� les aspects de topologie
et de plongement	 De plus� les cartes sont d��nies alg�briquement par une description math�

matique de leurs propri�t�s et contraintes� et ainsi ind�pendamment de toute implantation	

Cependant� m�me avec les cartes� les objets g�om�triques sont souvent confondus avec
le plongement des subdivisions utilis�es pour les mod�liser	 Cette d��nition implicite limite
l�ensemble des objets mod�lisables aux objets ferm�s et r�guliers et les op�rations bool�ennes
� leurs versions r�gularis�es	 Pour le mod�le des cartes� cela correspond aux vari�t�s ferm�es�
sans bord	 En particulier� ces mod�les ne permettent pas la d��nition d�objets dont le bord
est incomplet ou contenant des trous� cette derni�re limitation �tant r�dhibitoire en ce qui
concerne les op�rations bool�ennes	

Pour r�soudre ce di�cile probl�me� nous introduisons la notion de cartes labell�es	 Celle
ci
nous permet de s�parer la d��nition des objets du mod�le topologique utilis� pour repr�

senter les subdivisions surfaciques ou volumiques sous
jacentes	 Ainsi� nous pouvons d��nir
des objets ouverts ou ferm�s� avec ou sans bords� contenant des trous� des sommets isol�s
ou des ar�tes et faces pendantes	 La d��nition que nous donnons des op�rations bool�ennes�
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essentiellement bas�e sur cette nouvelle notion� est alors tr�s g�n�rale et n�est pas limit�e aux
versions r�gularis�es	

��� Les op�rations bool�ennes en mod�lisation

En dimension �� les op�rations bool�ennes robustes faisant notamment intervenir� en m�me
temps� un nombre quelconque d�objets sont tr�s demand�es	 Dans le cas d�objets ferm�s�
ces op�rations apparaissent dans des domaines comme la cartographie ����� la conception
de logiciels de dessins ���� ou la manipulation de projections d�objets �D ����	 De plus� la
manipulation d�ensembles ouverts de points est n�cessaire pour mod�liser les domaines de
validit� de certaines �quations di��rentielles ����	 Mais leur conception et leur r�alisation
restent des t�ches di�ciles� ceci �tant d# aux probl�mes de robustesse et de bonne d��nition
des objets et des op�rations	

Ainsi� dans tous les cas� les probl�mes de robustesse proviennent� pour l�essentiel� des
erreurs d�approximations et d�arrondis dues � l�utilisation des nombres r�els dans les calculs	
Pour les r�soudre� Ho�mann et Hopcroft ���� proposent de limiter les donn�es g�om�triques
en ne retenant que les �quations de plans et ajoutent aux tests g�om�triques un syst�me de
raisonnement symbolique assurant qu�une nouvelle d�cision n�entre pas en contradiction avec
les d�cisions ant�rieures	 D�autres approches purement num�riques visent � contr�ler et limiter
les erreurs d�arrondis� par exemple par l�utilisation d�intervalles de �ottants ����� de rationnels
����� d�arithm�tique enti�re multi
pr�cision ���� ou� comme l�ont propos� Benouamer et al	 ����
d�une arithm�tique rationnelle paresseuse	

Si de nombreuses �tudes semblent r�pondre avec succ�s aux questions d�approximations
num�riques� en revanche� des doutes s�rieux persistent quant au domaine exact d�application
des op�rations bool�ennes qui ont �t� propos�es	 Plus pr�cis�ment� il faut conna"tre le type
d�objets e�ectivement concern�s au d�part et � l�arriv�e et assurer la prise en compte de tous
les cas particuliers	 Ainsi� il est souhaitable de pouvoir accepter n�importe quelles donn�es en
entr�e� provenant par exemple d�une saisie sans contr�les pr�alables� mais de restituer apr�s
op�ration un objet dont on garantit la totale correction	 C�est dans ce cadre que se situe
notre travail� o� les op�rations bool�ennes� notamment le ra�nement� apparaissent comme
une v�ritable proc�dure de contr�le et de restructuration des donn�es sous forme d�un objet
topologiquement et g�om�triquement sain	

Notre approche utilise en priorit� la topologie� mais elle n�exclut aucune des solutions
�voqu�es ci
dessus concernant les questions num�riques li�es au plongement	 Au contraire�
les informations topologiques r�colt�es durant la phase de ra�nement nous permettent de
v�ri�er la validit� des calculs num�riques et de corriger les �ventuelles contradictions qu�ils
contiennent	 En e�et� la nette s�paration entre les aspects topologiques et les probl�mes de
plongement permet de localiser pr�cis�ment les endroits o� les approximations num�riques
jouent un r�le crucial	
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��� Les m�thodes formelles

Le ra�nement des cartes� qui est au c$ur de notre travail� est une extension des probl�mes
bien connus de recherche des intersections dans un ensemble de segments ��� et d�arrangements
ou de cloisonnements de segments ou de plans ����	 Les algorithmes correspondants sont� en
g�n�ral� d��nis informellement� en termes de structures de donn�es concr�tes et pour des cas
simpli��s� c�est
�
dire en �ludant tous les cas n�cessitant un traitement particulier� comme
des points align�s par exemple	

De plus� dans ce domaine� la complexit� des algorithmes est cruciale	 Il est donc courant
d�utiliser des structures de donn�es complexes visant � optimiser les calculs ���� ���� comme
des �les de priorit� et des dictionnaires binaires dans les strat�gies de balayage du plan ���� ���
ou des graphes d�in�uence ou de con�its dans les algorithmes randomis�s ����� avec parfois
une apparition inopin�e� dans ces structures� de pointeurs pour acc�der � certains composants
des objets	

Ces optimisations sont souvent d�crites dans des pseudo
langages� voire m�me dans des
langages proc�duraux� aujourd�hui souvent les langages C ou C%%	 Ces descriptions infor

melles conduisent � des confusions importantes entre les structures de donn�es utilis�es pour
implanter les mod�les d�objets choisis et les structures servant � am�liorer la complexit� des
calculs	

A la complexit� intrins�que des probl�mes abord�s s�ajoutent ainsi trois di�cult�s ma

jeures	 Premi�rement� il est g�n�ralement impossible d�exhiber le domaine de validit� ou les
contraintes d�int�grit� des mod�les et op�rations utilis�s� en grande partie � cause de la confu

sion entre les di��rentes structures	 Deuxi�mement� m�me si la correction des r�sultats est� �
la base� d�montr�e formellement sur les mod�les math�matiques et les cas g�n�raux� celle
ci
n�est plus assur�e pour les programmes devant prendre en compte tous les cas particuliers	
En�n� le passage de la description d�un algorithme au programme correspondant reste une
t�che souvent plus ardue que la simple conception de l�algorithme	

Pour r�soudre les trois di�cult�s susmentionn�es� nous avons adopt� deux strat�gies com

pl�mentaires pour l�analyse� la conception et l�implantation des op�rations bool�ennes	 La
premi�re� quali��e d�horizontale� vise � une description formelle� compl�te et exhaustive des
objets manipul�s et des op�rations n�cessaires � l��valuation d�op�rations bool�ennes	 La se

conde� quali��e de verticale� consiste � ra�ner� au sens du g�nie logiciel� cette description
formelle� en vue d�obtenir des algorithmes de plus en plus e�caces	

Pour cela� nous employons des m�thodes formelles qui sont l�objet d�un int�r�t croissant
dans la conception de programmes et dont une vari�t� �volu�e est form�e par les sp�ci�ca

tions alg�briques ���� �� ��� alli�es � la r��criture ���� ���	 D�une part� cette approche nous
permet de nous focaliser sur les aspects logiques et conceptuels du probl�me � r�soudre� en
cr�ant des types de donn�es abstraits et des op�rations dont le comportement est d�crit sous
forme d��quations	 D�autre part� une orientation correcte des �quations en r�gles de r��criture
permet de rendre op�rationnelle la sp�ci�cation� c�est
�
dire de l�ex�cuter pour d�busquer
d��ventuelles erreurs d�analyse ou de conception� selon une technique de prototypage logique	

Les strat�gies horizontale et verticale sont �tudi�es depuis plusieurs ann�es � Strasbourg�
mais jusqu�ici uniquement dans le cadre de la logique �quationnelle	 Elles ont conduit � la
sp�ci�cation alg�brique de mod�les topologiques ���� ��� ��� et � la sp�ci�cation d�taill�e
et compl�te d�une hi�rarchie d�objets et d�un logiciel de mod�lisation g�om�trique� Topo�l�
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d�velopp� dans ce laboratoire ���� ��� ��� ���	 Notre approche est dans la continuit� de ces
travaux� mais elle introduit de mani�re intensive la r��criture sur des probl�mes algorithmiques
complexes� o� le plongement joue un tr�s grand r�le pour guider les op�rations topologiques	

Nous utilisons les sp�ci�cations alg�briques qui sont bien adapt�es � une description
constructive� rigoureuse et homog�ne des op�rations de mod�lisation g�om�trique et de ra�

nement	 D�autres m�thodes de sp�ci�cations ont �t� d�velopp�es� comme VDM ����� Z ���� ���
ou B ���	 Elles privil�gient les types bas�s sur la notion d�ensembles au d�triment de ceux qui
conduisent � des structures de donn�es �labor�es et mieux adapt�es � notre probl�matique	

Les algorithmes de ra�nement sont d�crits sous forme de syst�mes de r��criture � dif

f�rents niveaux	 D�abord� les r�gles de r��criture permettent de reproduire intuitivement les
transformations �l�mentaires successives e�ectu�es sur des ensembles d�objets	 En outre� l�in

d�terminisme inh�rent au d�clenchement des r�gles de r��criture permet une description de
tr�s haut niveau des processus� conduisant � toute une classe d�algorithmes di��rents corres

pondant � diverses strat�gies de d�clenchement	

Il faut bien s#r s�assurer de certaines bonnes qualit�s des syst�mes de r��criture comme la
terminaison et la con�uence dont les preuves ont �t� particuli�rement �tudi�es	 De plus� l�uti

lisation de syst�mes de r��criture se montre particuli�rement adapt�e au ra�nement vertical	
Ainsi� par des transformations successives des syst�mes de r��criture et l�ajout de structures
de contr�le� nous avons d�riv� une hi�rarchie d�algorithmes correspondant � des implantations
du ra�nement de cartes de plus en plus e�caces	

En�n� pour faciliter le passage des sp�ci�cations formelles des op�rations �tudi�es � leur
implantation� nous avons recours � un prototypage logique� r�alis� en Prolog� des sp�ci�cations
et syst�mes de r��criture	 D�autres langages de prototypage� comme OBJ� ���� ou LARCH
���� ���� bien que bas�s sur des sp�ci�cations alg�briques et de la r��criture� se sont r�v�l�s
inad�quats dans notre cas� notamment � cause de la complexit� des calculs mis en $uvre
et de la n�cessit� d�une interface graphique indispensable pour juger de l�e�et d�op�rations
g�om�triques	

Traditionnellement� les langages fonctionnels comme Caml permettent une implantation
rapide de sp�ci�cations formelles	 Mais dans notre cas� nous avons pr�f�r� Prolog parce que
son moteur d�inf�rence et sa base de faits permettent une traduction imm�diate des r�gles
de r��criture	 De plus� la version de Prolog utilis�e permet un acc�s facile � une biblioth�que
graphique	 Les sp�ci�cations formelles et le prototypage logique conduisent ensuite � une
implantation facile et correcte des algorithmes �tudi�s	

��� Structure et plan du m�moire

Dans le second chapitre� nous pr�sentons le m�canisme de ra�nement que nous employons
pour l��valuation d�op�rations bool�ennes� en le comparant avec les m�thodes plus classiques
de d�coupage et recollement	 Puis� nous rappelons les d��nitions math�matiques li�es au mo

d�le des cartes combinatoires� en dimension � et �� et pr�cisons le mod�le de plongement
utilis�� li� � l�orientabilit� des cartes	 Nous d��nissons alors les objets manipul�s gr�ce� no

tamment� � la notion de labels et donnons les propri�t�s et les contraintes d�int�grit� de ces
objets	 Puis� nous proposons une m�thode pour mod�liser et �valuer� de mani�re tr�s g�n�

rale� des expressions bool�ennes sur ces objets� en faisant le rapprochement avec les m�thodes
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classiques de mod�lisation par des arbres CSG	

Dans le troisi�me chapitre� nous donnons les sp�ci�cations alg�briques des cartes et des
op�rations servant � leur manipulation	 Nous sp�ci�ons notamment un ensemble d�op�rateurs
topologiques et g�om�triques n�cessaires au ra�nement des cartes	 Dans ce cadre� nous don

nons� dans l�annexe A� les sp�ci�cations des objets g�om�triques utilis�s pour le plongement
de cartes en dimension �� tels que les points� vecteurs et segments	 Nous sp�ci�ons �galement
les op�rations permettant la gestion et la manipulation des labels	

Dans le quatri�me chapitre� nous pr�sentons le syst�me de r��criture g�n�rique r�alisant
le ra�nement en dimension �	 Nous d�montrons sa convergence en utilisant des techniques
propres � la r��criture� comme la d��nition d�un ordre s�mantique de r�duction et l��tude
syst�matique des paires critiques	 Nous y d��nissons �galement le m�canisme de compl�tion
des labels permettant l��valuation d�op�rations bool�ennes	 Puis� nous �voquons l�in�uence des
approximations num�riques sur les propri�t�s logiques du syst�me de r��criture et �voquons
quelques pistes int�ressantes pour leur ma"trise	

Dans le cinqui�me chapitre� nous d�crivons la d�rivation de cinq syst�mes de r��criture
correspondant � di��rentes strat�gies pour l��valuation du ra�nement et de la compl�tion des
labels	 Nous y abordons les probl�mes li�s � la complexit� des algorithmes issus de ces syst�mes
de r��criture� en montrant comment des propri�t�s g�om�triques peuvent �tre utilis�es pour
optimiser les strat�gies de parcours	 Nous d�crivons� notamment� une strat�gie de balayage
du plan� par l�utilisation de structures de contr�le �volu�es telles qu�une �le de priorit� et un
arbre binaire de recherche	

Le sixi�me chapitre contient la d��nition compl�te du ra�nement en dimension � qui fait
appel � une combinaison de toutes les techniques formelles d�velopp�es en dimension �	 Nous
y d�taillons ainsi� sous forme de sp�ci�cations alg�briques et de syst�mes de r��criture enrichis
par des structures de contr�le� l�intersection de faces quelconques non coplanaires	 Nous y �vo

quons �galement les techniques permettant de contr�ler la validit� et la coh�rence des r�sultats
num�riques obtenus� par une confrontation de ces r�sultats avec les donn�es topologiques re

cueillies durant cette intersection	 Nous pr�cisons ensuite le m�canisme d�intersection de faces
coplanaires� qui utilise le ra�nement d�j� d��ni en dimension �� et �voquons le principe de
conversion d�une �
carte en faces d�une �
carte� par l�utilisation des cartes duales	

Dans le septi�me chapitre� nous proposons une m�thode de prototypage des sp�ci�cations
alg�briques et des syst�mes de r��criture en Prolog	 Nous d�taillons le passage de la sp�ci�ca

tion au prototype et discutons son int�r�t et les choix possibles	 En particulier� nous expliquons
comment les termes mod�lisant les cartes sont repr�sent�s et proposons des m�thodes syst�

matiques de transposition des axiomes de la sp�ci�cation	 Puis� nous pr�cisons l�implantation
des syst�mes de r��criture et particuli�rement des structures de contr�le utilis�es pour d�crire
les strat�gies de parcours	

Dans ce chapitre� nous abordons �galement les probl�mes li�s � l�implantation en C des
sp�ci�cations et syst�mes de r��criture	 Nous d�crivons les structures de donn�es concr�tes
utilis�es et l�implantation des divers op�rateurs d��nis	 Nous montrons comment le travail
r�alis� durant le prototypage logique simpli�e et facilite une implantation propre et rigoureuse
des algorithmes d�crits formellement	

Dans le huiti�me chapitre� nous pr�sentons quelques r�sultats exp�rimentaux	 Nous don

nons notamment� en dimension �� un exemple de ra�nement correspondant � l�arrangement
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d�un ensemble de segments	 Nous proposons quelques exemples signi�catifs d��valuation d�op�

rations bool�ennes et montrons comment sont g�r�s les probl�mes li�s � l�inclusion de com

posantes connexes	 En dimension �� nous donnons des exemples o� le ra�nement est utilis��
dans le cadre d��tudes g�ologiques� pour la construction de subdivisions volumiques du sol �
partir de couches et de failles ����� a�n de permettre une localisation e�cace en vue de calculs
en di��rences �nies ����	 Pour �nir� nous donnons des exemples de ra�nement sur des objets
plus proches de ceux qui sont classiquement utilis�s en CAO	

En�n� dans le dernier chapitre� nous concluons en rappelant les principaux r�sultats ob

tenus� en �voquant leur limitation et les di�cult�s rencontr�es	 Nous envisageons quelques
prolongements possibles de nos travaux� tant au niveau de la mod�lisation g�om�trique que
de construction de preuves de corrections compl�mentaires� et proposons des applications des
m�thodes formelles utilis�es � d�autres domaines de la g�om�trie algorithmique	



Chapitre �

Op�rations bool�ennes� Cartes

combinatoires et Ra�nement

Dans ce chapitre� nous abordons les probl�mes g�n�raux li�s � la d��nition d�objets mo

d�lis�s par leur bord et aux op�rations ensemblistes  union� intersection� di��rence! sur de
tels objets	 Dans la premi�re section� nous rappelons les m�thodes classiques d��valuation
d�op�rations bool�ennes� en insistant sur la notion de ra�nement qui est la base de ce travail	
Dans la seconde section� nous pr�sentons le mod�le des cartes combinatoires qui est utilis�
pour mod�liser la topologie sous
jacente � un objet	 En�n� dans la troisi�me section� nous
d��nissons pr�cis�ment la notion d�objet� nous faisons le lien entre l��valuation d�op�rations
bool�ennes et le ra�nement des cartes combinatoires	

��� Op�rations bool�ennes et ra�nement

D�un point de vue g�n�ral� on peut diviser les m�thodes d��valuation d�op�rations boo

l�ennes en deux familles �troitement li�es au mod�le utilis� pour la d��nition des objets
manipul�s	 Dans le premier cas� les objets de d�part sont d�coup�s en di��rents morceaux
qui sont ensuite assembl�s pour construire le r�sultat	 Dans le deuxi�me cas� un seul objet
est construit� le ra�nement� qui contient les �l�ments n�cessaires � l��valuation de l�op�ration
bool�enne	

����� Op�rations bool�ennes par d�coupe du bord

Pour des raisons historiques� les objets sur lesquels sont e�ectu�es les op�rations ensem

blistes� dans les modeleurs� sont souvent repr�sent�s par leur bord et� pr�cis�ment� ce sont
des objets dont le bord est une vari�t�	 Dans ce cas� en dimension �� les objets sont des poly

gones simples dont le bord est une ligne polygonale mod�lis�e� par exemple� par une liste de
sommets	

En dimension �� les objets consid�r�s sont des solides poly�driques dont le bord est une �

vari�t�� ou une surface ferm�e sans bord� mod�lis�s par exemple gr�ce � une structure d�ar�tes
ail�es ���	 Le d�roulement d�une op�ration bool�enne entre deux tels objets� A et B� se divise
principalement en � �tapes ���� �

��
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�	 Recherche des intersections existant entre les bords de A et B &

�	 Subdivision de A et B par d�coupage de leurs bords le long des intersections trouv�es &

�	 S�lection des morceaux ainsi obtenus qui appartiennent au r�sultat &

�	 Construction du r�sultat par assemblage des parties s�lectionn�es	

Les op�rations bool�ennes sur des objets dont le bord est une vari�t� sont obligatoirement
limit�es � leur version r�gularis�e	 La r�gularisation d�une op�ration � entre deux objets A et
B� consiste � consid�rer que le r�sultat de A � B est la fermeture de l�int�rieur du r�sultat
th�orique de cette op�ration ���� ���	 La r�gularisation implique que le r�sultat de A � B est
encore un objet dont le bord est une vari�t� et assure donc la stabilit� de ces op�rations par
rapport � l�ensemble des objets mod�lisables	
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(c) A union B (d) A inter B (f) B moins A

(b) Leurs subdivisions

(e) A moins B

A

B

(a) Deux objets A et B se chevauchant

Fig� �	�� Exemples d�op�rations bool�ennes en dimension �

Exemple �
�
� La �gure ��	 montre un exemple de calcul avec la m�thode mentionn�e ci

dessus� en dimension �� Un carr� A et un triangle B sont d��nis par leur bord �a
� Apr�s
avoir calcul� les intersections entre leurs ar�tes et sommets� les deux objets sont d�coup�s
en morceaux �b
� Ces morceaux sont alors utilis�s pour construire le r�sultat des di��rentes
op�rations bool�ennes entre ces objets �c
� ut

Ce type de m�thodes soul�ve plusieurs probl�mes	 D�une part� les op�rations bool�ennes
ainsi d��nies sont limit�es � des objets repr�sent�s par leur bord et dont le bord est une vari�t�	
Ce type d�objets ne permet pas de repr�senter les cloisons internes que l�on peut souhaiter
conserver dans le r�sultat	 De plus� pendant la phase de d�coupe� les objets interm�diaires ne
sont plus des objets repr�sent�s par leur bord� puisque ce bord peut �tre ouvert	 Ceci conduit
� manipuler plusieurs mod�les pour les objets ou � manipuler des objets ne v�ri�ant pas les
contraintes d�int�grit� �x�es pour le mod�le initial	

D�autre part� ces m�thodes sont peu robustes	 En e�et� comme Ho�man et Hopcroft
l�ont montr� ����� les approximations num�riques� notamment lors de la phase de subdivi

sion� peuvent conduire � des bords incompatibles pour les parties de A et B � recoller et
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ainsi emp�cher une reconstruction correcte	 Comme mentionn� pr�c�demment� des m�thodes
num�riques ont largement �t� utilis�es pour r�soudre ce type de probl�mes� mais nous pen

sons qu�une approche di��rente� bas�e sur la topologie et une d��nition pr�cise des objets
manipul�s s�impose ici	

����� Op�rations bool�ennes par ra�nement

Une autre m�thode a �t� introduite par Weiler ���� pour le �D et �tendue depuis au �D
����	 Elle se d�roule en � phases dont la premi�re consiste en grande partie � d�couper les
cellules de A et B en cellules plus �nes� compatibles avec les � objets� ce que l�on appellera
cora�nement �

�	 Cora�nement de A et B par d�coupage des cellules s�cantes de A et B et reconstruction
des relations d�adjacence entre celles
ci &

�	 S�lection des parties du cora�nement appartenant au r�sultat	

D�un point de vue g�n�ral� un objet peut �tre vu comme un ensemble de cellules� c�est
�

dire un ensemble de sommets� ar�tes� faces en dimension �� auquel on ajoute en ensemble de
volumes en dimension �	

OO

(a) Deux subdivisions, O est l’origine d’un repère commun

O O

(b) Leur superposition comme ensemble
de sommets, aretes et faces

(c) Le raffinement de cet ensemble

Fig� �	�� Exemple de ra�nement en dimension �

Exemple �
�
� La �gure ��� montre deux objets en dimension � �a
 repr�sent� s�par�ment
pour la clart� de la �gure� mais partageant un point de r�f�rence commun O� Ces deux objets
sont superpos�s en un ensemble de sommets� ar�tes et faces �b
 qui est ensuite auto
ra�n� �c
�
Au total� les sommets� ar�tes et faces superpos�s sont fusionn�s� les ar�tes et faces s�cantes
sont coup�es en leurs lieux d�intersection qui sont ajout�s � l�ensemble construit en tant que
sommets ou ar�tes� et �nalement les ar�tes passant par un ou plusieurs sommets sont coup�es
aux points d�incidence� ut

Le cora�nement peut �tre g�n�ralis� � un nombre quelconque d�objets� en regroupant
ceux
ci� dans un unique ensemble de cellules pouvant contenir des intersections  intersec

tions franches� incidences� superpositions ou recouvrements!	 Nous parlerons alors de l�auto

ra�nement ou� plus simplement� du ra�nement de cet ensemble	
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Pratiquement� le ra�nement d�un tel ensemble consiste � construire un nouvel objet conte

nant toutes les cellules de l�ensemble de d�part modi��es ou d�coup�es pour prendre en compte
les intersections existant entre elles	 Ainsi� le r�sultat du ra�nement est un objet dont l�en

semble des cellules ne contient plus aucune intersection	 Le r�sultat de l�op�ration bool�enne
d�sir�e est alors obtenu� � partir du ra�nement� en y s�lectionnant les parties utiles	

(b) Leur superposition comme ensemble
de sommets, aretes et faces

(a) Trois solides polyhedriques

(c) Le raffinement de cet ensemble

Fig� �	�� Exemple de ra�nement en dimension �

Exemple �
�
� La �gure ��� montre trois objets en dimension � �a
 qui sont superpos�s en
un ensemble de cellules �b
 qui est ra�n� �c
� Au total� les sommets� ar�tes et faces superpos�s
sont fusionn�s� les ar�tes et faces s�cantes sont coup�es en leurs lieux d�intersection qui sont
ajout�s � l�ensemble construit en tant que sommets� ar�tes ou faces� et �nalement les ar�tes
et faces passant par un ou plusieurs sommets sont coup�es aux points d�incidence� ut

Lorsque le r�sultat du ra�nement comporte plusieurs composantes connexes distinctes� et
donc ne s�intersectant pas� chacune d�elle est compl�tement incluse dans une face� en dimension
�� ou dans un volume� en dimension �� des autres composantes	 Diverses techniques permettent
de construire et g�rer ces relations d�inclusion entre composantes connexes	

La premi�re est bas�e sur la construction d�un arbre dont chaque ar�te repr�sente une rela

tion d�inclusion entre deux composantes ����	 Elle impose donc la gestion d�arbres d�inclusion
ext�rieurs au mod�le utilis� pour repr�senter les objets	

La seconde� que nous utilisons� consiste � ajouter � l�objet mod�lis� des ar�tes� en dimen

sion �� ou des faces� en dimension �� reliant les di��rentes composantes connexes	 Elle permet
l�utilisation exclusive des relations d�adjacence ou d�incidence autoris�es par le mod�le	
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(a) Un objet de dimension 2 contenant
5 composantes connexes

(b) Un objet de dimension 3 contenant
3 composantes connexes

Fig� �	�� Exemples d�inclusions de composantes connexes

Exemple �
�
	 La �gure ��� montre deux exemples d�objets form�s de composantes connexes
distinctes� en dimension � �a
 et en dimension � �b
� Les ar�tes ou les faces ajout�es pour
repr�senter les relations d�inclusion y sont repr�sent�es par des lignes pointill�es ou des faces
gris�es� ut

Le mod�le des cartes combinatoires de dimension n ���� que nous utilisons� permet de
mod�liser des subdivisions de vari�t�s de dimension n	 L�utilisation des cartes de dimension
� et � pour mod�liser respectivement des objets de R

� et R� � permet de repr�senter des
objets contenant des cloisons internes ou des ar�tes et faces pendantes	 Cette possibilit� est
particuli�rement int�ressante� comme nous le verrons plus loin� dans le cadre d�une utilisation
de ra�nement	 D�autres mod�les� comme la structure d�ar�tes radiales ����� permettent ce
type de repr�sentation	 Le mod�le des SGC  Selective Geometric Complexes! introduit par
Rossignac� bas� sur la notion de cellules� est utilis� avec une forme similaire de ra�nement
dont la trame est donn�e dans ����	

L�utilisation du ra�nement � l�avantage de conduire � des algorithmes permettant de
contr�ler la topologie des objets manipul�s� ce qui les rend moins sensibles aux erreurs d�ap

proximations	 En e�et� deux cellules s�intersectant sont d�coup�es simultan�ment ce qui per

met de contr�ler� et ainsi conserver� la validit� de la topologie de l�ensemble	

Des algorithmes particuliers peuvent �tre d�crits en restreignant les types des ensembles
de d�part utilis�s	 Par exemple� l�ensemble de d�part peut repr�senter un objet saisi sans
v�ri�cations ou sans contraintes� c�est
�
dire un objet pouvant contenir des intersections ou
dont les relations d�incidence sont incompl�tes	 Le ra�nement de cet objet correspond � sa
restructuration topologique� au sens o�� apr�s son ra�nement� l�objet ne contient plus aucune
intersection et toutes les relations d�incidence ont �t� compl�t�es	 Si l�ensemble de d�part est
un ensemble quelconque de faces� le ra�nement correspond � la construction d�une subdivision
volumique bas�e sur ces faces	 Dans la suite� nous verrons en d�tail le ra�nement� en dimension
� ou �� d�objets mod�lis�s par des �
 ou �
cartes combinatoires plong�es ���� ��� ���	

��� Cartes combinatoires

Un des principaux int�r�ts des cartes combinatoires est qu�elles permettent de distinguer�
pour les objets manipul�s� leur topologie de leur plongement	 La topologie d��nit les cellules
de l�objet� c�est
�
dire ses sommets� ar�tes� faces et volumes� ainsi que leurs relations d�ad
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jacence et d�incidence	 Le plongement d��nit la position et la forme de ces cellules� le plus
souvent coordonn�es de points pour les sommets� arcs de Jordan pour les ar�tes et �l�ments de
surface pour les faces	 Les deux aspects coexistent bien dans la notion de carte combinatoire
plong�e qui permet une description commode� pr�cise et concise des subdivisions planaires ou
volumiques	 Nous ne revenons pas ici sur la comparaison avec des mod�les traditionnels tels
que celui des ar�tes radiales ����	 On trouvera une discussion � ce sujet dans ���� ���	

����� D��nition de base

Nous pr�sentons ici quelques notions de base sur les cartes combinatoires  voir ���� ��� ���
pour de plus amples d�tails!	 Les d��nitions des cartes et des op�rations les manipulant font
amplement appel aux permutations et � diverses notions qui leur sont li�es	 Nous commen
ons
donc tout d�abord par quelques rappels math�matiques	

D��nition �
�
� Soit E un ensemble �ni�

� Une permutation sur E est une bijection de E dans lui
m�me �

� Toute permutation � sur E peut �tre repr�sent�e sous forme de cycles� Si x�� � � � � xn et
y sont des �l�ments de E� la notation � � �x�� � � � � xn� � � � �y� signi�e que ��xi� � xi��
pour i ���� n� ��� ��xn� � x� et ��y� � y �

� Une permutation � de E est une involution si et seulement si pour tout x de E�
����x�� � x �

� Un �l�ment x de E tel que ��x� � x est appel� un point �xe de la permutation ��

Ces quelques pr�liminaires nous permettent maintenant de d��nir formellement les cartes
combinatoires	 Nous nous limitons ici aux cartes de dimension � et � qui sont utilis�es par la
suite	

D��nition �
�
� Une �
carte est un triplet �B� ��� ��� o� �

� B est un ensemble �ni dont les �l�ments sont appel�s brins �

� �� est une involution sur B sans point �xe �

� �� est une permutation sur B�

D��nition �
�
� Une �
carte est un quadruplet �B� ��� ��� ��� o� �

� B est un ensemble �ni de brins �

� �� et �� sont des involutions sur B et �� est sans point �xe �

� �� est une permutation sur B telle que �� � �� soit une involution sur B�

Le brin est l��l�ment de base pour la d��nition d�une carte	 Il est possible de lui associer
plusieurs s�mantiques	 La plus courante consiste � consid�rer un brin comme une demi
ar�te
orient�e	 Alors� les fonctions �i correspondent � la liaison ou � la couture de brins � chaque
dimension i	 Ainsi� deux brins images l�un de l�autre par �� sont dits li�s par ��� ou �
li�s� et
forment une ar�te topologique de la carte	 Pour d��nir des ensembles plus complexes de brins
li�s les uns aux autres� nous utilisons la notion d�orbite d�crite ci
dessous	
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D��nition �
�
	 Soient E un ensemble �ni� � une permutation dans E et x un �l�ment
de E� On appelle orbite de x par rapport � � l�ensemble not� h�i�x� et d��ni par �

h�i�x� � fx� ��x�� ���x�� � � � � �k�x�g

o� k est le plus petit entier naturel tel que �k���x� � x�
Notons que si � est une involution� ses orbites contiennent au plus � �l�ments� et que si

de plus � est sans point �xe� ses orbites sont form�es par exactement deux �l�ments�

Dans une carte dont l�ensemble des brins est B� l�orbite h�i�x� d�un brin x de B par une
permutation � regroupe les brins li�s les uns � la suite des autres par �� � partir de x	 Ainsi
dans une �
carte� une ar�te fx� ���x�g est l�orbite par �� d�un brin x	 De m�me� h��i�x��
l�orbite de x par rapport � ��� repr�sente un sommet topologique de la �
carte� c�est � dire un
ensemble de brins incluant x et �
li�s entre eux	
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(a) (b)Un brin : Trois brins 1-liés :

Deux brins 0-liés :

Fig� �	�� Repr�sentation graphique et exemple de �
carte

Exemple �
�
� La �gure ��� montre une �
carte dont l�ensemble des brins est f����� �����
����� 	��	� 
��
� ����� ����g et les permutations� d�crites sous forme de cycles� sont �

� �� � ���� ������ ������ ����	� 	���
� 
����� ������ �� �

� �� � ��� ������ �������	� ���	�������� �� 
������
��

Ainsi� ����� � ��� ������ � � et l�orbite h��i��� � f����g forme une ar�te� De
m�me� ����� � 
� ���
� � ��� ������ � �� et ������ � �� Ainsi� l�orbite h��i��� vaut
f�� 
������g� ce qui repr�sente l�ensemble des brins du sommet du brin �� ut

La notion de face orient�e� dans une �
carte� peut �tre d��nie tr�s simplement	 La fonction
��� d��nie par ���x� � ������x��� permet de parcourir les brins d�une face orient�e	 Ainsi�
dans une �
carte C et pour tout brin x de C� on d��nit la face topologique orient�e de x
comme �tant l�ensemble des brins de l�orbite h��i�x�	

Exemple �
�
� Dans la �gure ���� ������ � ��� ������ � ��� ������ � �� ����� � ���
et ainsi h��i���� � f��������� �g est l�ensemble des brins de la face orient�e de � qui
correspond rectangle de la �gure� De la m�me fa�on� les brins �� � et 	 correspondent triangle
et les brins �	���� 
��
���� � et � forment la face ext�rieure� ut

Pour les �
cartes� on distingue deux types d�ar�tes ou de sommets suivant que l�on prend
en compte les liaisons par �� ou non	 Ainsi� deux brins li�s par �� forment une ar�te simple
et une liaison par �� correspond � la �
couture de deux brins dans un sommet simple	 La
�gure �	� montre les conventions utilis�es pour repr�senter les brins et les liaisons par �� et
�� d�une �
carte	
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Un brin Deux brins 0-liés Deux brins 1-liés Une face ferméeUne face ouverte

Fig� �	�� Exemple de faces pour les �
cartes

Comme pour les �
cartes� la face orient�e d�un brin x est l�orbite h��i�x�	 Une face orient�e
est dite ferm�e lorsqu�elle ne contient aucun point �xe pour ��� et ouverte dans le cas contraire	
Notons que puisque �� est une involution� un ensemble d�ar�tes simples �
cousues deux � deux
d��nit soit une seule face orient�e ouverte� soit exactement deux faces orient�es ferm�es qui
sont sym�triques l�une de l�autre dans le sens o� les brins de la seconde sont les images de la
premi�re par �� et r�ciproquement	 Nous appellerons face  non orient�e! l�ensemble des brins
de deux faces orient�es ferm�es sym�triques	

La liaison par �� correspond � la �
couture de deux faces le long d�une ar�te	 Un ensemble
d�ar�tes simples reli�es entre elles par des �
coutures forme une ar�te multiple� ou plus sim

plement une ar�te� de la �
carte	 On parle �galement de sommets multiples� ou de sommets�
par opposition aux sommets simples	

La condition imposant que �� � �� soit une involution signi�e que si x est �
li� � y alors
���y� et �
li� � ���x�� c�est
�
dire que les �
coutures sont r�guli�res et r�alis�es sur des ar�tes
enti�res	 Les faces sont �
cousues entre elles pour former des volumes	 Notons que plus de
deux faces peuvent �tre �
cousues autour d�une m�me ar�te	

(a) vue d’ensemble
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(c) détails des 2-coutures de 3 faces,

(b) vue avec faces éclatées,

les 2-coutures sont représentées par des flèches

les 2-liaisons sont représentées en gris

Fig� �	�� Exemple de carte et d�tails de �
coutures

Exemple �
�
� La �gure ��� montre une �
carte �a
� ses faces �b
 et le d�tail des �
coutures
d�une ar�te �c
� Pour les brins num�rot�s� les permutations sont en notation cyclique �

� �� � ���� �� ���� �� ���� �� ��	� 	� ��
� 
� ���� �� �

� �� � �����
� ��� �� �	���� ��	� 
� � � � �
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� �� � ��	� �	���
��
�������� ���������� ��� �� ���

Autrement dit nous avons � ����� � ��� ������ � � et ainsi l�orbite f����g est une ar�te
simple � ������ � �
� ����
� � �� et donc f����
g est un sommet simple� Concernant
les �
liaisons� nous avons ����	� � �	 et donc l�ar�te simple f	��	g n�est pas �
cousue �
����� � �� ����� � � et ����� � � ce qui implique que les faces contenant les brins �� � et �
sont �
cousues le long d�une m�me ar�te�

On peut v�ri�er que les autres brins de ces ar�tes simples� ����� et ��� sont �
li�s
ensemble comme le demande la contrainte sur �� et que intuitivement cette derni�re implique
que les �
liens entre ����� et �� sont r�alis�s dans le sens inverse de ceux qui existent entre
�� � et �� En�n� les ensembles f�� �� �� �� �� 
g et f�� �� ����������g forment respectivement
un sommet et une ar�te triples� ut

Les cartes de dimension n permettent de mod�liser des subdivisions de vari�t�s de dimen

sion n orientables et ferm�es	 Ainsi� une �
carte est une subdivision de surface sans bord et une
�
carte� une subdivision de volume sans bord	 Dans le cadre de notre travail� nous n�utilisons
les cartes que pour mod�liser des subdivisions du plan R

� ou de l�espace R� 	

����� Cellules d�une carte et orientations

Les cartes permettent de d��nir des cellules pour lesquelles existe une orientation implicite	
Nous avons d�j� vu les notions de sommet� d�ar�te et de face qui sont les cellules de dimension
�� � et �	 Les cartes mod�lisent des subdivisions de vari�t�s orientable	 Ainsi� le choix d�un
brin dans une cellule d��nit une orientation de celle
ci	 Vue depuis le brin x� l�ar�te fx� ���x�g
est orient�e de x vers ���x�	 L�orientation d�une face orient�e est directement h�rit�e de celle
de ses ar�tes	

Pour les �
cartes� une face contient� nous l�avons vu� deux faces orient�es sym�triques	
Elles ont des orientations oppos�es puisque les brins de l�une sont les images par �� des brins
de l�autre et appartiennent donc aux m�mes ar�tes� mais avec des orientations oppos�es	 Les
deux faces orient�es d�une face d��nissent intuitivement ses deux cot�s	

Ainsi� si la face orient�e d�un brin x correspond � un cot�� nous dirons intuitivement qu�elle
pointe vers le volume adjacent � ce cot�� alors la face orient�e de ���x� pointe vers le volume
adjacent � l�autre cot�	

La fonction ��� d��nie par ���x� � ������x��� permet de passer de la face orient�e de x
poitant vers un volume � la face orient�e adjacente � l�ar�te de x poitant vers le m�me volume	
Ainsi dans une �
carte� le volume de x est l�orbite h��� ��i�x� qui est l�ensemble des brins que
l�on peut atteindre en appliquant un nombre quelconque de fois �� et ��	

Intuitivement� le volume orient� de x est form� par les brins des faces orient�es pointant
vers un m�me volume et donc reli�es deux � deux par ��	 Les volumes h�ritent de l�orientation
de leurs ar�tes ou faces orient�es	 Les volumes orient�s sont d��nis sans ambigu�t�� nous
parlerons donc � partir d�ici simplement de volumes	
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����� Carte duale et vue constructive

La notion de carte duale permet de voir les cartes de fa
on constructive et donc plus
intuitive	 En changeant la s�mantique associ�e aux brins et aux liaisons� on peut voir une
carte comme un assemblage de cellules	 Cette aspect nous sera utile par la suite	

D��nition �
�

 Le dual de la �
carte C � �B� ��� ��� est la �
carte C� d��nie par le triplet
�B� ��� ���� avec �

� �� � �� � ��

� �� � ��

D��nition �
�
� Le dual de la �
carte C � �B� ��� ��� ��� est la �
carte C� d��nie par le
quadruplet �B� ��� ��� ���� avec �

� �� � �� � ��

� �� � �� � ��

� �� � ��

La s�mantique qui nous int�resse pour les cartes duales est la suivante	 Un brin est vu
comme une ar�te orient�e	 Les brins sont li�s par �� pour former des faces orient�es	 Comme
�� est une permutation� les faces orient�es sont des cycles de brins et donc toujours ferm�es	
Les faces orient�es sont cousues ensemble le long de deux ar�tes d�orientations oppos�es par
la fonction ��	 En�n pour le dual des �
cartes� les volumes sont d��nis par un ensemble de
face orient�e cousues par ��	 La fonction �� permet de coller deux volumes le long de deux
faces d�orientations oppos�es	

Exemple �
�
	 La �gure ��� montre la vue duale de la �
carte de la �gure ���� Les brins et
les liaisons par �� sont repr�sent�s par des ��ches� les liaisons par �� par des traits �pais gris�
Notons que la face orient�e externe appara�t ainsi explicitement et quelle a une orientation
inverse � celle des autres faces orient�es� ut
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Fig� �	�� Repr�sentation duale d�une �
carte

����	 Plongements

Les cartes ne d�crivent que la topologie de subdivisions	 D�crire la g�om�trie d�un objet
dont la topologie est mod�lis�e par une carte� revient � plonger cette derni�re	 Cette op�ration
consiste � associer � chaque cellule de dimension d d�une carte un objet g�om�trique de
dimension d isomorphe � une boule unit� ouverte de dimension d  un point� un segment
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ouvert� un disque ouvert ou une sph�re ouverte!	 Nous associons ainsi un point � un sommet�
une courbe ouverte � une ar�te� une surface ouverte � une face et� pour les �
cartes� un
poly�dre ouvert � un volume	 Le i
plongement d�un brin est alors l�objet g�om�trique associ�
� sa cellule  orient�e! de dimension i	

Bien que des plongements plus sophistiqu�s puissent �tre d��nis� nous n�utilisons ici que
des plongements lin�aires� c�est
�
dire polygonaux pour les �
cartes et poly�driques pour les
�
cartes	 De plus� seuls les �
plongements sont explicitement d��nis� les autres �tant impli

citement d��nis par leurs bords	 Chaque sommet est �
plong� sur un point de l�espace de
plongement� c�est
�
dire un point de R� pour les �
cartes et de R� pour les �
cartes	

D��nition �
�
� Une n
carte plong�e est un n � �
uplet �B� ��� � � � � �n��� ���� o� �

� �B� ��� � � � � �n��� est une n
carte �

� �� est une fonction qui � chaque sommet de B associe un point de Rn �

Ainsi� le �
plongement d�une ar�te est l�int�rieur du segment joignant les �
plongements de
ses sommets	 Le �
plongement d�une face est l�int�rieur du polygone d��ni par les plongements
de ses sommets et ar�tes� ce polygone devant �tre plan pour les �
cartes	 En�n� le �
plongement
d�un volume est l�int�rieur du poly�dre d��ni par les plongements de ses sommets� ar�tes et
faces	

Il existe deux exceptions � ces d��nitions � la face non born�e d�une �
carte et le volume
non born� d�une �
carte sont respectivement plong�s sur l�ext�rieur d�un polygone et d�un
poly�dre	

D��nition �
�
� Pour une n
carte plong�e� �B� ��� � � � � �n��� ���� les i
plongements d�un brin
x de B sont d��nis par �

� ���x� � l�int�rieur du segment orient� ����x�� ������x��� �

� ���x� � l�int�rieur du polygone orient� f���y�� ���y�gy�h��i�x� �

� ���x� � l�int�rieur du poly�dre orient� f���y�� ���y�� ���y�gy�h�����i�x��

Comme les cellules d�une carte sont orient�es� les plongements de dimension sup�rieure
ou �gale � � h�ritent une orientation implicite	 Dans une �
carte� ceci permet de distinguer la
droite et la gauche d�une ar�te et ainsi de d��nir l�int�rieur d�une face comme �tant � droite
des ar�tes qui la constituent	

De m�me� pour les �
cartes� l�orientation permet de d��nir la normale d�une face pointant
vers le volume auquel elle appartient	 En�n� cette orientation permet de distinguer les faces
et volumes internes born�s des faces et volumes externes non born�s	

����
 Partition de l�espace de plongement

Nous aurons besoin dans la suite de v�ri�er qu�une carte mod�lise une partition de son
espace de plongement	 Les notions de genre ou de caract�ristique d�Euler peuvent �tre utilis�es
pour contr�ler formellement si une �
carte est planaire ����� c�est
�
dire plongeable dans le
plan� ou si une �
carte est plongeable sans auto
intersection dans R� 	

Ces notions sont cependant uniquement topologiques et indiquent la possibilit� d�un plon

gement qui r�alise une partition	 Elles ne su�sent pas � nos besoins car une carte planaire
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peut �tre plong�e de mani�re non
planaire� c�est
�
dire avec un plongement ne v�ri�ant pas
les conditions ci
dessous	

Nous dirons qu�une carte mod�lise une partition de son espace de plongement lorsque
l�ensemble de ses plongements � toute dimension est une partition de R� pour les �
cartes ou
R
� pour les �
cartes	 Ce qui signi�e que les plongements recouvrent enti�rement l�espace de

plongement sans aucune intersection	 Nous parlerons alors de cartes bien plong�es	

D��nition �
�
� Une n
carte plong�e� �B� ��� � � � � �n��� ���� est bien plong�e si l�ensemble
de ses plongements� ��B� � f���x�� � � � � �n�x�gx�B� v�ri�e les deux propri�t�s suivantes �

�
S

p���B�

p � R
n �

� �p� q � ��B�� p �� q � p � q � 	 �

La d��nition implicite des plongements de dimension sup�rieure ou �gale � � et l�orientation
des cellules permet d�obtenir un nombre restreint de conditions � v�ri�er pour qu�une carte
soit bien plong�e	

Proposition �
�
�� Une �
carte est bien plong�e si elle v�ri�e les cinq conditions �

�i� deux sommets distincts sont �
plong�s sur des points distincts �

�ii� le �
plongement d�un sommet n�est inclus dans aucun 	
plongement �

�iii� deux ar�tes distinctes sont 	
plong�es sur des segments non s�cants �

�iv� tout sommet est bien class� �

�v� une ar�te n�est pas 	
plong�e sur un segment de longueur nulle�

z

y

x

z

y

x

x

y

z

 a! mal class�  b! bien class�  c! mal class�

Fig� �	�� Sommets bien et mal class�s � les ��ches repr�sentent les �
liaisons

La condition �i� assure que des brins �
plong�s sur des points �gaux appartiennent au
m�me sommet� ce qui implique que toutes les �
liaisons possibles existent	 Les conditions �ii�
et �iii� assurent que les segments et points utilis�s pour les plongements ne s�intersectent pas	

La condition �iv� signi�e que lorsque les ar�tes incidentes � un sommet sont parcourues
dans le sens des liaisons par ��� leurs �
plongements tournent dans le sens trigonom�trique
autour du sommet  voir �gure �	�!	 Elle implique intuitivement que les faces ne se replient
pas sur elles
m�mes	

Toutes ces conditions assurent que les intersections entre �
plongements sont vides ce qui
n�a donc pas � �tre v�ri��	 La condition �v�� bien qu�elle ne soit pas n�cessaire� est ajout�e
pour la qualit� de la repr�sentation	

En exprimant les choses plus formellement en termes d�involution et en notant angle�x�
l�angle du segment ���x� avec un axe quelconque� �x� dans le plan R

� � on obtient �
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Proposition �
�
�� Une �
carte plong�e� �B� ��� ��� ���� est bien plong�e si elle v�ri�e les
cinq conditions qui suivent �

�i� �x� y � B� h��i�x� �� h��i�y�� ���x� �� ���y� �

�ii� �x� y � B� ���x� �� ���y� �

�iii� �x� y � B� h��i�x� �� h��i�y�� ���x� � ���y� � 	 �

�iv� �x � B� 
 x� � h��i�x� tel que angle�x�� � minfangle�y�gy�h��i�x� et tel que

la suite f angle�x��� angle����x���� � � � � angle��
k
��x���g soit croissante�

k �tant le plus petit entier tel que �k��
� �x�� � x� �

�v� �x � B� ���x� �� 	 �

Avec le m�me principe� pour les cartes de dimension �� on a �

Proposition �
�
�� Une �
carte est bien plong�e si elle v�ri�e les trois conditions �

�i� deux faces distinctes sont �
plong�es sur deux polygones dont les int�rieurs sont d�inter

section vide et dont les bords ne partagent que des segments non s�cants et des points
qui sont des 	
 ou �
plongements des brins des deux faces �

�ii� deux ar�tes distinctes sont 	
plong�es sur des segments distincts �

�iii� toute ar�te est bien class�e �

La condition �i� assure que l�int�rieur de deux �
plongements est d�intersection vide	 Elle
implique� de plus� que les segments et points de leurs bords sont d�intersection vide ou �gaux	
Dans ce dernier cas� la condition �ii� assure que ce sont les �
plongements de brins appartenant
� une m�me ar�te  li�s par ��!	 Cette condition �ii� implique �galement que toutes les �
liaisons
possibles existent	

De la m�me mani�re que pr�c�demment� la condition �iii� signi�e intuitivement que les
faces incidentes � une m�me ar�te tournent correctement autour de cet axe� ce qui implique
que les poly�dres correspondants aux �
plongements ne se replient pas sur eux
m�mes	 Nous
d�taillerons plus loin� en termes de normale� la d��nition de cette condition	

La condition  i! implique qu�une �
carte bien plong�e respecte les contraintes �x�es �
la dimension �� c�est
�
dire que des faces coplanaires v�ri�ent les contraintes �x�es pour les
�
cartes	 Comme dans une �
carte �� est une involution� la condition  i! pour deux faces
coplanaires s�exprime naturellement de fa
on plus simple que dans le cas des �
cartes	

Nous aurions pu �crire les conditions de bon plongement pour les �
cartes de mani�re
plus formelle� comme dans la proposition �	�	��	 Cependant� une telle description serait trop
absconse ici et les d�tails de ces conditions seront longuement discut�s lors de la d��nition du
ra�nement en dimension �	

��� Evaluation d�arbres CSG et cartes labell�es

����� D��nition des objets et arbres CSG

Les cartes combinatoires que nous venons de d��nir ne permettent pas une d��nition
explicite des objets	 En g�n�ral� on confond l�objet d��nit par une carte avec son plongement�
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en ne consid�rant pas la face ou le volume ext�rieur	 Ainsi� un objet mod�lis� par une carte est
usuellement consid�r� comme �tant l�ensemble des points� segments� polygones et poly�dres
sur lesquels sont plong�es ses di��rentes cellules	

Cette d��nition implicite emp�che la mod�lisation de plusieurs objets au sein d�une m�me
carte	 De plus� elle limite la notion d�objets aux objets ferm�s et r�gularis�s	 En e�et� dans
une carte� il est impossible de distinguer une cellule de son bord	 Ceci conduit forc�ment �
limiter les op�rations bool�ennes � leurs versions r�gularis�es	

Pour r�soudre ces probl�mes et s�parer la notion d�objet mod�lis� de la notion de subdi

vision fournie par les cartes� nous d��nissons un objet comme �tant un ensemble quelconque
de cellules d�une carte bien plong�e	 Cette d��nition permet de d��nir toutes sortes d�objets
et en particulier des objets non r�gularis�s� avec des faces ou des volumes trou�s et contenant
des sommets ou ar�tes isol�s� des ar�tes ou faces pendantes	

En restreignant cette d��nition� on peut ais�ment retrouver les d��nitions plus classiques�
utilis�es en CAO	 Par exemple� en dimension �� un objet form� uniquement de volumes internes
d�une �
carte et de toutes les faces� toutes les ar�tes et tous les sommets incidents � ces
volumes� d��nit un solide poly�drique ferm� et r�gularis� au sens classique	

Avant de donner les d��nitions pr�cises des objets� examinons les propri�t�s intuitives que
l�on souhaite obtenir pour ce mod�le	 Le but �nal �tant la d��nition d�op�rations bool�ennes� il
doit permettre de mod�liser� � la fois� des objets d�sign�s par un utilisateur et toute expression
ensembliste sur ces objets	

Ainsi� nous commen
ons par d��nir des objets identi��s� c�est
�
dire auxquels on a donn�
un nom	 Un objet  g�n�ral! est alors une expression bool�enne d�objets identi��s ou non	 Il
faut garder � l�esprit que de tels objets ne sont d�sign�s� en fait� que par des expressions
bool�ennes d�identi�cateurs	

Le but essentiel de cette approche est de fournir � notre mod�le d�objets la puissance
d�expression des mod�les CSG� o� un objet est d��nit comme une expression bool�enne de
primitives du mod�le	 Les objets que nous appelons identi��s joue ici le r�le de primitives	 La
di��rence essentielle est que nos objets identi��s peuvent �tre aussi complexes que possible�
puisque form�s d�un ensemble quelconque de cellules d�une carte s�lectionn�es par l�utilisateur	
Ceci inclut bien s#r des primitives form�es de cartes labell�es par avance	

Nous incorporons cette notion d�objet au mod�le des cartes en l��tendant par la notion
de label� pour obtenir ce que nous appelons des cartes labell�es	 Un objet est un ensemble de
cellules d�une carte donn�e qui doit pouvoir contenir un nombre quelconque de tels objets	
Ainsi� chaque cellule d�une carte peut appartenir � un ou plusieurs objets� voire m�me aucun
si cette cellule n�est utilis�e que pour en d��nir d�autres	

Pour repr�senter cette notion d�appartenance� nous associons � chaque brin d�une carte et
pour chaque dimension i un i
label	 Le i
label d�un brin est l�ensemble des identi�cateurs des
objets auxquels appartient la cellule de dimension i de ce brin	

D��nition �
�
� Une n
carte labell�e est un ��n�	�
uplet �B� ��� � � � � �n��� ��� I� 	�� � � � � 	n��
o� �

� �B� ��� � � � � �n��� ��� est une n
carte plong�e �

� I est un ensemble d�identi�cateurs� ou de noms� d�objets �

� 	i � B �� P�I�� � � i � n� est une fonction qui� � un brin de B� associe l�ensemble des
identi�cateurs des objets auxquels appartient sa cellule de dimension i �
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Cette d��nition non restrictive des cartes labell�es autorise la cr�ation de cartes avec
des labels incomplets� c�est
�
dire que les brins d�une m�me cellule peuvent avoir des labels
di��rents	 De plus� une carte labell�e peut �tre mal plong�e et donc contenir des intersections	

Nous verrons que cette possibilit� est utile pour la d��nition du ra�nement d�une carte
labell�e et pour une �valuation locale et uniquement topologique des op�rations bool�ennes	
Cependant� pour une d��nition sans ambigu�t� des objets� il est n�cessaire de d��nir la notion
de carte bien labell�e� pour laquelle tous les brins d�une cellule de dimension i portent le m�me
i
label	 Les objets seront alors d��nit sur des cartes bien labell�es et bien plong�es	

D��nition �
�
� Une n
carte� �B� ��� � � � � �n��� ��� I� 	�� � � � � 	n�� pour n ���� ��� est bien la

bell�e si �

� �x � B et �y � h��i�x� on a 	��y� � 	��x� �

� �x � B on a 	��x� � 	�����x�� �

� �x � B et �y � h��i�x� on a 	��y� � 	��x� �

� �x � B et �y � h��� ��i�x� on a 	��y� � 	��x�� pour n � ��

Un objet est alors constitu� des i
plongements des brins d�une carte dont les i
labels
v�ri�ent certaines conditions	 Comme les cartes doivent aussi bien repr�senter des objets
explicitement d��nis que des objets r�sultant d�op�rations bool�ennes� la d��nition des objets
est r�alis�e en deux �tapes	 Pour un objet indenti�� par o� la condition sur les labels des brins
est qu�ils contiennent o� ce qui formellement donne la d��nition suivante �

D��nition �
�
� Soit C � �B� ��� � � � � �n��� ��� I� 	�� � � � � 	n� une n
carte bien labell�e et bien
plong�e� Un objet identi�� O� d�identi�cateur o� de C est d��ni par �

O �
n�
i	�

n
�i�x�� tel que x � B et o � 	i�x�

o

Un objet est alors une expression bool�enne d�objets identi��s	 Les objets sont donc d��nis
par induction comme des objets identi��s ou comme union� intersection ou di��rence de deux
objets ou comme le compl�ment d�un objet	 La d��nition d�un objet s��crit alors formellement �

D��nition �
�
	 Un objet O est soit �

� un objet identi�� �

� O � A 
 B� o� A et B sont des objets �

� O � A � B� o� A et B sont des objets �

� O � A n B� o� A et B sont des objets �

� O � A� o� A est un objet�

Cette d��nition des objets est similaire � celle des arbres CSG	 Cependant son int�r�t
r�side dans le fait que l�utilisation de la labellisation des cartes permet de transformer les
tests g�om�triques� n�cessaires dans le cadre de la CGS� en des tests sur les labels	

En e�et� dans une carte C bien plong�e et bien labell�e� pour tester si le i
plongement
d�une cellule appartient � un objet� il su�t de tester une condition sur le i
label d�un brin
x de cette cellule	 En notant cond�O� x� i� la condition d�appartenance du i
plongement d�un
brin x de C � l�objet O� la d��nition des objets devient �
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D��nition �
�

 Soit C � �B� ��� � � � � �n��� ��� I� 	�� � � � � 	n� une n
carte bien labell�e et bien
plong�e� Un objet O de C est �

O �
n�
i	�

f�i�x�� tel que x � B et cond�O� x� i�g

avec �

� cond�O� x� i� � o � 	i�x�� si O est un objet de base d�identi�cateur o �

� cond�O� x� i� � cond�A� x� i� � cond�B� x� i�� si O � A 
 B �

� cond�O� x� i� � cond�A� x� i� � cond�B� x� i�� si O � A � B �

� cond�O� x� i� � cond�A� x� i� � �cond�B� x� i�� si O � A n B �

� cond�O� x� i� � �cond�A� x� i�� si O � A�

Cette d��nition transforme ainsi une expression bool�enne de primitives en une expression
bool�enne de conditions � v�ri�er sur les labels	 De plus� elle permet une d��nition des objets
sans ambigu�t�	 Une carte bien plong�e r�alisant une partition de son espace de plongement�
les cellules de la carte sont bien d��nies et sans intersection	 Un objet form� de ces cellules est
donc correctement d��ni� au sens o� chaque cellule est distincte des autres	 On emp�che� ainsi�
que deux cellules se chevauchant puissent simultan�ment appartenir ou ne pas appartenir �
un objet	

Dans la suite� et notamment dans les exemples� nous confondrons� pour simpli�er� un objet
identi�� avec son identicateur	 De m�me un ensemble d�indenti�cateurs sera repr�sent� par
un mot� par exemple A pour l�ensemble fAg et AB pour l�ensemble fA�Bg	

B B ABAB

A A AA A

A A

A A

AAB

A

AB

A A

ABB

B

B

(c) Deux objets A et B dans une carte
A A A

A

A A

A

A AA

(a) Un unique objet A

Fig� �	��� Exemples d�objets en dimension �

Exemple �
�
� La �gure ��	� montre deux cartes labell�es mod�lisant l�une un objet A et
l�autre deux objets A et B� Pour plus de clart�� seul un label par cellule est repr�sent�� sous
la forme de lettres majuscules plac�es � cot� de chaque cellule� L�objet A est le m�me dans
les deux cartes� Il est form�� dans la carte de gauche �a
� d�une face carr�e� de � ar�tes et �
sommets �a
� Dans la carte de droite �b
� les cellules de A ont �t� subdivis�es� mais l�union de
leurs plongements est la m�me� L�objet B est form� de deux faces rectangulaires� de � ar�tes
et � sommets �b
� Remarquons que les cellules appartenant � la fois � A et � B sont marqu�es
AB dans la �gure�

Les conventions graphiques pour les cellules� en fonction de leur label� sont les suivantes �
pour les faces et les sommets� ceux de label A sont en gris� ceux de label B en gris clair� ceux
de label AB en gris fonc� et les autre� i�e� ayant un label vide� sont en blanc� Pour les ar�tes�
celles de label A sont repr�sent�es par des segments pleins� celles de label B par des tirets�
celles de label AB par des segments �pais et les autres par des pointill�s� ut
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Les objets� tels que nous les avons d��nis� sont donc des ensembles de points� puisque
form�s de l�ensemble des plongements de certaines cellules d�une carte sous
jacente	 Ces en

sembles de points peuvent �tre non r�guliers et ouverts	 Avec cette d��nition� un objet ne
poss�de plus de structure topologique explicite	 Cependant� il faut noter qu�un objet poss�de
une topologie induite de sa carte sous
jacente	 Les relations d�adjacence et d�incidence entre
les cellules d�une carte se re��tent sur les ensembles de points formant les objets qui sont
d��nis par la labellisation de cette carte	

Il �tait �galement possible d��nir les objets par des ensembles de cellules d�une carte� en
consid�rant qu�un objet est une sous
carte de la carte labellis�e dont les brins sont ceux qui
v�ri�ent les conditions d�crites pour les labels	 Nous aurions pu ainsi obtenir directement� aux
niveaux des objets� les notions topologiques d��nies pour la carte sous
jacente	 Mais dans ce
cas� il n��tait plus possible de mod�liser des objets ouverts ou non r�guliers puisque dans une
carte une cellule est d��nie par son bord	 De plus� le principe de s�lection et d�extraction d��ni
dans la section suivante permet d�obtenir une sous
carte minimale n�cessaire � la mod�lisation
d�un objet obtenu par �valuation d�op�rations bool�ennes	

����� Evaluation d�op�rations bool�ennes

Nous avons vu que pour �valuer un objet d��ni par une expression bool�enne� il �tait
int�ressant de calculer le ra�nement des objets de d�part et que le r�sultat de l�op�ration
�tait obtenu en s�lectionnant les parties n�cessaires du ra�nement	 Cette id�e est g�n�ralis�e
� travers le ra�nement des cartes labell�es� de fa
on � prendre en compte la d��nition des
objets donn�e ci
dessus	

Consid�rons une carte labell�e� mal plong�e et mal labell�e	 Le ra�nement de cette carte
consiste � la transformer de mani�re � ce qu�elle soit bien plong�e et bien labell�e	 Pour bien
comprendre cette id�e centrale� examinons ce que peuvent �tre de telles cartes	 Supposons
que nous avons deux cartes bien plong�es et bien labell�es mod�lisant� sans ambigu�t�� deux
objets A et B	

Si on fusionne na�vement ces deux cartes� on obtient une unique carte contenant deux
composantes connexes qui peuvent s�intersecter	 Cette carte est donc mal plong�e	 Le ra�ne

ment uniquement g�om�trique� comme d��ni pr�c�demment� de cette carte la transforme en
une carte bien plong�e� mais s#rement mal labell�e	

Une deuxi�me transformation que nous appelons compl�tion des labels et qui utilise uni

quement les propri�t�s topologiques de la carte� c�est
�
dire les relations d�incidence et d�adja

cence entre ses brins� la transforme en une carte bien labell�e	 Dans cette derni�re� les cellules
appartenant � l�intersection de A et B auront comme label l�ensemble AB	

Exemple �
�
� Dans la �gure ��		� deux composantes connexes d�une carte d��nissent deux
objets A et B� Celles
ci sont repr�sent�es s�par�ment en �a
 et �b
� pour la clart� de la �gure�
mais partagent un point de r�f�rence O commun� Les conventions graphiques sont les m�mes
que pr�c�demment�

Dans le ra�nement �c
 de cette carte� les cellules ont �t� subdivis�es et les labels compl�t�s�
Le r�sultat de l�op�ration bool�enne B n A est s�lectionn� �d
 en vidant les labels des cellules
n�appartenant pas au r�sultat� c�est
�
dire ici celles dont le label ne contient pas b ou contient a�

Si n�cessaire� on peut ensuite extraire une carte plus petite repr�sentant le r�sultat �e
 en



�� CHAPITRE �� RAFFINEMENT ET CARTES COMBINATOIRES

B

B B

B

B

BB

B
O

(b) Objet B
A A A

A

A A

A

A AA
O

(a) Objet A

O

B

B

B

BB

B

B

(d) Difference ensembliste B \ A

O

B

B

B

BB

B

B

ABAB

A A AA A

A A

A A

AAB

A

AB

A A

AB

(c) Raffinement de la carte

O

ABAB

AB AB

AB

(f) Extraction de
l’intersection de A et B

O

B

B

B

BB

B

B

(e) Extraction de B \ A

Fig� �	��� Exemple de ra�nement d�une carte labell�e

supprimant les cellules dont tous les labels sont vides� La �gure �f
 repr�sente l�extraction de
A � B dont les cellules sont celles dont le label est AB� ut

Lorsque le r�sultat du ra�nement contient plusieurs composantes connexes� chacune d�elles
est compl�tement incluse dans une face en dimension �� ou dans un volume en dimension
�� d�une autre	 Ceci est assur� par le fait qu�apr�s le ra�nement� les bords de deux cellules
distinctes ont une intersection vide	 Remarquons qu�une composante connexe peut �tre incluse
dans la face ou le volume ext�rieur des autres composantes	 Ainsi les composantes connexes
sont embo"t�es les unes dans les autres� ce qui classiquement d��nit un trou� dans une face
ou un volume des premi�res	 Ceci peut emp�cher le ra�nement de compl�ter correctement
les labels	

B

B

A

B

A

AB

B

B

(a)

(b) (c) (d)

Fig� �	��� Exemples avec deux composantes connexes

Exemple �
�
� Dans la �gure ��	� �a
 o� seuls les labels de faces sont repr�sent�s� deux



���� EVALUATION D�ARBRES CSG ET CARTES LABELL�ES ��

objets A et B sont mod�lis�s� Ils sont superpos�s� en �b
� pour que A repr�sente un trou dans
B� Le ra�nement ne modi�e rien � la carte �b
�

En e�et� les bords de A et B ne s�intersectent pas� Donc� les propri�t�s d�incidence ne
su�sent pas pour d�duire que A est situ� � l�int�rieur de B� Le r�sultat correct serait la
subdivision �c
�

Notons que si B est mod�lis� avec une face interne� comme en �d
� alors le r�sultat correct
est obtenu par le ra�nement puisque les bords de A et B s�intersectent alors� ut

Ce probl�me n�est pas li� � la d��nition que nous avons donn�e pour le ra�nement� mais
est uniquement d# au fait que les cartes combinatoires ne permettent pas de repr�senter ce
type de trous	

Les m�thodes classiques pour r�soudre ce type de probl�me passent par la construction
d�un arbre d�inclusion pour les composantes connexes	 Dans un tel arbre� une ar�te entre deux
composantes indique que la deuxi�me est un trou dans une face ou un volume de la premi�re	
Cette technique implique l�utilisation d�une structure plus complexe� ce qui� � notre sens� n�est
ni n�cessaire ni satisfaisant	

La solution que nous utilisons consiste � ajouter une ar�te entre les deux composantes
connexes	 On peut� en e�et� consid�rer qu�une ar�te de l�arbre d�inclusion a la m�me signi�

cation qu�une ar�te reliant deux composantes d�une carte	 De plus� ceci permet de r�soudre
le probl�me� sans avoir � modi�er la d��nition des objets et du ra�nement des cartes label

l�es	 La seule modi�cation � apporter est que le ra�nement� outre la subdivision des cellules
s�cantes� doit relier entre elles les composantes connexes	

����� Repr�sentation et �valuation d�arbre CSG

Pour simpli�er la pr�sentation� nous avons pr�sent�� dans la section pr�c�dente� des exem

ples d�op�rations bool�ennes entre deux objets	 Cependant� la d��nition des objets bas�e sur
les cartes labell�es et la d��nition du ra�nement permet d��tendre ces m�thodes � la d��nition
et � l��valuation d�arbres CSG	 De plus ces d��nitions fournissent naturellement la possibilit�
d��diter les op�rations bool�ennes � calculer	

Rappelons qu�un arbre CSG est un arbre dont les feuilles sont des primitives et dont les
n$uds sont �tiquet�s par des op�rations bool�ennes	 Les primitives d�un tel arbre peuvent
�tre repr�sent�es par di��rentes composantes connexes d�une m�me carte labell�e pouvant
s�intersecter	 Un arbre CSG peut donc �tre repr�sent� par une carte mal plong�e et mal
labell�e � laquelle on associe une expression bool�enne sur les identi�cateurs d�objets	

L��valuation d�un arbre CSG correspond alors au ra�nement de la carte� puis � la s�lec

tion des cellules du ra�nement dont les labels v�ri�ent l�expression bool�enne	 De plus� le
ra�nement de l�ensemble des primitives de cet arbre est calcul� en une seule fois	 Ainsi� tous
les arbres CSG ayant les m�mes primitives et des op�rations di��rentes aux n$uds peuvent
�tre �valu�s par simple s�lection dans le ra�nement� puisque la phase de s�lection et s�par�e
de la phase de ra�nement	

Cela rend possible une �dition interactive des arbres CSG ����� car la modi�cation de
l�expression bool�enne n�entra"ne qu�une simple modi�cation de la s�lection� puisque tous les
arbres construits avec des primitives identiques conduisent � un ra�nement identique	
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Chapitre �

Sp�ci�cations alg�briques

Pour formaliser la notion de subdivision et pour �viter les probl�mes dus aux structures
de donn�es concr�tes et � la sp�ci�cit� des langages de programmation� les cartes et les
op�rations les manipulant sont d��nies � travers une sp�ci�cation alg�brique ����	 Celle
ci
d�crit le comportement d�un ensemble de s�lecteurs et constructeurs de cartes � travers une
th�orie �quationnelle du premier ordre	 Des d�tails compl�mentaires sur les sp�ci�cations
alg�briques des cartes et sur les op�rations de base peuvent �tre trouv�es dans ���� ��� ��� ���
et sur l�usage d�alg�bres et de sp�ci�cations formelles en mod�lisation g�om�trique dans ����	

Malgr�s nos e�orts pour am�liorer la lisibilit� des sp�ci�cations donn�es dans ce chapitre�
elles restent parfois absconses	 Cependant� notons tout de suite qu�il n�est pas n�cessaire de
les lire en d�tail pour comprendre la d�marche adopt�e	 L�essentiel est de percevoir comment
s�imbriquent les di��rents modules et d�examiner les pro�ls des fonctions et parfois leurs
pr�conditions	 Les axiomes sont expliqu�s de mani�re plus informelle� dans le texte� les plus
importants �tant sch�matis�s par des �gures et des exemples	

��� Sp�ci	cation de base

Nous utiliserons� dans la suite de ce chapitre� un certain nombre de sp�ci�cations standard
que nous ne redonnons pas ici	 Les premi�res sont BOOL et INT qui d��nissent respective

ment les bool�ens et les entiers avec les op�rations logiques et arithm�tiques habituelles	 Des
exemples de telles sp�ci�cations peuvent �tre trouv�es dans ����	

Nous aurons� de plus� besoin de manipuler des donn�es g�om�triques	 Les sp�ci�cations
des op�rations sp�ci�ques � ce travail seront donn�es par la suite et dans l�annexe A	 Ces
op�rations utilisent des nombres� sous formes de rationnels� de r�els ou de d�cimaux � virgules
�ottantes� et des op�rations arithm�tiques sur ces nombres	 Nous utiliserons� dans la suite� une
sp�ci�cation FLOAT d��nissant le type Float correspondant� suivant le contexte� � l�un ou
l�autre des types de donn�es pr�c�demment cit�s	 Les sp�ci�cations classiques des rationnels
apparaissent �galement dans ���� et des explications compl�mentaires sur l�utilisation des
nombres sont donn�es dans l�annexe A	

��
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��� Sp�ci	cation des �
cartes

Dans cette section� nous sp�ci�ons alg�briquement les �
cartes et les op�rations topolo

giques qui leur sont li�es	 Pour simpli�er l��criture des sp�ci�cations� nous utilisons les entiers
pour repr�senter les brins	

����� G�n�rateurs � S�lecteurs de base � Pr�conditions

Les �
cartes sont d��nies � partir de trois g�n�rateurs de base v� l� et l� ���� ���	 Intuiti

vement� ces op�rations sont les op�rations �l�mentaires servant � la construction des �
cartes�
� partir d�une carte vide et par insertions et liaisons successives de brins	 Plus pr�cis�ment�
l�op�ration v cr�e une carte vide	 L�op�ration l��C� x� y� ins�re deux nouveaux brins x et y
dans la carte C et cr�e une �
liaison entre ces deux brins	 L�op�ration l��C� x� y� cr�e une
�
liaison depuis le brin x vers le brin y	

Ainsi� dans la carte l��C� x� y�� on a ���x� � y et ���y� � x� le �
lien �tant sym�trique
puisque �� doit �tre une involution	 Et dans la carte l��C� x� y�� on a ���x� � y� mais pas
toujours ���y� � x� puisque �� doit d��nir une permutation qui n�est pas n�cessairement une
involution	 Nous aurons besoin plus loin que ces g�n�rateurs de base commutent entre eux�
pour pouvoir consid�rer comme �gales des cartes qui ont �t� construites en appliquant les
g�n�rateurs dans un ordre di��rent	

12
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-2

3
-1

Fig� �	�� Une �carte simple

Exemple �
�
� La carte de la �gure ��	 est repr�sent�e par un des termes suivants �

C � l��l��l��l��l��v���� ������ ������ ������ ��� �� ��

ou C � l��l��l��l��l��v���� ������ ��� �� ������ ������ ��

ou par tout autre permutation valide des g�n�rateurs de base� ut

Le pro�l des g�n�rateurs de bases et les axiomes de permutations sont donn�s dans la
sp�ci�cation �
CARTE
GEN de la table �	� o� nous utilisons un style d��criture proche de
celui qui est propos� dans ����	 Ainsi dans chaque sp�ci�cation� le mot cl� Sp�c donne le nom
du module de sp�ci�cation� le mot cl� �tend pr�cise les modules import�s et �tendus dans le
nouveau module� le mot cl� avec introduit le corps du module	 Ce corps est divis� en quatre
parties	 La premi�re partie� Sortes� d�crit les nouvelles sortes introduites dans le module	
La seconde� Op�rateurs� donne le pro�l des op�rateurs d��nis dans le module� alors que la
troisi�me� Axiomes� et la derni�re� Pr�conditions� expriment respectivement les axiomes
et les pr�conditions pr�cisant le comportement et l�usage de ces op�rateurs	

Les sortes correspondent intuitivement � des types abstraits dont les �l�ments sont cons

truits par les g�n�rateurs	 Dans la sp�ci�cation �
CARTE
GEN� la sorte Brin est d��nie
comme �tant �gale � la sorte Int	 La sorte �Carte� d��nie dans ce module de sp�ci�cation�
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Tab� �	�� G�n�rateurs des cartes

Sp�c ��CARTE�GEN �tend BOOL� INT avec

Sortes Brin � Int� �Carte �renomme la sorte Int en Brin�

Op�rateurs

v � �� �Carte �carte vide�
l� � �Carte Brin Brin �� �Carte ���liaison�
l� � �Carte Brin Brin �� �Carte ���liaison�

Axiomes �C � �Carte � x� y� z� t � Brin�
l��l��C� x� y�� z� t� � l��l��C� z� t�� x� y�
l��l��C� x� y�� z� t� � l��l��C� z� t�� x� y�
l��l��C� x� y�� z� t� � l��l��C� z� t�� x� y�

Fin

recouvre l�ensemble des termes de type abstrait �Carte et repr�sentant une carte de dimension
�	 Ces termes sont construits � partir des g�n�rateurs v� l� et l� qui sont les fonctions qui ont
une valeur de retour de sorte �Carte	 Les termes de sortes �Carte sont donc soit v la carte
vide� soit un terme compos� d�insertions et liaisons successives dans la carte vide	

Les g�n�rateurs v� l� et l� permettent la construction d�ensembles de brins �
 ou �
li�s
sans contraintes	 Pour nous assurer que nous construisons bien des cartes� nous utilisons
des pr�conditions qui d��nissent des contraintes limitant l�utilisation de chaque op�rateur	
A�n de pouvoir d��nir ces pr�conditions et pour pouvoir observer les cartes construites� nous
d��nissons un ensemble d�observateurs ou de s�lecteurs de base� ��� ��� ��� et e� dont les deux
premiers correspondent aux fonctions �� et �� utilis�es dans la d��nition des cartes	

Ces s�lecteurs devant permettre l�observation de toute carte� nous leur ajoutons un pa

ram�tre de sorte �Carte	 Ainsi les s�lecteurs ���C� x� et ���C� x� donnent respectivement
l�image d�un brin x par les fonctions �� et ��� dans la carte C	 Le s�lecteur e�C� x� teste
l�existence du brin x dans C	

Pour pouvoir d��nir �� comme une permutation totale� m�me si tous les liens ne sont pas
explicitement construits� nous d��nissons la fonction ����C� x� qui est l�inverse de ��� et les
fonctions ald�� ali� et al� qui testent la pr�sence de �
liens explicites sur le brin x	 Nous avons
vu que le g�n�rateur l��C� x� y� cr�e un �
lien depuis x vers y	 Nous dirons que ce lien est un
�
lien direct depuis x et un �
lien indirect vers y	

Ainsi� ald��C� x� test l�absence de �
lien direct depuis x� et donc� renvoie vrai si x n�a pas
�t� explicitement li� � un brin y� par l�utilisation de l��C �� x� y�	 Respectivement� ali��C� x�
teste l�absence de �
lien indirect vers x cr�� par l�utilisation de l��C �� y� x�	 Et la fonction
al��C� x� teste l�absence de �
lien direct ou indirect sur x	

La �gure �	� sch�matise l��tude de cas utilis�e dans la sp�ci�cation de ��	 Lorsque l�on
cherche l�image� z� � ���l��C� x� y�� z�� de z par ��� dans une carte o� il existe un �
lien de x
vers y� trois cas ce pr�sentent	

Dans le premier cas  a!� z appartient au sommet de x et y� mais il n�y a pas de �
lien de z
vers z�	 Alors la suppression du �
lien entre x et y d�connecte le sommet	 Le brin z� recherch�
est l�image par �� de x� dans la carte C o� le sommet a �t� �clat�	

Dans le deuxi�me cas  b!� z appartient au sommet de x et y et il y a un �
lien de z vers
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Tab� �	�� S�lecteurs de base et pr�conditions des g�n�rateurs

Sp�c ��CARTE �tend ��CARTE�GEN avec

Op�rateurs

e � �Carte Brin �� Bool �existence�
��� ��� ��� � �Carte Brin �� Brin �fonctions d�adjacence�
al�� ald�� ali� � �Carte Brin �� Bool �absence de ��liens�directs�indirects�

Axiomes �C � �Carte � x� y� z � Brin�
e�v� z� � faux
e�l��C� x� y�� z� � �z � x� ��z � y� � e�C� z�
e�l��C� x� y�� z� � e�C� z�

���l��C� x� y�� z� � si z � x alors y
sinon si z � y alors x

sinon ���C� z�
���v� z� � z
���l��C� x� y�� z� � si z � x alors y

sinon si z � ����C� y� alors ���C� x�
sinon ���C� z�

����v� z� � z
����l��C� x� y�� z� � si z � y alors x

sinon si z � ���C� x� alors ����C� y�
sinon ����C� z�

ald��v� z� � vrai
ald��l��C� x� y�� z� � si z � x alors faux sinon ald��C� z�

ali��v� z� � vrai
ali��l��C� x� y�� z� � si z � y alors faux sinon ali��C� z�

al��C� z� � ald��C� z� � ali��C� z�

Pr�conditions

prec e�C� x� � vrai
prec l��C� x� y� � x �� y � �e�C� x� � �e�C� y�
prec l��C� x� y� � x �� y � e�C� x� � e�C� y� � ald��C� x� � ali��C� y�
prec ���C� x� � prec ���C� x� � prec ����C� x� � e�C� x�
prec ald��C� x� � prec ali��C� x� � prec al��C� x� � e�C� x�

Fin

y
x

z
z’

y

z
z’

x

(a) S’il n’y a pas de 1-lien depuis z vers z’

y
x

z
z’

y
x

z
z’

(b) S’il y a un 1-lien depuis z vers z’

Fig� �	�� Etude de cas pour la recherche de z� � ���C� z�
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z�	 Alors la suppression du �
lien entre x et y ne change pas la con�guration du sommet et la
recherche peut continuer dans C	 Le troisi�me cas n�est pas repr�sent� et correspond au cas
o� z n�appartient pas au sommet de x et y	 Ce cas est trait� comme le second et la recherche
continue dans C	

Les s�lecteurs ci
dessus nous permettent de d��nir pr�cis�ment les contraintes d�int�grit�
sur les cartes en donnant des pr�conditions � l�utilisation de l� et l�	 Ces contraintes assurent
que� pour une carte C� �� et �� sont respectivement une involution sans point �xe et une
permutation de l�ensemble des brins	 Elles consistent � v�ri�er pour l��C� x� y� que les brins x
et y sont distincts et n�existent pas d�j� dans C et pour l��C� x� y� que x et y sont distincts�
existent dans C et sont libres de �
liens respectivement direct et indirect	

Les pr�conditions sont introduites par le mot cl� prec	 L�expression prec op�x�� � � � � xn� �
c�x�� � � � � xn� signi�e que l�op�rateur op peut �tre utilis� avec les param�tres x� � � � xn si la
condition c�x�� � � � � xn� est �valu�e � vrai	 Les s�lecteurs susmentionn�s et les pr�conditions
sur les g�n�rateurs de base sont d��nis dans la sp�ci�cation �
CARTE de la table �	�	

Dans les sp�ci�cations� lorsque nous d��nissons un s�lecteur� nous exprimons son compor

tement envers chaque g�n�rateur de base sous forme d��quations	 En �crivant ces derni�res� il
appara"t que certaines signi�ent uniquement qu�un g�n�rateur� g� n�a pas d�e�ets sur le s�lec

teur� s	 C�est le cas� par exemple� pour le troisi�me axiome d��nissant e	 De telles �quations
sont de la forme s�g�C� � � ��� � � �� � s�C� � � ��	

Comme dans ����� pour simpli�er la lecture des sp�ci�cations� nous omettons certaines
de ces �quations� dont nous dirons qu�elles sont implicites� en sachant qu�elles peuvent �tre
reconstitu�es automatiquement	 Ainsi dans la table �	�� les axiomes entre� respectivement� ��

et l�� et� ��� ��� et l�� n�apparaissent pas	
La sp�ci�cation �
CARTE d�crit compl�tement les cartes de dimension � et les op�rateurs

permettant de les construire	 La sorte �Carte ainsi d��nie v�ri�e la d��nition math�matique
qui en a �t� donn�e	 Il est� en e�et� ais� de v�ri�er que �� et �� sont respectivement une
involution sans point �xe et une permutation	 Ceci pourrait �tre prouv� en utilisant les axiomes
et les pr�conditions d��nissant ces fonctions� comme cela a �t� r�alis� dans ����	

Une �
Carte est repr�sent�e par une classe d��quivalence de termes de sorte �Carte form�s
par des applications successives des g�n�rateurs de base dont l�ordre d�application est indif

f�rent tant que leurs pr�conditions sont v�ri��es	 Une carte peut ainsi �tre repr�sent�e par
n�importe lequel des termes de cette classe d��quivalence	

Nous avons d��ni un ensemble restreint de s�lecteurs qui su�ssent � observer les cartes	
On peut noter que ces s�lecteurs observent de la m�me fa
on tous les termes repr�sentant une
m�me carte	

����� Op�rateurs topologiques

Pour pouvoir manipuler commod�ment les cartes et� en fait� les termes les repr�sentant�
nous aurons besoin d�op�rateurs topologiques de plus haut niveau	 Nous s�parons ces op�ra

teurs en trois familles � les constructeurs et les destructeurs qui modi�ent la topologie d�une
carte en y ajoutant ou supprimant des �l�ments� et les s�lecteurs� ou observateurs qui per

mettent d�observer les propri�t�s topologiques de ses brins	

L�ensemble de ces op�rateurs est d��ni dans la sp�ci�cation �
CARTE
TOPO� d�crite dans
la table �	�� �tend la sp�ci�cation �
CARTE	 Comme pour les s�lecteurs� certains axiomes
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implicites� de la forme op�g�C� � � ��� � � �� � g�op�C� � � ��� � � ��� o� op est un op�rateur et g un
g�n�rateur� sont omis pour la description des constructeurs	

Tab� �	�� Op�rateurs topologiques sur les cartes

Sp�c ��CARTE�TOPO �tend ��CARTE avec

Op�rateurs

ca � �Carte Brin Brin Brin �� �Carte �coupe une ar�te en ins�rant deux brins�
dl�� ds � �Carte Brin �� �Carte �d�tache un brin de son sommet�
da� dai � �Carte Brin �� �Carte �d�truit une ar�te� une ar�te isol�e�
eqs� eqa � �Carte Brin Brin �� Bool �teste l��galit� de � sommets� � ar�tes�

Axiomes �C � �Carte � x� y� z� x�� y� � Brin�
ca�l��C� x� y�� z� x�� y�� � si z � x � z � y

alors l��l��l��l��C� x� x��� y� y��� x�� y��� y�� x��
sinon l��ca�C� z� x�� y��� x� y�

dl��l��C� x� y�� z� � si z � x � z � y alors dl��C� z�
sinon l��dl��C� z�� x� y�

ds�C� z� � si al��C� z� alors C
sinon si ����C� z� � ���C� z� alors dl��C� z�

sinon l��dl��C� z�� ����C� z�� ���C� z��

dai�l��C� x� y�� z� � si z � x � z � y alors C
sinon l��dai�C� z�� x� y�

da�C� x� � dai�ds�ds�C� x�� ���C� x��� x�

eqe�C� x� y� � �y � x� ��y � ���C� x��

eqs�C� x� y� � eqs��C� x� x� y�
eqs��C� x�� x� y� � si �x � y� alors vrai

sinon si ���C� x� � x� alors faux
sinon eqs��C� x�� ���C� x�� y�

Pr�conditions

prec ca�C� z� x�� y�� � e�C� z� � prec l��C� x�� y��
prec dl��C� x� � prec ds�C� x� � e�C� x�
prec dai�C� x� � e�C� x� � al��C� x� � al��C����C� x��
prec da�C� x� � e�C� x�
prec eqs�C� x� y� � prec eqa�C� x� y� � e�C� x� � e�C� y�

Fin

Deux s�lecteurs suppl�mentaires� eqa et eqs� testent l��galit� de deux ar�tes et celles de
deux sommets	 Pour cela� la fonction eqa�C� x� y� teste si y appartient � l�ar�te de x� c�est
�

dire si y est �gal � x ou � ���C� x�	 La fonction eqs�C� x� y� teste si y appartient au sommet
de x en parcourant ce sommet gr�ce � la fonction auxiliaire eqs��C� x�� x� y�� o� x� est le brin
de d�part du parcours et x le brin courant	

Le seul constructeur d��ni ici est la fonction ca�C� x� x�� y�� qui coupe une ar�te en deux	
Dans une carte C� l�ar�te form�e par les brins x et y � ���C� x� est coup�e en deux en ins�rant
les brins x� et y� entre x et y pour former deux nouvelles ar�tes fx� x�g et fy�� yg	 La �gure �	�
donne une description graphique de cette fonction	 Pour r�aliser cette op�ration� dans la carte
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x
y

la carte C

x
yx’

y’

ca(C, x, x’, y’)

Fig� �	�� Illustration du constructeur ca�C� x� x�� y��

ca�C� x� x�� y�� le �
lien entre x et y est d�truit� des �
liens sont ajout�s entre x� x� et y� y� et
des �
liens sont ajout�s entre x� et y�	

x

la carte C

x

ds(C, x)

x

dl1(C, x)

Fig� �	�� Illustration des destructeurs dl��C� x� et ds�C� y�

Les premiers destructeurs servent � manipuler les sommets	 Les fonctions dl��C� x� et
ds�C� x�� repr�sent�es �gure �	�� d�tachent le brin x du sommet auquel il appartient	 La
di��rence r�side dans le fait que dl� d�truit simplement toutes les �
liaisons de x� tandis que
ds� apr�s avoir d�truit les �
liaisons de x� place un �
lien entre les brins ����C� x� et ���C� x��
�vitant ainsi l��clatement du sommet auquel appartenait x	

Les autres destructeurs servent � supprimer des ar�tes	 La fonction dai�C� x� d�truit une
ar�te isol�e qui est une ar�te dont les deux brins sont libres de �
liens	 Pr�cis�ment� dai�C� x�
supprime le �
lien entre les brins x et y � ���C� x� et ainsi supprime ces deux brins de C	
La fonction da�C� x� d�truit une ar�te quelconque en deux phases	 Elle d�tache d�abord les
brins x et y de leur sommet transformant l�ar�te fx� yg en une ar�te isol�e et utilise ensuite
dai�C� x� pour supprimer cette ar�te	

La sp�ci�cation �
CARTE
TOPO d��nit un ensemble d�op�rateurs topologiques permet

tant la manipulation des �
cartes	 Cet ensemble de fonctions est su�sant pour la construction
du ra�nement qui sera d�crite plus loin	 Les op�rateurs sont d��nis de telle fa
on que� s�ils
sont appliqu�s � deux termes distincts repr�sentant une m�me carte� alors ils donnent le m�me
r�sultat	

����� Op�rateurs de plongement

Nous d�crivons� dans cette section� les op�rations de plongement pour les cartes de dimen

sion �	 Nous utilisons pour cela une sp�ci�cation des objets g�om�triques de R� qui d��nit
les sortes Point et Segment	 Dans celle
ci� un segment est d��ni par le terme gs�p� q�� o� p
et q sont deux points	 La fonction eqp�p� q� teste si les points p et q sont �gaux	 La sp�ci

�cation GEO
�D concernant les objets g�om�triques de R� et les sp�ci�cations POINT
�D�
VECTEUR
�D et SEGMENT
�D qu�elle utilise� sont d�crites pr�cis�ment dans l�annexe A	

Le plongement des sommets d�une carte est r�alis� par la fonction gp��C� x� p� qui �
plonge
le sommet du brin x sur le point p� dans la carte C	 Cet op�rateur est d�crit dans la sp�ci

�cation �
CARTE
PLONGEE de la table �	�	 Notons que� dans cette derni�re� un ensemble
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d��quations implicites peut �tre ajout� automatiquement pour sp�ci�er le comportement des
op�rateurs topologiques pr�c�demment d��nis vis
�
vis de ce nouveau g�n�rateur	

Comme nous souhaitons que le plongement d�un sommet puisse �tre port� par n�importe
lequel de ses brins� un axiome liant gp� et l� est ajout�	 Cet axiome stipule que si deux brins
sont �
li�s alors le fait de placer le plongement sur l�un ou l�autre� conduit � deux cartes �gales	

p q

x
y

t

z

q

x
y

t

z

Une carte C La carte gp0(C, t, p)

Fig� �	�� Exemple de plongement et conventions graphiques

Exemple �
�
� La �gure ��� montre un exemple de plongement dans une carte C� Dans la
carte gp��C� t� p� le sommet de t� contenant les brins t� y et z� est plong� sur p� L�utilisation de
gp��C� y� p� ou gp��C� z� p� aurait conduit au m�me r�sultat� Les plongements sont sch�matis�s
par un nom de point encadr� qui est reli�� par une courbe en pointill�e� � un des brins du
sommet plong�� ut

Des axiomes suppl�mentaires sont �galement �crits pour exprimer le fait que le g�n�ra

teur gp� doit pouvoir� pour les m�mes raisons que pr�c�demment� commuter avec les autres
g�n�rateurs	 Ces axiomes et les �quations implicites susmentionn�es n�apparaissent pas dans
la table �	�	

De m�me que pr�c�demment� nous d��nissons un ensemble de s�lecteurs et de destructeurs
de base pour le plongement	 Les fonctions �� et �� renvoient respectivement les �
 et �

plongements d�un brin	 Ainsi� ���C� x� donne le point sur lequel est �
plong� le sommet de x
dans C	 La fonction ���C� x� retourne le �
plongement de x� c�est
�
dire le segment orient�
�p� q�� repr�sent� par le terme gs�p� q�� si x et ���C� x� sont �
plong�s sur p et q	 Pour �crire les
pr�conditions sur le plongement� nous avons besoin de la fonction lp��C� x� qui teste si x est
libre de �
plongement dans C� c�est
�
dire non plong�	 En�n� nous d��nissons un destructeur
de plongement dp� qui d�truit le �
plongement d�un sommet	

Les pr�conditions de plongement stipulent que seuls les brins libres de plongement peuvent
�tre plong�s et imposent que les s�lecteurs ��� �� et dp� soient appliqu�es � des brins plong�s	
Les g�n�rateurs de base et les op�rations topologiques ont �t� d��nies pour des cartes non
plong�es	 Certaines de ces op�rations doivent �tre contraintes pour ne pas agir sur des brins
plong�s� ce qui revient � ajouter des conditions de non
alignement � leurs pr�conditions	

Pour cela nous utilisons la syntaxe prec op�x�� � � � � xn��� c�x�� � � � � xn� signi�ant que la
condition c�x�� � � � � xn� doit �tre ajout�e au pr�conditions pr�c�dentes de l�op�rateur op	 Ainsi�
a�n d�assurer qu�il n�y a toujours qu�un seul plongement par sommet� la fonction l� ne peut
lier deux brins que si l�un d�eux n�est pas plong� et les fonctions dl� et ds ne peuvent agir que
sur des sommets non plong�s	 De m�me� les fonctions da et dai ne peuvent d�truire que des
ar�tes dont aucun des deux sommets n�est �
plong�	
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Tab� �	�� Sp�ci�cation des op�rations de base pour le plongement

Sp�c ��CARTE�PLONGEE �tend ��CARTE�TOPO�GEO��D avec

Op�rateurs

gp� � �Carte Brin Point �� �Carte �g�n�rateur de ��plongement�
�� � �Carte Brin �� Point ���plongement d�un brin�
�� � �Carte Brin �� Segment ���plongement d�un brin�
lp� � �Carte Brin �� Bool �libert� de ��plongement�
dp� � �Carte Brin �� �Carte �destruction d�un ��plongement�

Axiomes �C � �Carte � x� y � Brin � p � Point�
gp��l��C� x� y�� x� p� � gp��l��C� x� y�� y� p�

���gp��C� x� p�� y� � si eqv�x� y� alors p sinon ���C� y�
���C� x� � gs����C� x�� ���C����C� x���
lp��v� x� � vrai
lp��gp��C� x� p�� y� � si eqv�x� y� alors faux sinon lp��C� y�
dp��gp��C� x� p�� y� � si eqv�x� y� alors C sinon gp��dp��C� y�� x� p�

Pr�conditions

prec l��C� x� y�	� lp��C� x� � lp��C� y�
prec dl��C� x�	� lp��C� x�
prec ds�C� x�	� lp��C� x�
prec dai�C� x�	� lp��C� x� � lp��C����C� x��
prec da�C� x�	� lp��C� x� � lp��C����C� x��
prec gp��C� x� p� � e�C� x� � lp��C� x�
prec ���C� x� � prec dp��C� x� � e�C� x� � �lp��C� x�
prec ���C� x� � e�C� x� � �lp��C� x� � �lp��C����C� x��

Fin
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����	 Op�rations g�om�triques de base

Dans cette section nous d��nissons quatre op�rations g�om�triques� c�est
�
dire des op�

rations qui agissent � la fois sur la topologie et le plongement d�une carte	 La premi�re�
dsp�C� x�� d�tache le brin x de son sommet plong� et duplique son plongement	 La seconde�
dap�C� x�� d�truit l�ar�te plong�e de x	 La troisi�me� cap�C� x� p� coupe l�ar�te plong�e de x
au point p	 La derni�re n�C� fournit deux nouveaux brins pour C	 Toutes sont d�crites dans
la sp�ci�cation �
CARTE
GEO� de la table �	�	 Les deux principales sont sch�matis�es dans
la �gure �	�	

Tab� �	�� Sp�ci�cation des op�rations g�om�triques de base

Sp�c ��CARTE�GEO� �tend ��CARTE�PLONGEE avec

Op�rateurs

dsp � �Carte Brin �� �Carte �d�tachement d�un sommet plong��
dap � �Carte Brin �� �Carte �destruction d�une ar�te plong�e�
cap � �Carte Brin Point �� �Carte �coupure d�une ar�te plong�e�
n � �Carte �� �BrinBrin� �couple de nouveaux brins�

Axiomes �C � �Carte � x� y� x�� y� � Brin � p � Point�
dsp�C� x� � si al��C� x� alors C

sinon gp��gp��ds�dp��C� x�� x�� x� ���C� x��� ���C� x�� ���C� x��

dap�C� x� � da�dp��dp��dsp�dsp�C� x�� ���C� x��� x�� ���C� x��� x�

cap�C� x� p� � gp��gp��ca�C� x� x�� y��� x�� p�� y�� p�
avec �x�� y�� � n�C�

n�C� � �max�C� 	 ��max�C� 	 ��
max�v� � �
max�l��C� x� y�� � max
�max�C�� x� y�

Pr�conditions

prec dsp�C� x� � e�C� x� � �lp��C� x�
prec dap�C� x� � e�C� x� � �lp��C� x� � �lp��C����C� x��
prec cap�C� x� p� � e�C� x�

Fin
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Une carte C
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La carte dps(C,x)
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Une carte D
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x’

p

x’ et y’ sont des nouveaux brins

La carte cap(D,x,p) ;

Fig� �	�� Repr�sentation graphique des fonctions dsp et cap

Plus pr�cis�ment� la fonction dsp�C� x� commence par d�truire le plongement de x� puis
d�tache x de son sommet et replonge x et un brin du sommet sur l�ancien plongement de x	 La
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fonction dap�C� x� d�tache les sommets de l�ar�te avec dsp� puis d�truit les �
plongements de
ses deux brins et en�n l�ar�te elle
m�me avec da	 L�op�ration cap�C� x� p� coupe l�ar�te fx� yg
plong�e sur le segment gs�q� r� en deux� au point p	 Pour cela� elle coupe l�ar�te topologique
avec ca�C� x� x�� y��� o� x� et y� sont deux brins fournis par n�C�� et plonge les brins x� et y� sur
le point p	 On obtient alors deux nouvelles ar�tes fx� x�g et fy�� yg plong�es respectivement
sur les segments gs�q� p� et gs�p� r�	

La derni�re fonction� n�C�� retourne un couple de nouveaux brins pour la carte C� obtenus
par la fonction max�C� qui donne le brin le plus grand de la carte C	 Rappelons ici que
les brins sont en fait des entiers	 Les nouveaux brins sont alors simplement max�C� � �
et max�C� � �	 La fonction max��i� j� k� retourne le plus grand des � entiers i� j et k	 La
fonction n retourne un couple de brins que nous avons repr�sent� par la sorte �Brin Brin�	
Nous aurions pu d��nir une sorte pour les couples de brins et les op�rateurs permettant de
g�n�rer ces couples et d�obtenir s�par�ment les deux membres d�un couple	 Cependant� pour
simpli�er� nous admettons ici les r�sultats multiples et les produits cart�siens de sortes	

����
 S�lecteurs g�om�triques

Pour la d��nition du ra�nement� nous aurons besoin de tester les conditions de planarit�
pour une carte	 Dans la sp�ci�cation �
CARTE
GEO� de la table �	�� un ensemble de s�lec

teurs g�om�triques est d��ni	 Il est bas� sur un ensemble d�op�rations de tests g�om�triques
sur les points et segments dont la d��nition est donn�e dans la sp�ci�cation GEO
�D et qui
est d�taill� dans l�annexe A	

La fonction eqsp�C� x� y� teste si les �
plongements des sommets de x et y sont des points
�gaux� ce qui est r�alis� par la fonction eqp d��nie dans l�annexe A	 La fonction nullap�C� x�
teste si une ar�te est plong�e sur un segment nul� c�est
�
dire dont les extr�mit�s sont �gales	
L�op�ration eqap�C� x� y� teste si deux ar�tes sont plong�es sur des segments �gaux� c�est
�
dire
si le plongement de leurs sommets sont �gaux deux � deux	

Les autres op�rations de �
CARTE
GEO� sont relatives aux recherches d�intersections	 La
fonction incident�C� x� y� teste si le sommet de x est g�om�triquement incident � l�ar�te de y�
c�est
�
dire si le point sur lequel est plong� x est � l�int�rieur du segment sur lequel est plong�
l�ar�te de y	 La fonction incident��C� x� y� retourne vrai si et seulement si un des sommets
des ar�tes de x et y est g�om�triquement incident � l�autre ar�te	 La fonction secant�C� x� y�
teste si les ar�tes de x et y sont s�cantes� c�est
�
dire plong�es sur des segments dont les
int�rieurs ont une intersection non vide	 Et en�n� l�op�ration intersection�C� x� y� retourne le
point d�intersection entre deux ar�tes s�cantes	

����� Op�rations g�om�triques sur les sommets

Une autre t�che du ra�nement est de g�rer le probl�me du bon classement des sommets	
Pour cela� nous d��nissons un ensemble de fonctions permettant� d�une part� de tester si
un sommet est bien class� et� d�autre part� de fusionner deux sommets class�s	 La fonction
class�C� x� teste si le sommet de x est bien class�	 L�op�ration fusion�C� x� y� fusionne deux
sommets distincts� bien class�s� qui sont �
plong�s sur des points �gaux	 Elle modi�e les
liaisons par �� existant dans ces deux sommets� pour former un unique sommet bien class�	
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Tab� �	�� Sp�ci�cations des s�lecteurs g�om�triques

Sp�c ��CARTE�GEO� �tend ��CARTE�GEO� avec

Op�rateurs

eqsp � �Carte Brin Brin �� Bool ��galit� des plongements de � sommets�
nullap � �Carte Brin �� Bool �nullit� du plongement d�une ar�te�
lgap � �Carte Brin �� F loat �longueur du plongement d�une ar�te�
eqap � �Carte Brin Brin �� Bool ��galit� des plongements de � ar�tes�
incident � �Carte Brin Brin �� Bool �incidence d�un sommet 	 une ar�te�
incident� � �Carte Brin Brin �� Bool �co�incidence des sommets d�ar�tes�
secant � �Carte Brin Brin �� Bool �ar�tes plong�es s�cantes�
intersection � �Carte Brin Brin �� Point �point d�intersection de deux ar�tes�

Axiomes �C � �Carte � x� y � Brin � p � Point�
eqsp�C� x� y� � eqp����C� x�� ���C� y��
nullap�C� x� � eqsp�C� x� ���C� x��

lgap�C� x� � si nullap�C� x� alors � sinon lgseg����C� x��

eqap�C� x� y� � �eqsp�C� x� y� � eqsp�C����C� x�� ���C� y���

��eqsp�C� x� ���C� y�� � eqsp�C����C� x�� y��

incident�C� x� y� � incident����C� x�� ���C� y��
incident��C� x� y� � incident�����C� x�� ���C� y��
secant�C� x� y� � secant����C� x�� ���C� y��
intersection�C� x� y� � intersection����C� x�� ���C� y��

Pr�conditions

prec eqsp�C� x� y� � prec ���C� x� � prec ���C� y�
prec nullap�C� x� � prec ���C� x�
prec lgap�C� x� � prec ���C� x�
prec eqap�C� x� y� � prec ���C� x� � prec ���C� y�
prec incident�C� x� y� � prec ���C� x� � prec ���C� y�
prec incident��C� x� y� � prec ���C� x� � prec ���C� y�
prec secant�C� x� y� � prec ���C� x� � prec ���C� y�
prec intersection�C� x� y� � prec secant�C� x� y� � secant�C� x� y�

Fin



���� SP�CIFICATION DES �	CARTES ��

Le classement des ar�tes autour d�un sommet est bas� sur le classement des angles d�inci

dence de ces ar�tes	 L�op�ration angle�C� x� donne l�angle� compris entre � et ��� entre l�axe
vertical et le segment orient� sur lequel est plong�e l�ar�te de x	 Notons que le classement des
sommets est ind�pendant du choix de l�axe utilis� pour le calcul de l�angle	

Comme nous l�avons vu pr�c�demment� pour tester si un sommet est bien class�� la m�

thode la plus simple est de v�ri�er que la suite des angles des ar�tes du sommet� d�bu

tant par l�ar�te d�angle minimal� est croissante	 Nous utilisons donc une fonction auxiliaire
anglemin�C� x� qui renvoie le brin du sommet de x dont l�ar�te est d�angle minimal	 La fonction
class r�alise alors simplement un parcours du sommet � partir du brin obtenu par anglemin�
pour tester si la suite des angles est croissante	 Les pr�conditions de class et de fusion sont
d��nies par la fonction auxiliaire lp� s�C� x� qui teste l�absence de plongement sur le sommet
de x et sur les sommets adjacents	

La fonction fusion�C� x� y� utilise la fonction fusion� pour interclasser les brins par angles
croissants	 Cette derni�re d�marre avec les � brins d�angles minimaux des sommets de x et y�
puis parcourt ces � sommets en r�organisant� au fur et � mesure� les liaisons par �� entre leurs
brins	 La fonction auxiliaire l�sp�C� x� y�� utilis�e par fusion
aux place un �
lien entre deux
brins plong�s sur des points �gaux� en veillant � ce que l�un des plongements soit supprim�
pour satisfaire les pr�conditions de l�	
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Fig� �	�� Etude de cas pour la fusion de deux sommets

La �gure �	� sch�matise les di��rents cas de la d��nition de la fonction fusion��C� x� y�	
Notons que dans cette �gure les points p et q sont �gaux� mais sont repr�sent�s l�g�rement
�cart�s l�un de l�autre pour plus de clart�	

Dans cette �gure� les segments et ��ches pleines repr�sentent les brins manipul�s et les
�
liaisons existantes	 Les brins x et y sont les brins courant de la fusion et le brin not� x�
est l�image de x par �� lorsqu�elle est requise	 Le cas  a!� pour lequel x et y ne poss�dent
aucune �
liaison� correspond au cas trivial ou � la condition d�arr�t de la fusion	 Le cas  b!�
pour lequel x n�a pas de �
liens� correspond � l�arr�t du parcours du sommet de x� la fusion
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Tab� �	�� Sp�ci�cations des op�rations g�om�triques pour les sommets

Sp�c ��CARTE�GEO
 �tend ��CARTE�GEO� avec

Op�rateurs

angle � �Carte Brin �� Real �angle d�une ar�te plong�e�
class � �Carte Brin �� Bool �test du classement d�un sommet�
fusion � �Carte Brin Brin �� �Carte �fusion de deux sommets�

Axiomes �C � �Carte � x� y � Brin � p � Point�
angle�C� x� � si nullap�C� x� alors � sinon angle����C� x��

anglemin�C� x� � angle�min�C� x� x�
angle�min�C� x�� x� � si �����C� x� � x�� ��angle�C�����C� x�� � angle�C� x�� alors x

sinon angle�min�C� x�� ����C� x��

class�C� x� � class��C� anglemin�C� x�� anglemin�C� x��
class��C� x�� x� � si ����C� x� � x�� alors vrai

sinon �angle�C� x� � angle�C����C� x��� � class
��C� x�� ���C� x��

l�sp�C� x� y� � l��dp��C� y�� x� y�

fusion�C� x� y� � fusion��C� anglemin�C� x�� anglemin�C� y��

fusion��C� x� y� � si angle�C� x� � angle�C� y�
alors fusion��C� y� x�
sinon si al��C� x�

alors si al��C� y�
alors l�sp�C� x� y�
sinon l�sp�fusion��dsp�C� y�� y� ���C� y��� x� y�

sinon si angle�C����C� x�� � angle�C� y�
alors l�sp�fusion��dsp�C� x�� y� ���C� x��� x� y�
sinon l�sp�fusion��dsp�C� x�� ���C� x�� y�� x� ���C� x��

lpo s�C� x� � lp��C� x� � lpo
�

s�C� x� x�
lpo s��C� x�� x� � si ����C� x� � x�� alors lp��C����C� x��

sinon lp��C����C� x�� � lpo
�

s�C� x�� ���C� x��

Pr�conditions

prec angle�C� x� � prec ���C� x�
prec class�C� x� � e�C� x� � �lpos�C� x�
prec l�sp�C� x� y� � prec eqsp�C� x� y� � eqsp�C� x� y� � �eqs�C� x� y�
prec fusion�C� x� y� � prec l�sp�C� x� y� � �lpos�C� x� � �lpos�C� x� � class�C� x� � class�C� y�

Fin



���� OP�RATIONS DE MANIPULATION DES LABELS ��

continuant alors avec les brins du sommet de y	 Les deux cas  c! sont les cas g�n�raux	 Pour
 c�!� l�angle de x� est plus grand que l�angle de y et pour le cas  c�! c�est la situation inverse	
Pour ces deux cas la fusion continue avec les brins x� et y�	

Les ��ches blanches et les segments en pointill�s repr�sentent les brins et �
liaisons qui
peuvent �ventuellement exister et illustrent l�avancement de la fusion	 La fonction fusion� est
r�cursive	 Pour sch�matiser cet aspect� les brins sur lesquels la r�cursion s�e�ectue sont not�s
x� et y�	 Apr�s l�appel r�cursif� une liaison est plac�e entre les deux premiers brins du futur
sommet	 Elle correspond � l�utilisation de la fonction l�sp dans les sp�ci�cations	 Les ��ches
noires avec des tirets repr�sentent ces �
liaisons ajout�es apr�s l�appel r�cursif	

��� Op�rations de manipulation des labels

Dans cette section nous d�crivons les op�rations li�es � la manipulation des labels dans une
carte plong�e	 Pour simpli�er� nous utiliserons des entiers comme identi�cateurs d�objets	 Un
label est ainsi un ensemble d�entiers	 Nous ne d�taillons pas les op�rations sur les ensembles
dont les sp�ci�cations classiques peuvent �tre trouv�es dans ����	 Rappelons que pour un brin�
son i
label est l�ensemble des objets identi��s auxquels appartient sa cellule de dimension i�
avec i �f�� �� �g	 Donc le �
label correspond au sommet� le �
label � l�ar�te et le �
label � la
face du brin	

La table �	� d�crit les g�n�rateurs de label gl�� gl� et gl�� pour chaque dimension	 Nous
n�avons pas d�taill� les axiomes de permutations entre ces nouveaux g�n�rateurs de base et
les g�n�rateurs de base pr�c�demment d��nis	 Un ensemble d�axiomes implicites d�crit le
comportement des op�rateurs pr�c�demment d��nis avec les g�n�rateurs de plongement� ainsi
que le comportement des op�rations sur les labels d�crites dans cette section vis
�
vis des
g�n�rateurs des cartes	

La table �	� sp�ci�e un ensemble de s�lecteurs� label�� label� et label�� permettant d�obtenir
le label d�un brin � chaque dimension	 Elle d��nit �galement un ensemble de fonctions� sl�� sl�
et sl�� servant � supprimer le label d�un brin	 Leurs axiomes ne sont pas donn�s car ils sont
tout � fait semblables aux s�lecteurs correspondants	

La d��nition des s�lecteurs et leurs pr�conditions imposent qu�il n�y ait qu�un �
label par
sommet et qu�un �
label par ar�te	 Par contre� chaque brin d�une face poss�de son propre �

label	 Ceci est n�cessaire pour l��valuation d�op�rations bool�ennes par compl�tion des labels
et sera justi�� par la suite	

Pour assurer la pr�servation des labels pendant le ra�nement g�om�trique� comme cela
sera expliqu� plus loin� nous aurons besoin d�op�rations g�om�triques prenant en compte les
labels	 Ces op�rations doivent� d�une part� ne pas cr�er de vide ou de trous	 Ainsi� lors des
coupures d�ar�tes� les nouveaux brins qui sont ins�r�s dans la carte doivent h�riter de labels
coh�rents avec les labels des brins auxquels ils sont reli�s	 Pour cela nous d��nissons une
op�ration de coupure d�ar�tes labell�es capl�C� x� qui coupe l�ar�te de x et recopie les labels
de x et ���C� x� sur les nouveaux brins	

Par ailleurs� nous aurons besoin d�op�rations permettant d��viter la perte d�information
due � la suppression d�ar�te	 Nous d��nissons une op�ration de fusion de deux ar�tes labell�es
fapl�C� x� z� qui d�truit l�ar�te de z apr�s avoir ajout� ses labels � ceux de l�ar�te de x	

En�n� comme il ne doit y avoir qu�un �
label par sommet� nous d��nissons une op�ration
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Tab� �	�� Sp�ci�cation des op�rations de base pour les labels

Sp�c ��CARTE�LABELLEE �tend ��CARTE�GEO
 avec

Sortes Label � Set�Int� �les labels sont des ensembles d�entiers�

Op�rateurs

gl� � �Carte Brin Label �� �Carte �g�n�rateur de ��label�
gl� � �Carte Brin Label �� �Carte �g�n�rateur de ��label�
gl� � �Carte Brin Label �� �Carte �g�n�rateur de ��label�
sl� � �Carte Brin Label �� �Carte �suppression d�un ��label�
sl� � �Carte Brin Label �� �Carte �suppression d�un ��label�
sl� � �Carte Brin Label �� �Carte �suppression d�un ��label�
label� � �Carte Brin �� Label ���label d�un brin�
label� � �Carte Brin �� Label ���label d�un brin�
label� � �Carte Brin �� Label ���label d�un brin�

Axiomes �C � �Carte � x� y � Brin � L � Label�
�� axiomes de permutations ��

label��v� x� � �
label��gl��C� x� L�� y� � si eqv�x� y� alors L sinon label��C� y�

label��v� x� � �
label��gl��C� x� L�� y� � si y �� x � y � ���C� x� alors L sinon label��C� y�

label��v� x� � �
label��gl��C� x� L�� y� � si y �� x alors L sinon label��C� y�

Pr�conditions

prec gl��C� x� L� � label��C� x� � � �L �� �
prec gl��C� x� L� � label��C� x� � � �L �� �
prec gl��C� x� L� � label��C� x� � � �L �� �

Fin

Tab� �	�� Sp�ci�cation des op�rations g�om�triques avec labels

Sp�c ��CARTE�GEOLABEL �tend ��CARTE�LABELLEE avec

Op�rateurs

capl � �Carte Brin Point �� �Carte �coupure d�ar�te labell�e�
fapl � �Carte Brin Brin �� �Carte �fusion d�ar�tes labell�es�
fusionl � �Carte Brin Brin �� �Carte �fusion de sommets labell�es�

Axiomes �C � �Carte � x� y � Brin�
fusionl�C� x� y� � gl��fusion�sl��sl��C� x�� y�� x� y�� x� label��C� x�� label��C� y��

Pr�conditions

Fin
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de fusion de sommets labell�s fusionl�C� x� y� qui fusionne les sommets des brins x et y apr�s
avoir regroup� leurs �
labels	 L�ensemble de ces op�rations est sp�ci�� dans la sp�ci�cation
�
CARTE
GEOLABEL� d�taill�e dans la table �	�	 Seul l�axiome de fusionl est donn�	 Les
axiomes des deux autres op�rations sont semblables et sans int�r�t	 Ces trois op�rations
suppriment les labels des brins concern�s� r�alisent l�op�ration g�om�trique associ�e� puis
r�ins�rent des labels qui sont soit la copie des anciens pour capl� soit l�union des anciens en
cas de fusion	

��� Sp�ci	cation des �
cartes

Les �
cartes sont sp�ci��es exactement comme les �
cartes	 Le seul changement correspond
� l�ajout d�un g�n�rateur l��C� x� y� r�alisant une �
liaison entre les brins x et y	

Tab� �	��� G�n�rateurs des �
cartes

Sp�c 
�CARTE�GEN �tend BOOL� INT avec

Sortes Brin � Int� 
Carte �renomme la sorte Int en Brin�

Op�rateurs

v � �� 
Carte �carte vide�
l� � 
Carte Brin Brin �� 
Carte ���liaison�
l� � 
Carte Brin Brin �� 
Carte ���liaison�
l� � 
Carte Brin Brin �� 
Carte ���liaison�

Axiomes �C � 
Carte � x� y� z� t � Brin�
axiomes de permutation

Fin

Nous ne d�taillons pas les sp�ci�cations des op�rateurs topologiques et g�om�triques pour
les �
cartes	 Ils sont d��nis de la m�me fa
on qu�en dimension �	 La seule di��rence se situe
au niveau des d��nitions de �� et ��	 Pour les �
cartes� �� est une involution et donc d��nie
comme l�est �� pour les �
cartes� alors que �� est une involution qui est d��nie comme l�est
�� pour les �
cartes	

Nous pr�sentons� par contre� les seuls op�rateurs topologiques di��rents et qui seront
utilis�s lors du ra�nement �D	 Ces op�rateurs sont sch�matis�s dans la �gure �	�	
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Une carte C ia(C,x,p,q) i2a(C,x,p,q,r) cutf(C,x,y,p,q)is(C,x,p)

Fig� �	�� Exemple d�op�rateurs topologiques sur les �
cartes

L�op�ration is�C� x� p� ins�re un sommet plong� sur p dans l�ar�te de x	 L�op�ration
ia�C� x� p� q� ins�re une ar�te double plong�e sur le segment �p� q� et telle que le sommet
plong� sur p soit ins�r� dans l�ar�te de x	 L�op�ration i�a�C� x� p� q� r� est un raccourci pour
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ins�rer deux ar�tes doubles� plong�es sur �p� q� et �q� r�	 Elle est utilis�e pour ins�rer l�ar�te
�q� r� � l�int�rieur de la face de x� en la rattachant � son bord au point p	 La derni�re op�ration�
cutf�C� x� y� p� q� coupe localement une face en deux morceaux s�par�s par une ar�te double
plong�e sur �p� q�� entre les brins x et y	

En�n� dans le ra�nement �D� nous utilisons une op�ration de fusion d�ar�tes qui r�organise
les �
liaisons autour de deux ar�tes	 Cette op�ration est d��nie exactement comme la fusion de
sommets en dimension �	 La seule di��rence se situe au niveau du calcul de l�angle permettant
l�interclassement	 En dimension �� l�angle utilis� est l�angle que forme le plan de la face d�un
brin autour de l�axe form� par son ar�te	



Chapitre 	

Le ra�nement des cartes en dimension �

L�auto
ra�nement d�une carte combinatoire plong�e et labell�e revient � lui appliquer
un certain nombre de transformations� mettant en jeu les op�rations g�om�triques d�crites
pr�c�demment� jusqu�� ce qu�elle remplisse les conditions de planarit� et de bonne labellisation
d��nies dans la proposition �	�	�� et la d��nition �	�	�	 Ce ra�nement se divise en deux
�tapes	 La premi�re transforme la carte jusqu�� ce qu�elle soit bien plong�e	 La seconde r�alise
la compl�tion des labels	 Ces deux �tapes sont s�par�es car la compl�tion des labels repose
sur la comparaison des labels des di��rentes cellules de la carte et n�cessite donc que celles
ci
soient compl�tement calcul�es	

Tous les algorithmes permettant d��valuer un tel ra�nement doivent appliquer le m�me
type d�op�rations	 Les seules di��rences existant r�ellement entre ces algorithmes se situent
dans les strat�gies choisies pour l�application de ces modi�cations	 Ainsi� un bon moyen pour
d�crire formellement ces transformations� en se lib�rant des probl�mes li�s au choix d�une stra

t�gie� consiste � utiliser les techniques de r��criture	 Chaque transformation �l�mentaire� et
les conditions sous lesquelles elle peut �tre appliqu�e� peut �tre d�crite par une r�gle de r��cri

ture conditionnelle	 L�ensemble de ces r�gles constitue un syst�me de r��criture conditionnel
modulo ���� ���	

Nous utilisons cette m�thodologie car elle a l�avantage de permettre une d�composition
du ra�nement en un ensemble de transformations �l�mentaires et ind�pendantes qui est une
expression pr�cise et concise du ra�nement	 De plus� en rejetant � un autre niveau le choix
d�une strat�gie d�application des transformations� cette m�thode conduit � une d��nition
simple et lisible d�une op�ration a priori complexe	 En�n� cette approche permet� comme
nous le verrons dans la seconde section� la d�monstration d�un certain nombre de propri�t�s
logiques des transformations d�crites et� en particulier� la terminaison et la con�uence	

Le choix de la r��criture pour d�crire le ra�nement� � la place des sp�ci�cations alg�

briques que nous avons utilis�es jusqu�ici� se fonde �galement sur le fait que� � notre sens�
la r��criture permet de rendre plus naturellement la notion de transformations successives	
De plus� la forme m�me des r�gles de r��criture nous permettra� dans le chapitre suivant�
d��tudier diverses strat�gies pour l�application des ces r�gles	

��
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��� Le syst�me de r��criture

Dans cette premi�re section� nous d�crivons le syst�me de r��criture d��nissant le ra�ne

ment d�une carte combinatoire plong�e	 Pour simpli�er cette premi�re description� nous ferons
abstraction des labels de la carte	 Les probl�mes li�s � la manipulation des labels et � leur
compl�tion seront abord�s dans une section suivante	

Dans la suite� une r�gle R du syst�me de r��criture sera �crite suivant la syntaxe suivante �

R �
C

C � si

�
condition�

� � �
conditionn

o� au num�rateur �gure la carte initiale C et au d�nominateur la carte C � apr�s transforma

tion	 Les conditions � � n situ�es apr�s le si� lorsqu�elles sont �valu�es � vrai� permettent le
d�clenchement de cette r�gle	 Notons que l�ordre d��valuation des conditions n�a ici aucune
importance	 Les r�gles de r��critures sont illustr�es graphiquement dans la �gure �	� et des
explications intuitives sont donn�es ci
apr�s	 Nous verrons plus loin une description formelle
du syst�me de r��criture	
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Fig� �	�� Illustration graphique des r�gles de r��criture

Les r�gles de r��criture d�crivent les transformations � e�ectuer sur une carte pour qu�elle
v�ri�e les conditions d�crites dans la proposition �	�	��	 Ces transformations d�coulent sim

plement de ces conditions	 En fait� pour chacune d�elles� on d��nit une r�gle qui modi�e la
carte si elle contient un brin ou un couple de brins ne la v�ri�ant pas	

Ainsi� la premi�re r�gle R� supprime� si elle existe� une ar�te nulle� repr�sent�e par une
boucle� plus visible� dans la �gure �	�	 Lorsque deux ar�tes sont superpos�es� la r�gle R�

supprime l�une des deux	 La r�gle R� r�alise la coupure par incidence	 Lorsqu�un sommet est
incident � une ar�te� celle
ci est coup�e en deux	 La r�gle R
 est la coupure par intersection	
Lorsqu�il existe une intersection franche entre deux ar�tes� celles
ci sont coup�es en leur point
d�intersection	
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Les deux derni�res r�gles traitent les sommets	 La r�gleR� fusionne deux sommets distincts
ayant le m�me �
plongement	 La derni�re r�gle R� �clate les sommets non class�s	 Lorsqu�un
brin appartient � un sommet non class�� il est d�tach� de ce sommet	 Cette r�gle est appliqu�e
jusqu�� ce que le sommet restant soit bien class� ou compl�tement �clat�	 Le sommet sera
alors correctement reconstruit par R�	 Dans la �gure �	�� et uniquement pour R�� les liaisons
par �� sont repr�sent�es par des arcs de cercles	

Tab� �	�� Syst�me de r��criture pour le ra�nement des cartes plong�es

R� �

gp��C� x� p�

dap�gp��C� x� p�� x�
si nullap�gp��C� x� p�� x�

R� �

gp��gp��C� x� p�� z� q�

dap�gp��gp��C� x� p�� z� q�� z�
si eqap�gp��gp��C� x� p�� z� q�� x� z�

R� �

gp��gp��C� x� p�� z� q�

cap�gp��gp��C� x� p�� z� q�� x� q�
si

�
�nullap�gp��gp��C� x� p�� z� q�� z�
incident�gp��gp��C� x� p�� z� q�� z� x�

R
 �

gp��gp��C� x� p�� z� q�

cap�cap�gp��gp��C� x� p�� z� q�� x� i�� z� i�
si secant�gp��gp��C� x� p�� z� q�� x� z�

avec i � intersection�gp��gp��C� x� p�� z� q�� x� z�

R� �

gp��gp��C� x� p�� z� q�

fusion�gp��gp��C� x� p�� z� q�� x� z�
si

�
�eqv�C� x� z�
eqp�p� q�

R� �

gp��C� x� p�

dsp�gp��C� x� p�� x�
si �class�gp��C� x� p�� x�

La table �	� montre la d��nition formelle du syst�me de r��criture d�crit ci
dessus	 La
r��criture est e�ectu�e modulo les �quations de la sp�ci�cation des cartes	 Pr�cis�ment� lorsque
l�on cherche � appliquer une r�gle � une carte C donn�e� contenant un sous
terme u� on cherche
� uni�er ce sous
terme u avec le num�rateur de l�une des r�gles	

Pour cela� on utilise les �quations des sp�ci�cations� et notamment les �quations de permu

tation� pour remplacer u par un terme lui �tant �gal et pouvant s�uni�er syntaxiquement avec
un num�rateur	 Cette �tape correspond� pour l�essentiel� � une commutation des g�n�rateurs
de base l�� l� et gp� dans u� jusqu�� ce que les g�n�rateurs en t�te du terme correspondent au
motif d�crit par un num�rateur	 Puis u est remplac� dans la carte C par le d�nominateur de
la r�gle utilis�e	 On dit� dans ce cas� que la r��criture est e�ectu�e modulo les �quations de la
sp�ci�cation	

Exemple 	
�
� Dans la r�gle R� de la table ��	� le num�rateur� N � gp��C� x� p�� correspond
� une carte N dans laquelle un brin x et plong�� La condition nullap�gp��C� x� p�� x� pr�cise
que R� peut �tre d�clench�e si l�ar�te de x est nulle� Le d�nominateur D � dap�gp��C� x� p�� x�
d�crit l�action � e�ectuer sur N � en l�occurrence la suppression de cette ar�te� La r�gle R� peut
donc se lire de la fa�on suivante � s�il existe dans N un brin x dont l�ar�te est nulle� cette
derni�re est d�truite� ut
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Les transformations induites par le d�clenchement d�une r�gle de r��criture ne doivent pas
pouvoir engendrer des erreurs de pr�condition dans la carte � ra�ner	 Pour cela� il faut ajouter
des contraintes � la m�thode de r��criture que nous avons esquiss�e ci
dessus	 Une r�gle ne
peut �tre utilis�e que si les pr�conditions des op�rations apparaissant dans ses conditions de
d�clenchement sont remplies et si ces m�mes conditions sont �valu�es � vrai	

De plus� il faut que le remplacement du sous
terme transform� engendre une carte correcte�
c�est
�
dire dont les g�n�rateurs v�ri�ent toutes leurs pr�conditions	 Intuitivement� cela signi�e
que l�on ne peut r��crire un sous
terme d�une carte que s�il contient toutes les informations�
les liens et les plongements� concernant les brins sur lesquels portent les transformations	

Pour une d��nition formelle de la r��criture� nous notons R l�ensemble des r�gles du
syst�me de r��criture� E l�ensemble des �quations des sp�ci�cations alg�briques des �
cartes
et s

��
E
t le fait que deux termes s et t sont �gaux modulo un nombre quelconque d��quations

de E	 Nous notons� de fa
on plus condens�e� C ��
R�E

C � le fait que la carte C se r��crit en
la carte C � en utilisant une des r�gles de R� modulo les �quations de E	 Et pour une r�gle
particuli�re� nous �crivons c� � � � � � cm j n � d o� n est num�rateur de cette r�gle� d son
d�nominateur et les ci ses conditions de d�clenchement	 La d��nition formelle de la relation
��
R�E

est alors la suivante �

D��nition 	
�
� Soient une carte C repr�sent�e par le terme s et une carte C � repr�sent�e
par le terme t� alors C ��

R�E
C � si et seulement si �


 u est un sous
terme de s � la position p� u � s jp �


 il existe une r�gle c� � � � � � cm j n � d et une substitution � tel que u soit �gal modulo
E � n dont les variables sont associ�es � celles de u par �� u

��
E
n� �


 les conditions de d�clenchement ci et leurs pr�conditions sont �valu�es � vrai �


 t est �gal � s dans lequel on a remplac� u par d dont les variables sont substitu�es de la
m�me fa�on� t � s�d��p �


 t est un terme correct apr�s ce remplacement�

Dans la table �	�� on peut remarquer que les num�rateurs sont toujours d�crits avec le
g�n�rateur gp�	 Ceci est d# au fait que les conditions font toutes appel � des tests g�om�triques
et n�cessitent donc des brins plong�s	 De plus� il faut que les permutations utilis�es durant
la phase d�uni�cation n�entra"nent pas d�erreurs de pr�condition	 Or gp� a la propri�t� de
toujours pouvoir permuter vers l�ext�rieur du terme	 Ainsi son utilisation assure que les autres
g�n�rateurs� le l� ayant r�alis� l�insertion des brins concern�s et les l� d��nissant leurs �

liaisons� peuvent toujours se trouver � l�int�rieur du terme d�crivant un num�rateur	

La phase de recherche pour uni�er s au num�rateur d�une r�gle peut �tre vu comme un
test existentiel� puisque le plongement d�un brin assure son existence	 C�est pourquoi� pour
condenser l��criture des r�gles et pour permettre une lecture plus ais�e� nous noterons x �C
dans les conditions d�une r�gle pour signi�er que x est un brin qui appara"t dans l�un des
g�n�rateurs� et en particulier gp�� de la carte C	 Ainsi la notation x �C est un raccourci pour
C � gp��C �� x� p� et x �C � z �C pour C � gp��gp��C �� x� p�� z� q� modulo les permutations	
Notons que cette notation peut donner l�impression que le syst�me simpli�� de la table �	�
n�est pas un v�ritable syst�me de r��criture au sens de ����� puisque � premi�re vue des
variables n�appartenant pas au num�rateur sont introduites dans le reste des r�gles	 Ce n�est
bien s#r pas le cas	
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Tab� �	�� Syst�me de r��criture simpli�� avec tests existentiels

R� �

C

dap�C� x�
si

�
x �C

nullap�C� x�
R
 �

C

cap�cap�C� x� i�� z� i�
si

�
x �C � z �C

secant�C� x� z�

avec i � intersection�C� x� z�

R� �

C

dap�C� z�
si

�
x �C � z �C

eqap�C� x� z�
R� �

C

fusion�C� x� y�
si

��
�
x �C � z �C

�eqv�C� x� y�
eqsp�C� x� y�

R� �

C

cap�C� x� p�
si

��
�
x �C � z �C

�nullap�C� z�
incident�C� z� x�

R� �

C

dsp�C� x�
si

�
x �C

�class�C� x�

Le syst�me de r��criture de la table �	� d�crit compl�tement et clairement le ra�nement
d�une carte	 Le r�sultat� lorsque plus aucune r�gle ne peut �tre d�clench�e� v�ri�e bien les
conditions de planarit� d�crites dans la proposition �	�	��	 En e�et� si l�une des conditions
n��tait pas remplie� il est ais� de voir que l�une au moins des r�gles pourrait �tre d�clench�e	
Il nous reste ainsi � v�ri�er� d�une part� que le ra�nement est calculable� c�est � dire que
le processus de transformation termine� et d�autre part� que le r�sultat est unique et donc
ne d�pend pas de l�ordre de d�clenchement des r�gles	 Ces d�monstrations� donn�es dans les
deux sections qui suivent� sont rendues possibles par le formalisme utilis�	

��� Terminaison

	���� G�n�ralit�s

La premi�re qualit� que l�on attend d�un syst�me de r��criture� ainsi que de tout calcul
informatique traditionnel� est sa terminaison ����	 On dit qu�un syst�me est � terminaison
�nie lorsqu�il n�existe pas de suite in�nie d�applications de r�gles et cela quelles que soient les
donn�es initiales	 Ainsi� dans notre cas� partant d�une carte donn�e et appliquant les r�gles du
syst�me� on arrive� au terme d�un nombre �ni de r��critures modulo� � une carte ne pouvant
d�clencher aucune des r�gles	 Cette carte est une forme normale de la carte initiale par rapport
au syst�me de r��criture	

La m�thode standard pour montrer la terminaison d�un syst�me de r��criture� est la
construction d�un ordre de r�duction sur les termes� c�est
�
dire bien fond� et monotone� tel
que l�application d�une r�gle transforme un terme donn� en un terme plus petit pour cet ordre	
Les ordres classiques utilisent la syntaxe des termes et un pr�
ordre� appel� une pr�c�dence�
sur les symboles de fonctions ���� ��� ���	

Or� dans notre cas la construction d�un tel ordre est di�cile car� syntaxiquement� la taille
d�une carte augmente lors de son ra�nement� des brins et des liaisons pouvant y �tre ajout�s	
Bien s#r� il est possible de construire des ordres de r�duction bas�s sur la syntaxe m�me dans
ce cas	 Mais ici� il est clair que le syst�me termine� en fait� parce que le nombre d�intersections
ou de sommets superpos�s dans une carte diminue lors de son ra�nement� ce qui est une
mesure s�mantique et non pas syntaxique de l�avancement du processus	
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Pour r�soudre ce probl�me d�licat� nous nous appuyons sur la technique de ���� qui repose
sur l�utilisation d�un ordre s�mantique 
sem� plus riche qu�un ordre reposant purement sur
la syntaxe� car faisant intervenir le sens que l�on donne aux r�gles de r��criture	 Cet ordre�
�galement bas� sur une pr�c�dence� fait intervenir� de surcro"t� une mesure des cartes� not�e
m	 Lorsque deux termes ne peuvent �tre compar�s syntaxiquement en utilisant la pr�c�dence�
leurs mesures respectives sont compar�es	

La mesure m doit faire appara"tre l��tat de ra�nement d�une carte	 Pour cela� notons
que les r�gles de ra�nement se divisent naturellement en deux groupes	 Le premier� form�
des r�gles R� � R
� g�re les ar�tes	 Le second� form� par R� et R�� recti�e les sommets	
Nous consid�rons alors la mesure comme un couple �m�� m�� dont les composantes mesurent
l�avancement des transformations r�alis�es par ces deux groupes	

	���� La composante m�

La composante m� doit d�cro"tre strictement en cas de coupure ou de suppression d�ar�tes	
La premi�re id�e serait de consid�rer comme mesure la somme des carr�s des longueurs des
ar�tes	 En e�et� lorsque l�on coupe une ar�te de longueur l � a�b en deux ar�tes de longueurs
a et b non nulles� on a bien �a� b�� 
 a� � b�	 De m�me� la suppression d�une ar�te non nulle
soustrait un r�el strictement positif de cette somme	 Pourtant� cette mesure ne convient pas
car elle ne construit pas un ordre bien fond�	 Il existe� en e�et� des suites de r�els positifs
d�croissantes et in�nies	

Cette premi�re id�e nous guide cependant vers une solution plus subtile� bas�e sur le
m�me principe� mais utilisant des entiers	 Nous rempla
ons la longueur l d�une ar�te non
nulle par l�entier dl e qui lui est imm�diatement sup�rieur ou �gal	 Une ar�te nulle �tant
toujours compt�e �� on a dl e � �	 Montons que pour a et b r��ls� da � b e� 
 da e� � db e� si
et seulement si da e � � et db e � �� en utilisant la proposition suivante	

Proposition 	
�
� da � b e � da e� db e ou da� b e � da e� db e � ��

Preuve 	
�
� Cette premi�re proposition se montre ais�ment en utilisant la d��nition de
d e �

� � da e � a� avec � � ��� ��

� � db e � b� avec � � ��� ��

a � b � da e � db e� �� avec � � ��� � �� ��� �� ��

da � b e � da e � db e� d� e� avec d� e � � ou� ��

ut

Proposition 	
�
� da � b e� 
 da e� � db e� si et seulement si da e � �� et� db e � ��

Preuve 	
�
� En e�et� dans le cas o� da� b e � da e� db e� alors le r�sultat est imm�diat et
lorsque da � b e � da e� db e � �� alors �

da� b e� 
 da e� � db e�

� �da edb e � �da e � �db e� � 
 �

� da e�db e � ��db e�da e � �� � � 
 �

� da e � � et db e � �
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ut

Il reste alors un probl�me pour les ar�tes de longueur inf�rieure ou �gale � �	 Pour le
contourner il su�t de diviser les longueurs des ar�tes par la moiti� de la longueur minimale
des ar�tes non nulles de la carte et de compter � pour une ar�te nulle	 Les mesures consid�r�es
seront alors toujours sup�rieures ou �gales � �	 Notons que cette longueur minimale existe
et est non nulle car l�ensemble des brins est �ni	 Formellement nous obtenons la d��nition
suivante �

D��nition 	
�
� m� �
�
�

P
x�C

d�l�x��
 e�� avec �


 l�x� �

�
	 si l�ar�te de x est nulle �
longueur de l�ar�te de x sinon�


 
 � min
x�C

fl�x�g�

La somme est divis�e par �� car elle est r�alis�e sur l�ensemble des brins de la carte et donc
chaque ar�te est compt�e deux fois	

	���� La composante m�

La composante m� doit rendre compte de l��tat de reconstruction des sommets	 La r�gle
R�� fusionnant deux sommets� en supprime toujours un	 La r�gle R� ajoute un sommet� mais
fait dispara"tre un brin non class�	 Nous pouvons donc d��nir m��C� comme �tant le nombre
de sommets dans la carte C� plus � par brin appartenant � un sommet non class�	 Les r�gles du
premier groupe pouvant faire augmenter le nombre de sommets� la composante m� doit avoir
plus de poids que m�	 La mesure d�une carte sera donc le couple m�C� � �m��C�� m��C��	

	���	 Sp�ci�cation de la mesure d�une carte

La mesurem et ses deux composantes sont sp�ci��es dans la table �	� qui n�cessite quelques
explications	 La sp�ci�cation MESURE importe le module NAT qui d�crit les entiers naturels
et les op�rations arithm�tiques usuelles sur ces nombres	 La composante m� est calcul�e via
une fonction auxiliairem�

��C� 
� qui fait intervenir la valeur de 
�C� calcul� au pr�alable	 Cette
fonction auxiliaire additionne les longueurs des ar�tes compl�tement plong�es	

Ainsi� lorsque l�on rencontre le g�n�rateur gp��C� x� p�� si l�autre brin� ���C� x�� de l�ar�te
de x n�est pas plong� on ne compte rien et on supprime ce plongement	 Sinon� on ajoute la
longueur de l�ar�te de x� obtenue par la fonction lgap�C� x� d��nie dans la table �	�� � la
mesure de la carte de laquelle on a supprim� l�ar�te de x� avec la fonction dap�C� x� d��nie
dans la table �	�	

Le comportement vis
�
vis de l� est implicite� et vis
�
vis de l� consiste � supprimer le
�
lien qui n�intervient pas dans le calcul� en dupliquant correctement les plongements avec
dsp	

La composante m� compte les sommets et d�pend donc des �
liaisons	 Sa d��nition est
bas�e sur la suppression syst�matique des �
liaisons	 Ainsi� si on rencontre le g�n�rateur l��
on supprime cette liaison� ce qui augmente de � le nombre de sommets� puis on totalise le
nombre de sommets restant dans la carte auquel on soustrait �	 Lorsque les brins rencontr�s
avec le g�n�rateur l� appartiennent � un sommet non class� on ajoute � au calcul pr�c�dent	
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Tab� �	�� Sp�ci�cation de la mesure d�une carte

Sp�c MESURE �tend ��CARTE�GEO
�NAT avec

Op�rateurs

m � �Carte �� �Nat Nat� �mesure d�une carte�
m� � �Carte �� Nat �premi
re composante�
m� � �Carte �� Nat �seconde composante�

Axiomes �C � �Carte � x� y� z � Brin � p � Point�
m�C� � �m��C��m��C��

m��C� � m�

�
�C� ��C��

m�

�
�v� �� � �

m�

�
�l��C� x� y�� �� � m�

�
�dsp�l��C� x� y�� x�� ��

m�

�
�gp��C� x� p�� �� � si lp��C����C� x�� alors m

�

�
�C� ��

sinon d�lgap�gp��C� x� p�� x��� e� 	m�

�
�dap�gp��C� x� p�� x�� ��

��v� � �
��gp��C� x� p�� � si lp��C����C� x�� alors ��C�

sinon min�lgap�C� x�� ��dap�gp��C� x� p�� x���

m��v� � �
m��l��C� x� y�� � � 	m��C�
m��l��l��C� x� y�� y� z�� � si x � z alors m��dsp�l��l��C� x� y�� y� z�� y����

sinon si class�l��l��C� x� y�� y� z�� y�
alors m��dsp�l��l��C� x� y�� y� z�� y���
sinon � 	m��dsp�l��l��C� x� y�� y� z�� y����

m��l��C� x� y�� � m��C��� si al��C� x� � al��C� y�
m��gp��C� x� p�� � m��C� si al��C� x� � al��C����C� x��

Fin
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Si le g�n�rateur en t�te est gp� on peut supprimer ce plongement � condition que les
brins x et ���C� x� soient libres de �
liens	 C�est ce qui est exprim� par le mot cl� si	 Dans
le cas contraire� le plongement reste n�cessaire aux calculs des angles	 Il faut donc appliquer
des permutations jusqu�� ce que les �
liens apparaissent en t�te et soient supprim�s par la
m�thode pr�c�dente	

En�n� lorsque l�on arrive au g�n�rateur d�insertion l�� il n�y a plus de �
liens ni de plon

gement et on compte les deux sommets cr��s par cette insertion d�ar�te	

	���
 L�ordre s�mantique

L�ordre s�mantique est bas� sur une pr�c�dence sur les symboles de fonctions� not�e �	
Une pr�c�dence est pr�cis�ment un pr�
ordre bien fond�� c�est
�
dire une relation binaire tran

sitive et r��exive telle qu�il n�existe pas de suite strictement d�croissante in�nie	 La relation
d��quivalence � associ�e � � est d��nie par � f � g si et seulement si f � g et g � f 	 L�ordre
partiel� strict et bien fond�� not� �� associ� � � est d��ni par f � g si et seulement si f � g�
et non g � f 	

La pr�c�dence re��te la hi�rarchie utilis�e pour la d��nition des op�rations	 Ainsi� intui

tivement� f � g signi�e que f est d��nie en fonction de g	 Deux op�rations d��nies par une
r�cursion crois�e sont donc �quivalentes pour la pr�c�dence	 Pour d��nir �� nous divisons les
symboles de fonctions selon leurs pro�ls� ce qui nous donne les groupes suivants �

� Pour les fonctions n�agissant pas sur les cartes �

G g�n�rateurs des sortes de base  Bool� Int� Point� Seg� 	 	 	 ! &

O les autres op�rations sur ces sortes  op�rations g�om�triques et arithm�tiques! &

� Pour les fonctions agissant sur les cartes �

Gc les g�n�rateurs des cartes  v� l�� l� et gp�! &

Sc les s�lecteurs sur les cartes qui sont les fonctions ayant un argument de sorte �Carte
et une valeur de retour qui n�est pas de sorte �Carte &

Cc les constructeurs et destructeurs des cartes qui sont les fonctions ayant un argument
et une valeur de retour de sorte �Carte	

En e�et� tous les op�rateurs sont d��nis en fonctions des g�n�rateurs des sortes leur corres

pondant� et les fonctions sur les cartes �tendent les op�rations arithm�tiques et g�om�triques	
La pr�c�dence correspond � l�ordre de ces groupes	 Ainsi� pour toute fonction g de G� o de
O� g� de Gc� s de Sc et c de Cc� on a c � s � g� � o � g	 Et� pour deux fonctions f et g du
m�me groupe� on a f � g et g � f � c�est
�
dire f � g	

Apr�s ces pr�liminaires� nous pouvons maintenant d��nir l�ordre s�mantique �

D��nition 	
�
	 Soient s et t deux termes avec s � f�s�� � � � � sn� et t � g�t�� � � � � tm�� alors
s 
sem t si et seulement si s 
sem ti� pour tout i� et une des quatre conditions suivantes est
remplie �

�i
 
i tel que si �sem t

�ii
 f � g

�iii
 f � g et NAT j� m�s� 
 m�t�
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�iv
 f � g et NAT j� m�s� � m�t� et �s�� � � � � sn��sem �t�� � � � � tn�

o� �sem est l�extension lexicographique de 
sem ���� et NAT j� p signi�e que l�on peut
d�montrer dans l�alg�bre des entiers d��nie par la sp�ci�cation NAT que p est un th�or�me	
Si s est une constante alors n � � et� respectivement� si t est une constante alors m � �	
En�n� des variables ne sont pas comparables par la pr�c�dence sauf si elles sont �gales	

Les deux premi�res conditions apparaissant dans la d��nition de 
sem� repr�sentent la
partie syntaxique de cet ordre bas�e sur la pr�c�dence	 Les deux derni�res forment la partie
s�mantique de l�ordre	 La quatri�me condition ne sera d�ailleurs pas utilis�e dans la suite	

Dans ����� on montre que l�ordre s�mantique ainsi d��ni est un ordre de r�duction	 Alors� le
syst�me de r��criture R est � terminaison �nie s�il est 
sem
orientable� c�est
�
dire si chacune
de ses r�gles l�est	 Une r�gle c� � � � � � cm j n � d est 
sem
orientable si l�on a n 
sem vrai�
n 
sem ci pour tout i et n 
sem d	

En�n� l�ordre s�mantique a la propri�t� de sous
terme� c�est
�
dire qu�un terme est toujours
plus grand qu�un de ses sous
termes� et est stable par substitution� c�est
�
dire que pour tous
termes� s et t� et toute substitution �� s 
sem t� s� 
sem t�	

	���� D�monstration de la terminaison

Pour d�montrer la terminaison du syst�me de r��criture� nous allons v�ri�er que chaque
r�gle est 
sem
orientable	 La premi�re condition� n 
sem vrai� est remplie gr�ce � la condition
 ii!� en raison de la d��nition de la pr�c�dence	 En e�et� la constante vrai appartient au
groupe G et dans toutes les r�gles le symbole de fonction apparaissant en t�te du num�rateur
n est gp� qui fait partie du groupe Gc	 On a donc gp��C� x� p� 
sem vrai	

La seconde condition � v�ri�er est n 
sem ci� pour tout i	 Les ci sont tous des termes dont
le symbole de t�te est un s�lecteur du groupe Sc	 En utilisant le fait que les pr�conditions de
ses s�lecteurs doivent �tre �valu�es � vrai pour pouvoir d�clencher une r�gle� on peut r�duire
les ci � des termes dont les symboles de t�te sont des op�rations g�om�triques du groupe O	
Comme dans le premier cas� n a pour symbole de t�te gp� �Gc	 Donc n 
sem ci est v�ri��
par la condition  ii! et gr�ce � la pr�c�dence	 Voyons� pour nous convaincre� la d�monstration
d�taill�e de cette condition pour la r�gle R�	

Preuve 	
�
� Montons que gp��C� x� p� 
sem nullap�gp��C� x� p�� x�� Les pr�conditions de la
fonction nullap sont prec nullap�C�� x� � e�C�� x� � �lp��C�� x� � �lp��C�� ���C�� x��� Dans
la carte gp��C� x� p�� on peut monter formellement� en utilisant directement les axiomes de
la sp�ci�cation� que x existe� e�gp��C� x� p�� x� � vrai� et est plong�� �lp��gp��C� x� p�� x� �
vrai� Il faut donc encore que cette carte v�ri�e la condition �lp��gp��C� x� p�� y� � vrai� en
rempla�ant le terme ���gp��C� x� p�� x� par y pour simpli�er l��criture�

D�apr�s la d��nition de lp�� ceci est v�ri�� si le sommet y est plong� par l�utilisation du
g�n�rateur gp� sur un brin du sommet de y� En utilisant les axiomes de permutation� on peut
amener ce g�n�rateur sur le brin y et en t�te de terme� On peut ainsi a�rmer qu�il existe un
terme C � et un terme q tels que C � gp��C �� y� q�� Cette phase constitue une d�monstration
inductive� valide dans les alg�bres engendr�es correspondant � la sp�ci�cation� Alors �

gp��C� x� p� � gp��gp��C �� y� q�� x� p�� avec y � ���gp��C� x� p�� x�

nullap�gp��C� x� p�� x� � nullap�gp��gp��C �� y� q�� x� p�� x�
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� eqsp�gp��gp��C �� y� q�� x� p�� x� y�

� eqp�p� q�

en utilisant les axiomes d��nissant nullap et eqsp� donn�s dans la table ����
Or gp��C� x� p� 
sem eqp�p� q�� puisque l�on a gp��C� x� p� 
sem p et gp��C� x� p� 
sem q� p

et q �tant des sous
termes de gp��C� x� p�� et gp� � eqp� ce qui permet de remplir la condition
�ii
� Ceci conclut la d�monstration de n 
sem c�� pour la r�gle R�� ut

Pour les autres s�lecteurs et les autres r�gles� il est facile de voir qu�en appliquant le m�me
raisonnement et apr�s simpli�cation on arrive au m�me type de r�sultat	 Il nous reste donc
� d�montrer que n 
sem d pour toutes les r�gles	 Ceci se fait en utilisant la d��nition de la
mesure des cartes pour v�ri�er la condition  iii!� c�est � dire que NAT j� m�n� 
 m�d� pour
chaque r�gle	 Voyons la d�monstration pour la r�gle R�	

Preuve 	
�
	 Montons que gp��C� x� p� 
sem dap�gp��C� x� p�� x�� De m�me que pr�c�dem

ment� les pr�conditions impliquent que le brin repr�sent� par le terme ���C� x� et not� y� est
plong� sur un point q et donc qu�il existe un terme C � et un terme q tels que C � gp��C �� y� q��
La d�monstration consiste alors en une �tude de cas�

Premier cas � Supposons que les brins x et y ne sont pas 	
li�s� c�est
�
dire que le terme
C � ne contient aucune occurrence du g�n�rateur l� faisant intervenir les termes x et y� Alors�
le g�n�rateur l� ayant r�alis� l�insertion des brins x et y� et dont une occurrence existe dans
C � d�apr�s les pr�conditions� peut �tre amen� en t�te de terme� ce qui se d�montre encore
une fois par induction structurelle� Ainsi� apr�s permutation� on peut a�rmer qu�il existe un
terme C �� tel que �

gp��C� x� p� � gp��gp��l��C ��� x� y�� y� q�� x� p�

Alors� en utilisant les axiomes d��nissant dap� on obtient �

dap�gp��C� x� p�� x� � C ��

On a donc pour la mesure m� des deux cartes �

m��gp��C� x� p�� � m��gp��gp��l��C
��� x� y�� y� q�� x� p��

� m�
��gp��gp��l��C

��� x� y�� y� q�� x� p�� 
�

� d��
 e� �m�
��dap�gp��gp��l��C

��� x� y�� y� q�� x� p�� x�� 
�

� d��
 e� �m�
��C

��� 
�

� d��
 e� �m��C
���

� d��
 e� �m��dap�gp��C� x� p�� x��

avec 
 � 
�gp��gp��l��C ��� x� y�� y� q�� x� p��� L�ar�te de x �tant nulle� sa longueur vaut 	�
d�apr�s les axiomes de la table ��� d��nissant la fonction lgap� Il est ais� de voir que d��
 e� 

� est un th�or�me dans l�alg�bre des entiers� c�est
�
dire que NAT j� d��
 e� 
 �� Alors� la
condition �iii
 est v�ri��e �

NAT j� m��gp��C� x� p�� 
� 
 m��dap�gp��C� x� p�� x�� 
�

Second cas � Supposons que x poss�de deux 	
liens et que y n�en ait pas� Pr�cis�ment�
supposons qu�il existe deux occurrences de l� dans C � faisant intervenir x et deux brins x�
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et x�� tels que x� � ���C� x� et x�� � ����C� x�� Le principe de la d�monstration reste le
m�me� mais les g�n�rateurs l� doivent �tre amen�s en t�te de terme avec le g�n�rateur l��
En e�et� ces trois g�n�rateurs ne peuvent commuter sans contredire les pr�conditions de l�
qui pr�cisent qu�un brin ne peut �tre 	
li� que s�il a pr�alablement �t� ins�r�� On a alors� de
mani�re similaire �

gp��C� x� p� � gp��gp��l��l��l��C ��� x� y�� x� x��� x��� x�� y� q�� x� p�

dap�gp��C� x� p�� x� � gp��l��C �� x��� x��� x�� p�

la mesure m� ne d�pendant pas des 	
liens� les mesures des deux termes � comparer sont les
m�mes que pr�c�demment et la condition �iii
 est encore v�ri��e�

Il reste alors � v�ri�er la condition s 
sem ti� pour tout i� soit �

gp��gp��l��l��l��C �� x� y�� x� x��� x��� x�� y� q�� x� p� 
sem l��C �� x��� x��

gp��gp��l��l��l��C �� x� y�� x� x��� x��� x�� y� q�� x� p� 
sem x�

gp��gp��l��l��l��C �� x� y�� x� x��� x��� x�� y� q�� x� p� 
sem p

Les deux derni�res in�galit�s sont imm�diatement v�ri��es car x� et p sont des sous
termes
du membre de gauche� La premi�re n�cessite une �tape suppl�mentaire� La condition �iii
 est
encore v�ri��e car le membre de droite� l��C �� x��� x��� contient un plongement de moins que
pour la d�monstration pr�c�dente et donc a une mesure m� plus petite� Il reste alors � v�ri�er
les trois in�galit�s suivantes �

gp��gp��l��l��l��C �� x� y�� x� x��� x��� x�� y� q�� x� p� 
sem C �

gp��gp��l��l��l��C �� x� y�� x� x��� x��� x�� y� q�� x� p� 
sem x��

gp��gp��l��l��l��C �� x� y�� x� x��� x��� x�� y� q�� x� p� 
sem x�

Ces in�galit�s sont imm�diatement v�ri��es car C �� x�� et x� sont des sous
termes du membre
de gauche�

Les autres cas de 	
liaisons sont trait�s de la m�me mani�re que les seconds cas trait�s
compl�tement ci
dessus� Il y a au total seize cas possibles� car pour chacun des brins x et y il
existe quatre possibilit�s de 	
liaisons� ut

Une d�monstration de m�me nature peut facilement �tre e�ectu�e sur les autres r�gles�
en utilisant les �quations d��nies dans les sp�ci�cations et par �tude de cas sur la forme des
termes repr�sentant les cartes	 La d��nition informelle de la mesure su�t pour se convaincre
que cela est r�alisable� bien que les calculs soient� il faut l�avouer� e�rayants	 Nous concluons
donc cette section en a�rmant que le syst�me de r��criture R est � terminaison �nie	
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��� Con�uence locale et convergence du syst�me

	���� G�n�ralit�

La seconde propri�t� attendue pour un syst�me de r��criture est sa con�uence ����	 In

formellement� un syst�me est con�uent si� lorsque qu�un terme peut �tre r��crit de deux
mani�res di��rentes menant � deux termes distincts� on peut r��crire ces deux termes en un
m�me terme	 Intuitivement cela implique que le r�sultat de l�application d�un nombre quel

conque de r�gles ne d�pend pas de l�ordre dans lequel ces r�gles ont �t� appliqu�es	 Lorsqu�un
syst�me termine� sa con�uence est �quivalente � sa con�uence locale	 La di�cult� vient ici
du fait que la r��criture d�une carte se fait modulo la th�orie �quationnelle E d��nie par les
sp�ci�cations	

Pr�cis�ment� la relation��
R�E

� d��nie pr�c�demment� est localement con�uente si� lorsqu�une
carte peut se r��crire de deux fa
ons distinctes� C� ��R�E C� et C� ��R�E C �

�� alors il existe deux
cartes Cn et C �

m obtenues par des r��critures successives� C� ��R�E � � � ��R�E Cn et C �
� ��R�E � � � ��R�E

C �
m� telles que l�on ait Cn

���E C �
m	

L��galit� entre les cartes est ici l��galit� modulo les �quations de E et � un renommage des
brins pr�s� car les num�ros des brins donn�s par l�op�ration n d�pendent de l�ordre de cr�ation
de ces brins	 Pr�cis�ment� on a Cn

���E C �
m s�il existe deux cartes C et C � telles que Cn

��
E
C�

C �
m

��
E
C � et C � C �	 La relation Cn

��
E
C signi�e qu�on peut montrer que les cartes Cn et C sont

�gales et ceci en utilisant un nombre quelconque d��quations de E	 La relation C � C � signi�e
qu�il existe un isomorphisme de cartes � tel que C � ��C ��� ce qui correspond intuitivement
au renommage des brins	 Le diagramme suivant qui g�n�ralise le diamant classique� r�sume
la situation �

C� ��
R�E

� � � ��
R�E

Cn
��
E

C

C�

�

�
k�

C �
� ��

R�E
� � � ��

R�E
C �
m

��
E

C �

La m�thode classique pour d�montrer la con�uence locale d�un syst�me de r��criture
est bas�e sur l��tude des paires critiques du syst�me ����	 Une paire critique est form�e des
membres droits de deux r�gles dont les membres gauches se superposent et qui� intuitivement�
correspondent � une ambigu�t� du syst�me	 Pr�cis�ment� si l � r et s � t sont deux r�gles
du syst�me� p la position d�un sous
terme non variable de s et � l�uni�cateur le plus g�n�ral
de s jp et l� alors l��quation t� � s��r��p est une paire critique	 Le terme s� se r��crit soit
t� avec la r�gle s � t� soit s��r��p en r��crivant le sous
terme � la position p avec l � r	
On dit que la paire critique est joignable� s�il existe deux suites de r��criture transformant
t� et s��r��p en deux termes t� et s� �gaux	 Le diagramme en losange suivant sch�matise la
situation �

s�

t�
�

��

�

��
s��r��p

t�
��
E
s�
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Dans notre cas la r��criture est conditionnelle et s�e�ectue modulo les �quations de E	 La
conjonction des conditions de d�clenchement de deux r�gles superposables doit �tre ajout�e �
la paire critique qu�elles d��nissent ���� ���	 De plus� les superpositions entre les �quations de
E et les r�gles de R doivent �tre consid�r�es	 Dans ce cas� les paires critiques sont divis�es�
pour plus clart�� en quatre groupes � les pics� les chutes � droite� les chutes � gauche et les
ponts critiques ����	

D��nition 	
�
� Soient c� � � � � � cm j n� d et c�� � � � � � c
�
m� j n� � d� deux r�gles de R� s � t

et s� � t� deux �quations de E� S�il existe une position p non variable et une substitution �
telles que �

� n� jp� n��� alors l��quation conditionnelle c� � � � � � cm � c
�
� � � � � � c

�
m� j d� � n��d���p est

un pic critique de R 
 E �

� n� jp� s�� alors l��quation conditionnelle c� � � � � � cm j d� � n��t��p est une chute �
gauche critique de R 
 E �

� s� jp� n�� alors l��quation conditionnelle c� � � � � � cm j t� � s��d��p est une chute �
droite critique de R 
 E �

� s� jp� s��� alors l��quation t� � s��t���p est un pont critique de R 
 E�

n� �
E
n��t��p

d�
�

�

���y
� � �

chute � gauche

t� �
E
s����y �

�
s��d��p

� � �
chute � droite

t� �
E
s� �

E
s��t���p���y
���y

� � �
pont

Les pics correspondent aux paires critiques d�un syst�me classique que nous avons �voqu�
pr�c�demment	 Les autres cas sont sch�matis�s par les trois diagrammes ci
dessus� dans les

quels les ��ches repr�sentent l�utilisation d�une r�gle de R et �

E
repr�sente l�utilisation d�une

�quation de E	
Le syst�me est alors localement con�uent si toutes les paires critiques sont joignables	 Pour

le d�montrer� il su�t� pour chaque paire critique� de trouver les suites de r��criture permettant
de fermer le diagramme� correspondant intuitivement aux pointill�s des sch�mas	 D�autres m�

thodes moins exhaustives existent pour des syst�mes de r��criture ayant des caract�ristiques
syntaxiques pr�cises	 A notre connaissance� aucune de ces m�thodes ne s�applique dans notre
cas� essentiellement parce que les paires critiques ne peuvent �tre �tudi�es� ici� qu�� travers
des consid�rations s�mantiques	

	���� D�monstration de la con
uence locale

Pour nous convaincre que le syst�me de r��criture pr�sent� ici est bien localement con�uent�
nous n��tudions pas toutes les paires critiques possibles car ce serait trop long et r�barbatif	
Quelques consid�rations informelles et un exemple de preuve typique des probl�mes � r�soudre�
pour chaque type de paire critique� nous semblent su�sant	

Dans le cas des pics ou des chutes� une paire critique fait intervenir une� ou deux� �qua

tions de E	 Les seules �quations pouvant �tre uni��es de cette fa
on sont les �quations de
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permutations	 Or les op�rateurs sont d��nis dans les sp�ci�cations alg�briques de mani�re �
�tre insensibles � ces permutations	 De plus� les pr�conditions des g�n�rateurs fournissent des
contraintes fortes pour les permutations et limitent ainsi l�e�et des paires critiques	 Voyons
dans le d�tail� le cas d�une chute critique � gauche� faisant intervenir une �quation de permu

tation et la r�gle R�	

Preuve 	
�
� L��quation gp��l��C �� x�� y��� z�� p�� � l��gp��C �� z�� p��� x�� y��� obtenue en re

nommant les variables� et la r�gle R� que nous �crivons ici �

eqap�gp��gp��C� x� p�� z� q�� x� z� j gp��gp��C� x� p�� z� q�� dap�gp��gp��C� x� p�� z� q�� z�

peuvent s�uni�er pour former une chute critique gauche� avec la substitution �

C � l��C �� x�� y��

x � z�

p � p�

La chute critique s��crit pr�cis�ment �

eqap�gp��gp��l��C �� x�� y��� z�� p��� z� q�� z�� z� j

gp��l��gp��C �� z�� p��� x�� y��� z� q� � dap�gp��gp��l��C �� x�� y��� z�� p��� z� q�� z�

Les pr�conditions qui englobent le m�canisme de r��criture� impliquent que les brins x� et
y� apparaissant comme param�tres du g�n�rateur l� que l�on permute� sont distincts de z et de
son image par ��� que nous notons z� dans la suite� En e�et� la condition est eqap�� � � � z�� z�
dont les pr�conditions stipulent en particulier que z et z� existent et sont plong�s� Si nous
avions z � x� ou z � y� alors z� serait �gal � y� ou x�� Le g�n�rateur l� apparaissant dans
le terme correspondrait � l�insertion de z et z�� Ceci est impossible puisque cela impliquerait
que z� ne soit pas plong�� le plongement d�un brin �tant r�alis� apr�s son insertion d�apr�s
les pr�conditions�

De m�me� les brins x� et y� ne correspondent pas � des brins des sommets de z� ou z��
puisque les g�n�rateurs l� r�alisant leurs 	
liens avec z ou z� devraient appara�tre apr�s leur
insertion� ce qui n�est pas le cas� Ces deux arguments� peuvent �tre formellement justi��s en
utilisant les sp�ci�cations des pr�conditions et des op�rateurs entrant en jeu dans le raisonne

ment�

La cons�quence de ces remarques est que l�on peut appliquer une permutation pour faire
passer l� en t�te du terme de gauche et lui appliquer ensuite la r�gle R�� De m�me que
pr�c�demment� les sp�ci�cations peuvent �tre utilis�es pour v�ri�er que les conditions de d�

clenchement sont encore �valu�es � vrai apr�s ces permutations� On obtient alors une suite
de r��critures pour le membre de gauche �

gp��l��gp��C �� z�� p��� x�� y��� z� q�

�
E

l��gp��gp��C �� z�� p��� z� q�� x�� y��

avec la r�gle R� � l��dap�gp��gp��C �� z�� p��� z� q�� z�� x�� y��
��
E

dap�gp��gp��l��C �� x�� y��� z�� p��� z� q�� z�
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La derni�re �tape se justi�e de la m�me fa�on� Comme x� et y� n�appartiennent ni � l�ar�te
de z ni � ses sommets� les axiomes d��nissant dap nous assurent que les permutations sont
possibles� Le dernier membre de droite est �gal au terme de droite de la chute critique� Le
diagramme correspondant peut donc �tre referm� et la chute est joignable� ut

Le cas de pics critiques est plus d�licat� puisque lorsque deux r�gles peuvent �tre appli

qu�es les transformations induites modi�ent la g�om�trie de la carte et donc l��valuation des
conditions de d�clenchement	 Un exemple typique de ce probl�me intervient lorsqu�un sommet
est plong� sur le point d�intersection de deux ar�tes s�cantes� fx� yg et fx�� y�g	 Si on utilise la
r�gle R� de coupure par incidence pour couper l�ar�te fx� yg� alors dans la carte en r�sultant�
les ar�tes de x et y n�intersectent plus l�ar�te fx�� y�g	 D�autre part� si on utilise la r�gle R


pour d�couper ces deux ar�tes alors le sommet n�est plus incident aux ar�tes en r�sultant	
Des consid�rations g�om�triques doivent alors �tre utilis�es pour d�montrer que le pic critique
correspondant est joignable	

Pour rechercher les pics critiques du syst�me� il faut essayer d�uni�er les num�rateurs
des di��rentes r�gles	 Les termes correspondant � ces derniers ont tous en t�te un ou deux
g�n�rateurs gp�	 Les uni�cations possibles sont donc semblables� ce qui nous permet quelques
remarques communes � tous les pics critiques	 Soient deux r�gles� not�es c j gp��C� x� p�� d
et c� j gp��C� x�� p�� � d�� la premi�re uni�cation possible consiste simplement � identi�er
les variables des deux termes de gauche	 Alors� un pic critique a la forme g�n�rale suivante
c � c

� j d � d�	
Les pics de ce type peuvent �tre �cart�s tr�s simplement	 En e�et� la conjonction c � c

�

des conditions de d�clenchement est toujours �valu�e � faux	 Par exemple et intuitivement�
deux ar�tes s�cantes ne peuvent �tre superpos�es ou nulles et deux sommets �gaux ne peuvent
appartenir � des ar�tes s�cantes	 Ceci peut �tre d�montr� gr�ce aux sp�ci�cations de tests
g�om�triques d�intersection� d�incidence et d��galit� ou de nullit� d�ar�tes	

Nous �cartons donc toutes ces uni�cations et ne consid�rons ainsi que celles qui font
intervenir un v�ritable sous
terme d�un num�rateur	 Seules les r�gles dont le num�rateur
comporte deux occurrences de gp� peuvent �tre uni��es de cette fa
on	 Les pics sont donc
form�s par une r�gle quelconque et une r�gle faisant intervenir un couple de brins et dont on
r��crit un sous
terme strict	

Examinons en d�tail le pic form�� par exemple� par les r�gles R
 et R� en notant c
 et c�
leurs conditions de d�clenchement� pour ne pas alourdir leur expression d�j� complexe� et en
renommant leurs variables pour plus de clart� �

c
�x� z� j gp��gp��C� x� px�� z� pz� ��
R�

cap�cap�gp��gp��C� x� px�� z� pz�� x� i�� z� i�

c��t� u� j gp��gp��C
�� t� pt�� u� pu� ��

R�
cap�gp��gp��C �� t� pt�� u� pu�� t� pu�

Preuve 	
�
� Le pic critique est form� avec la substitution suivante �

C � � gp��C� x� px�

t � z

pt � pz

Donc le terme gp��gp��gp��C� x� px�� z� pz�� u� pu� v�ri�e les conditions c
�x� z� � c��z� u��
Intuitivement cela signi�e que x et z appartiennent � des ar�tes s�cantes� not�es fx� x�g et
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fz� z�g� et que le sommet de u est incident � l�ar�te de z� Ce terme peut se r��crire de deux
fa�ons distinctes qui conduisent au pic suivant �

c
 � c� j cap�gp��gp��gp��C� x� px�� z� pz�� u� pu�� z� pu� �

gp��cap�cap�gp��gp��C� x� px�� z� pz�� x� i�� z� i�� u� pu�

Le membre de gauche est obtenu en appliquant R� et donc en coupant� au point pu� l�ar�te
fz� z�g en deux ar�tes fz� z�g et fz��� z

�g� o� z� et z�� sont deux nouveaux brins de la carte� Le
membre de droite est obtenu en appliquant R
 et donc en coupant� en leur point d�intersection
i� les ar�tes fx� x�g et fz� z�g� Les quatre ar�tes obtenues sont not�es fx� x
g� fx�
� x

�g� fz� z
g
et fz�
� z

�g� Les deux r��critures possibles et les notations des brins sont sch�matis�es dans la
table ����

z’

x’

i u

pu

z

x

z 3

z’3
x

z x’

z’

R 3
z 4

z’4
4x 4x’

z x’

z’
x

R 4

Fig� �	�� Notation utilis�e pour les brins

Pour construire les suites de r��critures permettant de fermer le diagramme� il faut alors
consid�rer trois cas� repr�sent�s dans la �gure ���� en fonction des positions relatives� sur
l�ar�te de z� des points i et pu o� ont eu lieu les d�coupes d�ar�tes�

i u

pu
x

z

i

u

pu

z

x

i

z

x
pu

u

Fig� �	�� Les trois positions possibles pour les points i et pu

Premier et second cas � Dans les deux premiers cas� la d�monstration consiste � appli

quer R
 au terme obtenu avec R� et inversement � appliquer R� � celui obtenu avec R
� Nous
allons d�tailler le premier cas qui est en fait celui qui est sch�matis� dans la �gure ����

Dans le membre de gauche� obtenu par R�� les ar�tes fx� x�g et fz� z�g sont encore s�cantes
et leur point d�intersection est encore i� Ceci peut �tre d�montr� en rempla�ant� dans le calcul
d�intersection� le point sur lequel est plong� z� par le point pu sur lequel est maintenant plong�
z�� et en utilisant le fait que pu �tait incident � l�ar�te fz� z�g� On peut donc lui appliquer R
�

Par contre� dans le membre de droite� obtenu par R
� le sommet de u n�est plus incident �
l�ar�te de z� mais � celle de z�
� ce qui se d�montre de la m�me fa�on� On peut alors appliquer
R� aux brins z�
 et u�

Dans les deux membres� pour pouvoir appliquer la r�gle d�termin�e ci
dessus� il faut pou

voir exhiber les g�n�rateurs gp� voulus en t�te de termes� Cela est r�alis� en utilisant les
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axiomes de la fonction cap pour r�duire les termes � des g�n�rateurs de base� Comme pour la
d�monstration de la terminaison� les pr�conditions peuvent �tre utilis�es pour d�duire la forme
que doivent avoir ces termes� Apr�s applications des r�gles correspondantes et simpli�cation�
on obtient deux cartes identiques� mais avec des brins di��rents� les nouveaux brins z�� � � � � x

�



�tant cr��s avec deux ordres distincts� Il est alors ais� de trouver l�isomorphisme de carte qui
est une fonction �changeant simplement les entiers repr�sentant ces brins�

Troisi�me cas � Dans ce cas� pu est �gal � i� Si on commence par appliquer R
� on coupe
les ar�tes fx� x�g et fz� z�g au point i� On obtient donc trois sommets �les deux nouveaux et u

dont deux sont plong�s sur i et un sur pu� Par contre� si on commence par appliquer R�� on
coupe l�ar�te fz� z�g en pu� Apr�s permutations et simpli�cation� on peut monter que� comme
i � pu� le sommet u est incident � l�ar�te fx� x�g� On applique alors R� qui coupe cette ar�te
en pu et on obtient ainsi trois sommets plong�s sur pu�

Pour refermer compl�tement le diagramme il su�t alors d�appliquer la r�gle de fusion de
sommets sur ces trois sommets jusqu�� n�avoir plus qu�un sommet plong� sur pu� Alors� on
obtient des cartes �gales � un isomorphisme pr�s� qui correspond encore � un renommage des
nouveaux brins apparus pendant le processus� Ceci conclut la d�monstration du fait que le pic
est joignable� ut

Une d�monstration de m�me type peut �tre e�ectu�e pour les autres pics	 Nous a�rmons
donc que le syst�me est localement con�uent	 Comme il est � terminaison �nie� il est donc
convergent ����	 Ceci implique que pour chaque terme il existe une forme normale unique
modulo

���E 	 Le syst�me de r��criture peut donc �tre vu comme une fonction de normalisation
des cartes qui associe � une carte quelconque� une unique carte bien plong�e � le ra�nement
de cette premi�re	

��� Compl�tion des labels

	�	�� Principe de base

Apr�s ra�nement� une carte est bien plong�e	 Les cellules des di��rents objets qu�elle
mod�lise ont �t� d�coup�es� en cellules plus petites� ou fusionn�es	 De plus� toutes les relations
d�incidence ou d�adjacence existant entre elles� ont �t� mises � jour ou compl�t�es	 Toutes
les intersections ou superpositions qui existaient entre des objets de la carte de d�part� ont
disparu	 Ainsi� si deux objets de la carte de d�part se recouvraient� leur intersection a �t�
implicitement calcul�e et est mod�lis�e� apr�s le ra�nement� par un ensemble de cellules	

Pour pouvoir �valuer� une expression bool�enne entre des objets mod�lis�s par une carte�
il faut pouvoir d�terminer � quel s! objet s! correspondent les cellules du ra�nement de celle

ci	 Traditionnellement� cette classi�cation des cellules est r�alis�e en recherchant pour chaque
cellule le ou les objets auxquels elle appartient	 Pour cela� on utilise des tests g�om�triques
comme des localisations de points ou l�utilisation de normales indiquant l�int�rieur d�une
cellule ���� ���� souvent combin�s avec des informations obtenues durant le calcul d�intersection
����	

La m�thode que nous pr�sentons ici� bas�e sur la compl�tion des labels� utilise unique

ment les informations topologiques existant dans le ra�nement� et en particulier les relations
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d�adjacence et d�incidence entre les cellules	 Le principe de base est de d�tecter les cellules par

tag�es par plusieurs objets� apr�s le ra�nement� et de compl�ter leurs labels en tenant compte
des nouvelles relations d�incidence ou d�adjacence trouv�es	 Avant de d�tailler ce m�canisme
de compl�tion� examinons un exemple simple	

A

B

A A

A

B
B

B

B
A A

B

A A

A
B

B

B

B

A A

A

A

A

A

B

B

BB

B

B

AB

AB

AB

AB

Deux faces labellées a et b Leur raffinement Complétion des labels

Fig� �	�� Compl�tion des labels pour l�intersection de deux faces

Exemple 	
	
� Consid�rons deux faces orient�es s�cantes appartenant � deux objets� d�iden

ti�cateurs A et B� repr�sent�es dans la �gure ���� Avant le ra�nement� les �
labels des brins
de ces deux faces valaient respectivement les ensembles fAg et fBg� not�s A et B� Apr�s
le ra�nement� la face correspondant � leur intersection est form�e de morceaux d�ar�tes des
deux faces initiales� Les brins de ces ar�tes ont des �
labels valant A ou B� On a donc une face
dont les brins ont des labels di��rents� On peut en d�duire qu�elle appartient � l�intersection
recherch�e� Les �
labels des brins de cette face doivent donc �tre remplac�s par l�union des
�
labels� soit ici l�ensemble fA�Bg� not� AB�

De plus� les ar�tes qui appartenaient � la face B� avant le ra�nement� et dont les �
labels
ont �t� mis � jour� sont � l�int�rieur de la face de A� Le 	
label de ces ar�tes doit donc
�galement �tre modi��� Le m�me raisonnement peut �tre e�ectu� pour les sommets et leur
�
label� ut

	�	�� Modi�cation � apporter au ra�nement

Pour pouvoir appliquer le m�canisme de compl�tion des labels� il faut que la phase de
ra�nement pr�serve l�ensemble des labels d�une carte	 D�une part� il ne faut pas cr�er de vide
ou de trous	 Ainsi� lorsque des nouveaux brins sont ins�r�s dans la carte� ils h�ritent de labels
coh�rents avec les labels des brins auxquels ils sont reli�s	 D�autre part� il ne faut pas perdre
d�information	 Ainsi� lorsque deux cellules sont fusionn�es� les labels des brins de la nouvelle
cellule sont modi��s pour regrouper l�ensemble des labels initiaux	

Pour assurer cette pr�servation des labels� les op�rations g�om�triques utilis�es pour le
ra�nement sont remplac�es par des op�rations prenant en compte les labels	 Ces op�rations
sont celles qui sont d�crites dans la section �	�	 Les transformations qu�elles induisent sur le
syst�me de r��criture sont d�crites ci
apr�s	

La premi�re modi�cation appara"t dans la r�gleR� qui correspond � une fusion d�ar�te	 Elle
supprime une ar�te fz� tg superpos�e � une seconde ar�te fx� yg	 Les labels port�s par les brins
z et t sont transmis aux brins x et y avant que leur ar�te ne soit supprim�e	 La suppression et
la transmission des labels sont r�alis�es par la fonction fapl�C� x� z� qui remplace la fonction



�� CHAPITRE �� LE RAFFINEMENT DES CARTES EN DIMENSION �

dee�C� z� qui supprimait simplement l�ar�te de z	 Pour i ���� ��� le i
label de x est remplac�
par l�union des i
labels de x et z	 Les labels de t sont transmis de la m�me fa
on � y	

Dans les r�gles R� et R
 qui r�alisent des coupures d�ar�tes� on remplace la fonction
cap�C� x� p� qui coupe l�ar�te de x au point p� par la fonction capl�C� x� p�	 Cette fonction
utilise cap pour couper l�ar�te et initialise les labels des nouveaux brins	 Leurs �
 et �
labels
sont les copies des labels des brins de d�part	 Le �
label des nouveaux brins est initialis� avec
le �
label de x� car les objets auxquels appartient ce nouveau sommet sont ceux auxquels
appartenait l�ar�te	

Pour la r�gle R� qui fusionne deux sommets superpos�s� le seul changement consiste �
remplacer le �
label des brins du nouveau sommet par l�union de leurs �
labels	 Ceci est
r�alis� par la fonction fusionl�C� x� z� qui fusionne les sommets de x et z avec la fonction
fusion�C� x� z� et modi�e les �
labels	

Ces modi�cations assurent qu�aucun label vide n�est ajout� et que les informations port�es
par les brins supprim�s ou dont les cellules sont fusionn�es ne sont pas perdues	 Ces change

ments ne perturbent en rien les transformations g�om�triques r�alis�es pendant la phase de
ra�nement	 Il est ainsi ais� de voir que les propri�t�s d�montr�es pour le premier syst�me de
r��criture restent valables	 Une d�monstration formelle pourrait en �tre donn�e facilement en
prenant en compte dans les d�monstrations pr�c�dentes la pr�sence des g�n�rateurs de base
pour les labels	

	�	�� La r�gle de compl�tion des labels

Pendant la phase de ra�nement et avec les modi�cations locales d�crites ci
dessus� les
�
 et �
labels sont correctement mis � jour	 Seuls les �
labels peuvent �tre di��rents pour
deux brins d�une m�me face  orient�e!	 Ce sont ces di��rences qui permettent de localiser les
endroits o� les relations d�incidence ou d�adjacence peuvent �tre utilis�es pour compl�ter les
labels et pour d�duire les objets auxquels appartient une cellule nouvellement cr��e	

labelR

Lt

Ly

Lx

Lz

z

x

y
t

Lx + Lz

Ly + (Lz \ Lx)Lt + (Lx \ Lz)

z

x

y
t

Fig� �	�� Illustration de la r�gle de compl�tion des labels

La compl�tion est r�alis�e par une unique r�gle e�ectuant des modi�cations locales	 Elle
n�intervient qu�aux endroits o� deux brins adjacents dans une m�me face ont des �
labels
di��rents et applique � ces brins la fonction comp qui compl�te localement les labels	 Sa
description formelle est donn�e dans la table �	� et sch�matis�e dans la �gure �	�	 La fonction
comp est d�taill�e ci
apr�s	

Tout d�abord� rappelons que la face du brin x est situ�e � droite de l�ar�te orient�e de x	
Pour simpli�er� nous parlerons de la droite ou de la gauche d�un brin	 Les objets auxquels
appartient la face de x� qui sont les objets du �
label de x� seront simplement appel�s les
objets � droite de x	 Le brin z est l�image par �� de x et donc son successeur dans la face de
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Tab� �	�� R�gle de compl�tion des labels

Rlabel �

C

comp�C� x� z�
si

�
x �C � z � ���C� x�
label��C� x� �� label��C� z�

x	 Nous notons y et t les images respectives de x et z par ��� fx� fy� fz et ft les faces des brins
x� y� z et t et Lx� Ly� Lz et Lt leurs �
labels	

Si Lx et Lz sont di��rents� leurs ar�tes avant le ra�nement appartenaient � des faces
distinctes et donc � des objets di��rents	 La face unique � laquelle appartiennent x et z apr�s
le ra�nement appartient donc � la fois aux objets des ensembles Lx et Lz	 Ainsi� les �
labels
de x et z sont remplac�s par l�union� not�e Lx � Lz� de ces ensembles	

De plus� avant le ra�nement� la face fx continuait peut
�tre sur la gauche de l�ar�te de
z	 La zone occup�e par fx avant ra�nement est repr�sent�e en gris dans la �gure �	�� le
bord �ventuel de fx et fz avant ra�nement est repr�sent� en pointill�s	 Les objets auxquels
appartient cette zone sont les objets de Lx dont l�ar�te de z n�est pas une fronti�re	 Les objets
dont l�ar�te de z est une fronti�re sont ceux qui sont dans le �
label de z	

Ainsi� les objets � droite de x continuant � gauche de z sont ceux qui appartiennent � Lx�
mais pas � Lz	 L�ensemble de ces objets est donc la di��rence ensembliste Lx n Lz	 Ainsi� on
ajoute au �
label de t l�ensemble de ces objets et donc Lt et remplac� par Lt � �Lx n Lz�	
R�ciproquement� les objets � droite de z continuant � gauche de x sont ceux qui appartiennent
� Lz� mais pas � Lx	 Ainsi� le �
label de y est remplac� par Ly � �Lz n Lx�	

Intuitivement� on peut voir ce m�canisme de compl�tion des �
labels comme leur propa

gation g�n�rale � travers toutes les faces de la carte	 Pr�cis�ment� pour chaque brin on essaye
de transmettre les objets de son �
label aux faces qui lui sont adjacentes	 Les ar�tes� qui
mod�lisent les bords des objets initiaux� peuvent �tre vues comme des �ltres emp�chant le
passage de certains objets	 L�utilisation de la di��rence ensembliste correspond � ce �ltrage	

Int�ressons nous maintenant aux �
labels des ar�tes de x et z	 Lorsque des objets sont
transmis d�une face � l�autre cela signi�e que l�ar�te incidente � ces deux faces est � l�int�rieur
des objets transmis	 Les objets transmis de fx � ft sont les objets de Lx n Lz	 On en d�duit
qu�apr�s le ra�nement l�ar�te fz� tg se trouve � l�int�rieur de ces objets qui sont donc ajout�s
� l�ensemble des objets auxquels appartient cette ar�te	 Ainsi� on ajoute aux �
labels de z et
t l�ensemble Lx n Lz	 De m�me� on ajoute aux �
labels de x et y l�ensemble Lz n Lx	

Le m�me principe est appliqu� aux �
labels de x et t� avec cependant quelques di�cult�s
suppl�mentaires	 Parmi les objets qui sont transmis de fx � ft� certains recouvrent le sommet
de t	 Sur l�exemple de la �gure� certains des objets de la zone grise s��tendent au
del� du
sommet de t	 Les objets qui ne s��tendent pas sont ceux dont le bord poss�de une ar�te
incidente au sommet de t	 Ainsi� on calcule l�union� ULt �

S
t� �h��i�t�

label��C� t��� des �

labels des brins du sommet de t	 Tous les objets de cette union ont leurs bords qui passent
par le sommet de t	 Les objets qui s��tendent au
del� de t sont donc ceux de l�ensemble
�Lx nLz� n ULt et sont donc ajout�s au �
label de t	 De m�me les objets de �Lz n Lx� n ULx
sont ajout�s au �
label de x� avec ULx �

S
x� �h��i�x�

label��C� x��	



�� CHAPITRE �� LE RAFFINEMENT DES CARTES EN DIMENSION �

	�	�	 Terminaison de la compl�tion des labels

Pour d�montrer la terminaison du processus de compl�tion� il est possible de construire
une preuve similaire � ce qui a �t� e�ectu� pr�c�demment	 Une mesure bas�e sur la taille des
labels� c�est
�
dire sur le nombre d�objets de ces ensembles� peut �tre d��nie	 Nous ne d�taillons
pas ici la d��nition de cette mesure� ni la d�monstration de la terminaison	 Cependant� nous
donnons les arguments sur lesquels est bas�e cette preuve	

Lorsque la r�gle de compl�tion est appliqu�e des objets sont ajout�s aux labels des di��

rents brins mis en cause	 Le nombre de ces objets est toujours strictement positif puisqu�ils
proviennent de la di��rence de deux ensembles distincts	 Or le nombre d�objets contenus dans
un label est born� par le nombre total d�objets pr�sents dans la carte	 Apr�s un nombre �ni
d�applications de la r�gle� plus aucun objet ne peut donc plus �tre ajout� et le processus
termine	

La mesure permettant de prouver cette terminaison consiste � compter le nombre d�objets
qu�il est possible d�ajouter� c�est
�
dire la somme des di��rences entre les tailles des labels et
la taille maximale correspondant � un label contenant tous les objets de la carte	 Ce nombre
d�objets diminue � chaque application de la r�gle et est positif� ce qui permet de conclure	

Apr�s la compl�tion des labels� tous les brins d�une m�me face ont le m�me �
label	 Ainsi
le r�sultat de la compl�tion des labels sur une carte ra�n�e� est une carte bien plong�e et
bien labell�e qui permet donc une d��nition sans ambigu�t� des objets mod�lis�s par la carte	

	�	�
 Exemple de ra�nement
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Fig� �	�� Exemple de ra�nement et de compl�tion
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Exemple 	
	
� Un exemple plus complet de ra�nement et de compl�tion des labels est donn�
dans la �gure ���� Pour simpli�er le sch�ma� seuls les �
labels des brins sont repr�sent�s par
des lettres situ�es � droite de leurs ar�tes� La �gure �a
 contient une carte d��nissant trois
objets A�B et C� La �gure �b
 montre son ra�nement et la conservation des �
labels� Notons
que le label de l�ar�te fusionn�e est compl�t�� La �gure �c
 montre l��tat des labels apr�s quatre
ex�cutions de la r�gle� En�n� la �gure �d
 montre le r�sultat �nal� ut

Cet exemple limit� aux �
labels correspond en fait au cas d�un ra�nement sur des objets
r�gularis�s	 Le ra�nement et la compl�tion des labels que nous avons d��nis s�appliquent� en
toute g�n�ralit�� � des objets non r�gularis�s� en particulier� gr�ce au fait que l�on distingue
les labels de di��rentes dimensions	

��
 In�uence des approximations num�riques

Dans le cas o� les nombres et l�arithm�tique utilis�s font intervenir des approximations
num�riques� des erreurs d�arrondis ou une �galit� � un seuil 
 pr�s� les calculs num�riques
in�uencent le r�sultat et les propri�t�s logiques du ra�nement	 Bien que ces probl�mes num�

riques ne soient pas notre principal centre d�int�r�t� les m�thodes formelles que nous utilisons
nous permettent quelques remarques int�ressantes	 Tout d�abord les lieux o� interviennent
ces approximations et l�in�uence qu�elles peuvent avoir sur le ra�nement sont circonscrits �
certains endroits strat�giques	 Les calculs num�riques n�interviennent� en e�et� que dans les
tests g�om�triques apparaissant dans les conditions de d�clenchement des r�gles	

En particulier� durant le ra�nement� les transformations topologiques ou g�om�triques
appliqu�es � une carte n�utilisent aucun calcul num�rique	 Ainsi les probl�mes num�riques
n�ont pas d�in�uence sur la validit� du r�sultat� dans le sens o� les cartes obtenues v�ri�ent
toujours leurs contraintes d�int�grit�s� m�me si des erreurs num�riques ou d�arrondis peuvent
conduire � des r�sultats inattendus du point de vue du plongement	 Ce premier point est
obtenu par l�utilisation syst�matique de la topologie� gr�ce au mod�le de repr�sentation des
objets et en raison de la nature des op�rations utilis�es pour la transformation des cartes	

Si les probl�mes num�riques ne perturbent pas la validit� du r�sultat� ils jouent tout de
m�me un r�le important au niveau des propri�t�s logiques du syst�me de r��criture	 Dans les
d�monstrations de terminaison et de con�uence du syst�me� on peut remarquer deux types
d�arguments	 Le premier regroupe des arguments apparaissant dans toutes les d�monstrations�
mais qui sont seuls � intervenir dans la preuve de la terminaison et dans l��tude des chutes
et ponts critiques	 Ces arguments sont des consid�rations sur les permutations possibles des
g�n�rateurs et sur l�utilisation des axiomes d��nissant les op�rateurs et leurs pr�conditions	
Pour ce type d�arguments les approximations num�riques ne jouent aucun r�le	

Le second type d�arguments intervient dans l��tude des pics critiques pour la con�uence	
Ils consistent � montrer que si deux r�gles peuvent s�appliquer sur un m�me terme� alors
si on applique la premi�re� les conditions de d�clenchement de la seconde r�gle sont encore
v�ri��es ce qui permet de l�appliquer et r�ciproquement	 Les arguments utilis�s se divisent
en deux sous
goupes que nous r�sumons informellement en confondant les cellules avec leurs
plongements	

Le premier groupe d�arguments correspond � la transitivit� de l��galit� des sommets et
donc des ar�tes	 Elle assure que si trois sommets ou trois ar�tes sont superpos�s alors leur
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fusion peut �tre r�alis�e dans n�importe quel ordre	 Le second groupe d�arguments repose sur
le fait que les coupures d�ar�tes ne perturbent pas la g�om�trie de celles
ci	 Par exemple� pour
la coupure par incidence� si un sommet est incident � une ar�te et si celle
ci est d�coup�e par
une seconde r�gle� alors apr�s la coupure le sommet est encore incident � une des deux ar�tes
obtenues	

Ces deux arguments sont les seuls dont la d�monstration est bas�e sur les propri�t�s
des op�rations num�riques	 En cas d�erreur d�approximations ou d�arrondis� leurs preuves ne
sont plus valides et entra"nent la non
con�uence du syst�me	 C�est le formalisme utilis� pour
ces preuves qui permet de situer pr�cis�ment les endroits o� les approximations num�riques
ont une in�uence cruciale	 Ceci nous permet sur quelques exemples de donner des pistes
possibles pour r�soudre ces probl�mes	 Nous commen
ons par �tudier les probl�mes li�s � la
non
transitivit� des tests d��galit� pour les sommets	

p

r

q

p r

q

r

rp
q

r

Fig� �	�� Exemple de suites de r��critures non transitives

Exemple 	


� La �gure ��� montre un exemple o� le fait que l��galit� de sommets ne soit
pas transitive� permet quatre suites de r��critures qui ne sont pas con�uentes� L��galit� est ici
suppos�e calcul�e � un 
 pr�s� Les cercles en gris ont un rayon de taille 
 et repr�sentent les
zones d�in�uence pour l��galit�� La premi�re r��criture fusionne p et q sur le point p �n�oublions
pas qu�il n�y a qu�un plongement par sommet
 et la d�rivation s�arr�te puisque p et r sont
di��rents� La seconde et la troisi�me suites fusionnent p et q sur q� puis q et r sur q ou r� La
quatri�me fusionne q et r sur r et s�arr�te car p et r sont distincts� ut

Cela nous conduit vers deux pistes pour assurer la con�uence en cas d��galit� calcul�e �
un 
 pr�s	 La premi�re est num�rique et consiste en l�utilisation d�une grille discr�te dans le
plan	 Deux sommets sont �gaux s�ils appartiennent � la m�me case de la grille	 Cela permet
d�assurer la transitivit� de l��galit�� bien que deux points tr�s proche puissent appartenir �
des cases di��rentes et donc �tre di��rents	

La seconde solution est topologique	 Au lieu de n�avoir qu�un plongement par sommet� il
su�t d�avoir un plongement par brin	 Ceci autorise des sommets form�s de brins �gaux deux
� deux� mais globalement di��rents	 L��galit� n�est toujours pas transitive� mais la fusion de
sommet le devient� gr�ce � la transitivit� de la relation d�incidence topologique� ce qui assure
la con�uence � ce niveau	
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Fig� �	�� Exemple de suites de r��critures avec un plongement par brin

Exemple 	


� La �gure ��� montre les suites obtenues sur le m�me exemple� mais en auto

risant un plongement par brin� Les arcs de ��ches orient�s repr�sentent les liaisons par �� qui
mod�lisent la relation d�incidence topologique assurant la transitivit� de la fusion de sommets�
On peut voir sur cet exemple que la con�uence est assur�e� Les sommets p et r sont g�om�

triquement distincts� mais la transitivit� des liaisons par �� assure leur �galit� topologique�
ut

Le second type de probl�mes rencontr�s� lorsque des approximations et arrondis sont uti

lis�s� est relatif aux perturbations cr��es par l�application de transformations g�om�triques	
Pr�cis�ment� lorsqu�une ar�te est d�coup�e en un point� deux nouvelles ar�tes sont cr��es	
Chacune de ces ar�tes est d��nie par un sommet de l�ar�te initiale et le point de coupure	 Or
ce point de coupure est obtenu par des calculs num�riques approxim�s pour l�incidence ou
arrondis pour l�intersection	 Donc� les deux nouvelles ar�tes peuvent avoir des plongements
dont l�union est di��rente du plongement de l�ar�te initiale	

Fig� �	�� Exemple de r��critures avec des perturbations par d�placement

Exemple 	


� La �gure �� montre les suites de r��critures possibles si la coupure d�ar�te
induit des perturbations� Dans le premier et le troisi�me cas� apr�s coupure de l�ar�te � un
premier sommet le second sommet n�est plus incident aux ar�tes r�sultant de la d�coupe� Dans
le second cas� la perturbation est su�samment r�duite pour que les deux d�coupes par incidence
aient lieu� ut
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Une piste �ventuelle pour r�soudre ce cas est de d��nir le �
plongment d�une ar�te expli

citement et non plus implicitement	 On peut par exemple associer � chaque ar�te une droite
� laquelle appartient le segment sur lequel elle est �
plong�e	 Les deux ar�tes r�sultant de la
d�coupe d�une ar�te h�ritent de son �
plongement	 Si les calculs d�incidence ou d�intersection
s�e�ectuent sur ce �
plongement� les d�placements d�crits ci
dessus disparaissent	

En�n� la derni�re remarque que nous faisons a trait � l�argument utilis� pour �carter
certains pics critiques	 Nous avions fait la remarque que les conditions de d�clenchement
�taient disjointes et que� par exemple� si deux ar�tes sont s�cantes� alors un sommet de l�une
ne peut �tre incident � l�autre	 Les d��nitions de l��galit� des sommets et ar�tes� de l�incidence
et de l�intersection doivent toujours v�ri�er cette propri�t� pour assurer la con�uence	

Les quelques remarques que nous avons donn�es ici ne remplacent pas une �tude des
probl�mes d�approximation n�cessaire en elle
m�me	 Mais elles permettent de recentrer ce
type d��tudes sur les endroits strat�giques o� l�in�uence de ces probl�mes est grande	



Chapitre 


Description de strat�gies et algorithmes

concrets

Dans le chapitre pr�c�dent� nous avons vu que le ra�nement� d�une carte plong�e peut �tre
d�crit formellement par un syst�me de r��criture modulo	 Un tel syst�me d�crit parfaitement
les transformations � e�ectuer sur une carte pour qu�elle devienne bien plong�e et bien labell�e	
Cependant� ce syst�me ne fournit aucune indication sur l�ordre dans lequel les transformations
doivent �tre e�ectu�es� ni sur la complexit�� en terme de nombre de tentatives de r��criture�
d�un tel processus	 Notons encore que la terminaison et la con�uence du syst�me assurent
que nous pouvons choisir n�importe quelle strat�gie pour l�application des r�gles	 Puisqu�il
n�existe pas de suite in�nie de r��critures toute strat�gie termine et comme le syst�me est
con�uent� toute strat�gie conduit au m�me r�sultat	

Notre id�e est que tous les algorithmes permettant d��valuer un ra�nement utilisent le
m�me type de r�gles et se di��rencient principalement par le choix d�une strat�gie pour leur
application	 Or cette notion de strat�gie n�existe pas explicitement dans la syntaxe ou la
forme des syst�mes de r��criture abstraits	 De m�me� des notions classiques comme l�aspect
s�quentiel des op�rations� le parcours d�une structure telle qu�une carte ou la structuration
d�un algorithme par des boucles� inh�rentes � la notion d�algorithme� sont di�ciles � exprimer
dans le contexte de la r��criture	

La r��criture d�une carte est non d�terministe	 Les permutations des g�n�rateurs qui sont
utilis�es pour d�clencher les r�gles� correspondent en fait � un parcours des brins et des couples
de brins de la carte	 Le choix de l�ordre dans lequel sont pratiqu�es ces permutations �tant a
priori al�atoire� l�ordre de parcours des brins et donc l�ordre d�ex�cution des r�gles est �gale

ment al�atoire� ou plut�t non d�terministe	 D�crire concr�tement un algorithme d�terministe�
� partir du syst�me de r��criture� revient en fait � �xer une strat�gie de parcours des brins	
L��tude de la classe de tous les algorithmes de ra�nement se ram�ne ainsi � l��tude des stra

t�gies de parcours� et la complexit� de ces algorithmes correspond alors au nombre de brins
et de couples parcourus	

Dans ce chapitre� nous proposons une approche permettant d�expliciter ces notions	 Cette
approche est bas�e sur l�adjonction de structures de contr�le aux r�gles de r��criture	 Nous
l�utiliserons pour �tudier diverses strat�gies et pour obtenir une description formelle� mais
plus explicite� des algorithmes correspondants	 En�n� nous verrons comment les syst�mes
de r��criture sont transform�s� ou ra�n�s au sens du g�nie logiciel� � partir du syst�me

��
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initial� pour d�crire des strat�gies de plus en plus e�caces� jusqu�� l�obtention d�une strat�gie
optimale de balayage du plan	 Ceci nous permettra de retrouver les algorithmes classiques de
ra�nement� du plus na�f au plus e�cace en terme de complexit�	


�� Utilisation de structures de contr�le

Une utilisation na�ve du syst�me de r��criture que nous avons d�crit au chapitre � consiste�
d�une part� � tester pour chaque brin et chaque couple de brins� les conditions de d�clenche

ment des r�gles� et� d�autre part� � ex�cuter celles
ci quand elles sont remplies	 L�algorithme
correspondant aurait la structure suivante �

R�p�ter

Choisir x dans C

Essayer d�ex�cuter les r�gles � et � avec x

R�p�ter

Choisir z dans C

Essayer d�ex�cuter les r�gles � � � avec x et z

Jusqu�� ce qu�aucune r�gle ne puisse 	tre ex�cut�e avec x

Jusqu�� ce qu�aucune r�gle ne puisse 	tre ex�cut�e

Pour d�crire un algorithme concret il faut �xer une strat�gie pour le choix les brins� c�est

�
dire une strat�gie de parcours de la carte	 Pour r�aliser ceci� nous ajoutons au syst�me de
r��criture des structures de contr�le utilis�es pour �xer le choix du brin ou du couple de brins
pour lequel on essaye d�appliquer une r�gle	 Une r�gle de r��criture d�crit alors � la fois les
transformations e�ectu�es sur la carte et celles qui le sont sur les structures de contr�le	

Dans une r�gle du syst�me de la table �	�� le choix des brins x et y dans la carte C est
e�ectu� par celui de permutations utilis�es pour les amener en t�te du terme r��crit	 Pour
s�parer ce choix de la forme du terme repr�sentant la carte� nous pouvons �galement choisir x
et y� de mani�re ind�terministe� dans l�ensemble des brins de la carte	 C�est cette premi�re id�e
qui est pr�sent�e dans le syst�me RS de la table �	�	 Ce premier syst�me pr�pare l�utilisation�
dans la suite� de structures de contr�le quelconques	

Dans ce syst�me de r��criture nous utilisons des ensembles dont une sp�ci�cation d�taill�e
peut �tre trouv�e� par exemple� dans ����	 Les ensembles sont construits � partir de singletons�
not�s fxg� et par des unions disjointes et commutatives� not�es fxg 
 S ou fx�� � � � � xng 
 S
pour fx�g 
 � � � 
 fxng 
 S	 Une op�ration de suppression d�un �l�ment x d�un ensemble S�
not�e d�S� x�� est utilis�e dans la suite	

Dans ce syst�me� une carte et un ensemble de brin sont r��crits simultan�ment	 Nous
verrons qu�en fait cet ensemble est toujours exactement l�ensemble des brins de la carte	 Le
choix des brins porte maintenant sur leur appartenance � cet ensemble	 Chaque r�gle de RS

d�crit les modi�cations � apporter � l�ensemble de brins pour que� s�il repr�sentait l�ensemble
des brins de la carte avant r��criture� il repr�sente apr�s r��criture l�ensemble des brins de la
carte transform�e	

Les r�gles RSinit et RSfin d�crivent les �tapes d�initialisation et de �n de r��criture avec
RS	 La r��criture d�une carte C avec RS d�bute en initialisant la structure de contr�le avec
l�ensemble de ses brins s�C�	 La r��criture avec le syst�me RS se termine lorsque les r�gles
RS� � RS� ne peuvent plus �tre d�clench�es� ce que nous notons �RS� � � � � � �RS�	 Cette
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Tab� �	�� Syst�me de r��criture structur� par des ensembles

RSinit �

C

s�C�� C
RSfin �

S�C

C
si �RS� � � � � � �RS�

RS� �

fxg � S�C

d�S� ���C� x��� dap�C� x�
si nullap�C� x�

RS� �

fx� zg � S�C

d�fxg � S� ���C� z��� dap�C� z�
si

�
�eqa�C� x� z�
eqap�C� x� z�

RS� �

fx� zg � S�C

fx� x�� y�� zg � S� cap�C� x� ���C� z��
si

�
�nullap�C� z�
incident�C� z� x�

avec

n
x�	���cap�C�x����C�z���x�

y�	���cap�C�x����C�z������C�x��

RS
 �

fx� zg � S�C

fx� x�� y�� z� z�� t�g � S� cap�cap�C� x� i�� z� i�
si secant�C� x� z�

avec

�����
����

i 	intersection�C�x�z�

x�	���cap�cap�C�x�i��z�i��x�

y�	���cap�cap�C�x�i��z�i�����C�x��

z�	���cap�cap�C�x�i��z�i��z�

z�	���cap�cap�C�x�i��z�i�����C�z��

RS� �

fx� zg � S�C

fx� zg � S� fusion�C� x� y�
si

�
�eqv�C� x� y�
eqsp�C� x� y�

RS� �

fxg � S�C

fxg � S� dsp�C� x�
si �class�C� x�
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condition pourrait facilement �tre explicit�e et r�duite en prenant la conjonction des n�gations
des conditions des r�gles RS� � RS�	 D�s qu�elle est remplie� l�ensemble n�est plus n�cessaire
et RSfin retourne la carte �nale	

Pr�cis�ment� si des brins sont supprim�s de la carte� comme dans les r�gles R� et R�� ils
sont �galement supprim�s de l�ensemble	 Ainsi� pour RS�� l�ensemble fxg
S est remplac� par
l�ensemble d�S� ���C� x��	 On a donc supprim� de l�ensemble de d�part les brins x et ���C� x�
qui sont les brins de l�ar�te nulle supprim�e dans dap�C� x�	 Le m�me principe est utilis� pour
RS�	

Lors d�une coupure d�ar�te� des brins sont ajout�s � la carte� comme dans les r�gles R�

et R
� et sont donc ajout�s � l�ensemble	 Ces nouveaux brins sont obtenus dans la carte
transform�e en recherchant les nouvelles images par �� des brins dont l�ar�te a �t� coup�e	
Ainsi� pour RS�� l�ar�te fx� ���C� x�g est coup�e� et donc� les nouveaux brins x� et y� sont
les images de x et ���C� x� dans la carte cap�C� x� ���C� z��	 L�ensemble fx� zg 
 S est donc
remplac� par l�ensemble fx� x�� y�� zg 
 S	

Nous pouvons alors a�rmer que les deux syst�mes de r��criture sont �quivalents	

Proposition 

�
� Soit une carte C quelconque� alors �

C
���

R�E
C � �� C

���
RS�E

C �

Cette proposition signi�e que la forme normale C �� d�une carte C� obtenue par le sys

t�me R est �gale � la forme normale obtenue avec le syst�me RS	 Nous ne donnons pas une
d�monstration in extenso de la proposition� mais quelques remarques doivent su�re � nous
convaincre	 Une d�monstration formelle consisterait � v�ri�er par induction structurelle et en
utilisant les axiomes d��nissant s�C�� que l�ensemble qui est r��crit est bien �gal � l�ensemble
des brins de la carte	 Cette preuve ne pr�sente aucune di�cult�� mais est longue et fastidieuse	

Les r�gles sont �crites pour v�ri�er la propri�t� suivante �

C ��
Ri�E

C � �� �s�C�� C� ��RSi
�E �s�C

��� C ��

qui signi�e que pour toute �tape de r��criture de la carte C en la carte C �� avec la r�gle Ri

du syst�me R� il est possible de r��crire de mani�re �quivalente C et l�ensemble des brins de
C� avec la r�gle correspondante RSi du syst�me RS et r�ciproquement	

En e�et� quels que soient les brins x et z apparaissant en t�te du terme repr�sentant C
et utilis�s pour d�clencher la r�gle Ri� il est possible de construire l�ensemble des brins de C
de mani�re � ce que ces deux brins soient au d�but de l�ensemble et d�clenchent ainsi la r�gle
RSi 	 Les deux r�gles d�clench�es par les m�mes brins e�ectuent les m�mes transformations et
l�ensemble obtenu est bien l�ensemble des brins de C �	

R�ciproquement� �tant donn� l�ensemble des brins de C dont les deux premiers brins
d�clenchent une r�gle RSi � il est possible par des permutations successives d�amener le plon

gement de ces brins en t�te du terme C pour qu�ils d�clenchent la r�gle Ri	

En fait� les permutations utilis�es pour la r��criture avec le syst�me R sont remplac�es�
dans le syst�me RS� par des permutations dans l�ensemble des brins	 On pourrait ainsi� pour
utiliserRS et les syst�mes que nous verrons par la suite� supprimer les axiomes de permutation
des sp�ci�cations des cartes	

Cette premi�re �tape qui consiste � passer du syst�me R au syst�me RS ne r�sout pas le
probl�me du choix d�une strat�gie� puisque le choix d�un brin ou d�un couple de brins dans
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l�ensemble des brins est toujours non d�terministe	 Mais elle nous permet d�introduire une
structure de contr�le et de s�parer ainsi le choix des brins de la forme du terme repr�sentant
une carte	 L�utilisation de structures de contr�le de plus en plus e�caces va nous permettre
dans les sections suivantes d�obtenir les r�sultats escompt�s	


�� Formalisation d�un parcours global

L��tape suivante dans la transformation du syst�me de r��criture est de �xer explicitement
le parcours des brins	 La m�thode la plus simple consiste � parcourir tous les brins de la carte	
Pour cela� nous rempla
ons l�ensemble de brins utilis� comme structure de contr�le� par deux
listes de brins	 La premi�re liste L est utilis�e pour parcourir les brins de la carte et pour �xer
le choix du brin x apparaissant dans les r�gles	 La deuxi�me liste L� permet� pour chaque brin
x de L� de parcourir les brins de la carte qui n�ont pas encore �t� test�s avec x et ainsi de
�xer le choix des couples de brins	

La r��criture est initialis�e avec la liste de tous les brins de la carte C� not�e l�C�	 Un
brin est supprim� de L lorsqu�il ne peut plus d�clencher aucune r�gle	 Le syst�me termine
quand L est vide	 A chaque fois qu�un brin est supprim� de L� la liste L� est initialis�e avec les
brins restants	 Les brins x et z sont toujours choisis en t�te des deux listes courantes	 Lorsque
aucune r�gle utilisant un couple de brins ne peut �tre d�clench�e� le premier brin de la liste
L� est supprim�	

Une sp�ci�cation d�taill�e des listes peut �galement �tre trouv�e dans ����	 Dans la suite�
nous consid�rons qu�elles sont construites � partir de la liste vide � � et par l�adjonction
d�un �l�ment x en t�te d�une liste L� not�e �xjL� ou �x�� � � � � xnjL� pour �x�j�� � � j�xnjL� � � ���	
L�op�ration d�L� x� supprime x de la liste L quand x n�est pas le premier �l�ment de L	

La table �	� montre le syst�me de r��criture RL o� les r�gles de RS ont �t� transform�es
pour prendre en compte les deux listes utilis�es comme structures de contr�le	 Comme avant
les brins qui sont supprim�s de la carte sont� dans RL� et RL�� �galement enlev�s des deux
listes	 Ainsi� dans RL�� l�ar�te fx� ���C� x�g est d�truite	 La liste �xjL� est donc remplac�e par
la liste d�L� ���C� x�� et la liste L� est remplac�e par d�d�L�� x�� ���C� x��	 Le m�me principe
est utilis� pour RL�	

Lorsque des brins sont ajout�s � la carte� dans RL
� ils le sont aussi � la premi�re liste	 On
aurait �galement pu les ajouter � la seconde liste� mais il est facile de voir que ces nouveaux
brins ne peuvent pas interagir avec les brins dont l�ar�te vient d��tre coup�e	 Ainsi� dans
RL
� les nouveaux brins x�� y�� z� et t� sont ajout�s � la liste �xjL� qui est remplac�e par
�x� x�� y�� z�� t�jL�	 Les brins sont simplement ajout�s en t�te de liste puisque leur ordre dans
celle
ci n�a pas d�importance	 Le seul imp�ratif est que le premier brin de L reste le m�me pour
ne pas perturber le parcours	 Comme dans le syst�me RS les nouveaux brins sont obtenus en
recherchant les images par �� des brins dont l�ar�te est coup�e	 Les formules utilis�es sont les
m�mes et ne sont pas r��crites pour �viter d�alourdir l��criture	

Ce raisonnement est �galement appliqu� � RS� qui n�cessite cependant un traitement
particulier	 En e�et� cette r�gle n�est pas sym�trique et les tentatives de d�clenchement avec
des couples sym�triques �x� z� et �z� x� ne sont pas �quivalentes	 Nous souhaitons d�crire� dans
le syst�me RL� un parcours dans lequel une paire fx� yg n�est examin� qu�une fois� c�est
�

dire soit avec le couple �x� z�� soit avec le couple �z� x�	 La r�gle RS� est ainsi d�doubl�e en
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Tab� �	�� Syst�me de r��criture structur� par des listes

RLinit �

C

l�C�� l�C�� C
RLfin �

� �� � �� C

C

RL� �

�xjL�� L�� C

d�L����C� x��� d�d�L
� � x�� ���C� x��� dap�C� x�

si nullap�C� x�

RL� �

�xjL�� �zjL��� C

d�d��xjL�� z�� ���C� z��� d�L
�� ���C� z��� dap�C� z�

si

�
�eqa�C� x� z�
eqap�C� x� z�

RL� �

�xjL�� �zjL��� C

�x� x�� y�jL�� �zjL��� cap�C� x� ���C� z��
si

�
�nullap�C� z�
incident�C� z� x�

avec x�� y� les brins cr��s

RL�� �

�xjL�� �zjL��� C

�x� z�� t�jL�� �z� z�� t�jL��� cap�C� z� ���C� x��
si

�
�nullap�C� x�
incident�C� x� z�

avec z�� t� les brins cr��s

RL
 �

�xjL�� �zjL��� C

�x� x�� y�� z�� t�jL�� �zjL��� cap�cap�C� x� i�� z� i�
si secant�C� x� z�

avec

�
i � intersection�C� x� z�
x�� y�� z�� t� les brins cr��s

RL� �

�xjL�� �zjL��� C

�xjL�� �zjL��� fusion�C� x� y�
si

�
�eqs�C� x� z�
eqsp�C� x� z�

RL� �

�xjL�� L�� C

�xjL�� L�� dv�C� x�
si �class�C� x�

RL
 �

L� �zjL��� C

L�L�� C
si �RL� � �RL� � �RL
 � �RL�

RL� �

�xjL�� � �� C

L�L�C
si �RL� � �RL�
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deux r�gles sym�triques RL� et RL�� 	 Remarquons que dans RL�� les nouveaux brins z� et t�

sont ajout�s � la seconde liste car ils peuvent interagir avec x� notamment pour la fusion de
sommet	 Pour le reste ces deux r�gles sont comparables � RL
	

Deux r�gles qui n�agissent que sur les structures de contr�le� et que nous appellerons
r�gles de contr�le� sont ajout�es au syst�me	 Elles d�crivent le parcours des brins de la carte
et correspondent au passage au brin suivant dans les deux listes	 Quand le premier brin z de la
seconde liste L� ne peut d�clencher aucune des r�gles n�cessitant un couple de brin avec le brin
x de la premi�re liste� il est supprim� de L�	 Ceci revient � choisir pour z son successeur dans
L� et est d�crit par la r�gle RL
	 Ainsi� quand les r�gles � � � ne peuvent �tre ex�cut�es� ce que
nous notons �RL� � �RL� � �RL
 � �RL�� la seconde liste �zjL�� est remplac�e par L�	 Comme
mentionn� pour RS cette condition de d�clenchement pourrait facilement �tre explicit�e et
simpli��e	

Quand la seconde liste est vide� cela signi�e que x� le brin en t�te de la premi�re liste� a
�t� test� avec tous les autres brins	 La r�gle RL� supprime alors le brin x de la premi�re liste
et initialise la seconde liste avec les brins restants	 La condition �RL� � �RL� qui appara"t
dans RL� pr�cise que la suppression de x n�est r�alis�e que lorsque x ne peut d�clencher les
r�gles RL� et RL�	

Les deux derni�res r�gles de contr�le� RLinit et RLfin� d�crivent l�initialisation et la termi

naison du syst�me RL	 La r��criture commence avec les deux listes initialis�es avec l�C�� la
liste des brins de C	 Elle termine quand les deux listes sont vides	 De cette fa
on� tous les brins
et couples de brins sont examin�s	 On pourrait montrer que chaque brin et chaque couple de
brins n�est examin� qu�une fois et que comme pr�c�demment� on a la propri�t� suivante �

Proposition 

�
� Soit une carte C quelconque� alors �

C
���

R�E
C � �� C

���
RL�E

C �

Le syst�me de r��criture RL que nous obtenons est une description formelle� pr�cise et
compl�te d�une strat�gie de parcours des brins d�une carte� pour le calcul de son ra�nement	
Cette strat�gie n�est pas obtenue par une approche globale	 En e�et� comme les r�gles de
r��criture sont ind�pendantes les unes des autres� elle est construite par une �tude des di��

rents cas et les changements sur le syst�me de r��criture sont e�ectu�s r�gle par r�gle	 Des
r�gles de contr�le sont simplement ajout�es pour d�crire le parcours	 Les transformations ef

fectu�es pour �crire les r�gles RL� � RL� sont tr�s simples et pourraient �ventuellement �tre
automatis�es	

Un algorithme de forme classique peut alors facilement �tre d�riv� du syst�me de r��criture
RL	 Sa structure est donn�e par les quatre r�gles de contr�le	 Il correspond � un parcours des
couples de brins de la carte par deux boucles imbriqu�es parcourant chacune une liste de
brins	 Pour le construire nous g�rons directement les r�gles RLinit � RLfin � RL
 et RL� et les
deux listes de brins	 Les brins x et z sont obtenus par la fonction p�L� qui donne le premier
�l�ment d�une liste	

L�algorithme produit a alors la structure suivante �

L 
 l�C�

Tant que L �� 
�

x 
 p�L�

Essayer d�ex�cuter la r�gle � avec x
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Si la r�gle � �choue Alors

Essayer d�ex�cuter la r�gle � avec x

L� 
 L

Tant que L� �� 
 �

z 
 p�L��

Essayer d�ex�cuter la r�gle � avec x et z

Si la r�gle � �choue Alors

Essayer d�ex�cuter les r�gles � � � avec x et z

L� 
 d�L�� z�

FinSi

Fin �tant que L��

L 
 d�L� x�

FinSi

Fin �tant que L�

Si on compte le nombre de tentatives d�ex�cutions de r�gles� ce simple algorithme a une
complexit� en O��n� i���� n �tant le nombre de brins de la carte et i le nombre de brins cr��s
qui est proportionnel au nombre d�intersections et d�incidences	


�� Optimisation par l�utilisation de propri�t�s g�om�


triques

Le syst�me RL d�crit le ra�nement d�une carte � travers un parcours complet des couples
de brins qu�elle contient	 Pour optimiser l�algorithme qui en d�rive� il faut limiter le nombre
de couples parcourus	 Pour cela� nous �tudions les conditions g�om�triques n�cessaires� mais
pas forc�ment su�santes� pour que deux brins puissent interagir� c�est
�
dire d�clencher une
des r�gles du syst�me	 Il faut alors modi�er le parcours� et donc les structures et r�gles de
contr�le� pour que ces propri�t�s soient prises en compte	

Examinons d�abord les conditions n�cessaires � l�interaction de deux brins	 Si D et D�

sont les droites verticales passant par les sommets d�une ar�te fx� yg� nous appelons zone
d�interaction de l�ar�te� la r�gion du plan d�limit�e parD et D�	 Les brins qui peuvent interagir
avec les brins x et y sont ceux dont les sommets sont dans la zone d�interaction de leur ar�te	

En e�et� si deux ar�tes sont s�cantes ou superpos�es� alors un des sommets de ces ar�tes
appartient � la zone d�interaction de l�autre	 Si un sommet est incident � une ar�te� il appar

tient � sa zone d�interaction	 Et en�n� deux sommets �gaux appartiennent chacun aux zones
d�interaction des ar�tes incidentes � l�autre sommet	 Les brins dont le sommet appartient �
la zone d�interaction d�une ar�te� sont dits actifs pour cette ar�te	

1

-1
D’D

4
-4

5

-5
-3 3

2

-2

Fig� �	�� R�gion du plan d�limit�e par l�ar�te !	� 
	"
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Exemple 

�
� Dans l�exemple de la �gure ��	� les brins actifs pour l�ar�te !	� 
	" sont
�� 
� et 
�� Remarquons que les brins � et 
� ne sont pas actifs pour l�ar�te !	� 
	"� mais
qu�inversement les brins 	 et 
	 sont actifs pour l�ar�te !�� 
�"� ut

Pour que cette propri�t� puisse �tre utilis�e� il faut pouvoir v�ri�er� par le calcul� qu�un
brin est actif pour une ar�te donn�e	 Dans cette optique� nous d��nissons un ordre �C sur les
brins d�une carte C donn�e	

D��nition 

�
� Dans une carte C et pour deux brins x et y �
plong�s de C� les relations
�C et �C sont d��nies par �

x �C y �� ���C� x� �p ���C� y�

x �C y �� ���C� x� �p ���C� y� � eqsp�C� x� y�

o� �p est l�ordre lexicographique sur les coordonn�es des points� dont la d��nition est don

n�e pr�cis�ment dans la sp�ci�cation POINT
�D �cf� annexe A
� et eqsp�C� x� y� est le test
d��galit� du plongement de deux sommets� d��ni pr�c�demment�

Alors� formellement� nous avons la d��nition suivante �

D��nition 

�
� Soit C une carte et un brin x �x�� Les brins actifs de C vis
�
vis de l�ar�te
fx� ���C� x�g sont les brins z tels que ��

x �C z � z �C y si x �C y
y �C z � z �C x si x �C y

en notant y � ���C� x��

Pour r�duire le parcours des couples de brins� il faut que� pour chaque brin x choisi dans la
premi�re liste L� nous puissions facilement s�parer les brins actifs des autres brins	 Le meilleur
moyen pour cela est de consid�rer que les brins de la seconde liste L� sont ordonn�s de gauche
� droite suivant la relation �C 	 La liste des brins actifs est alors une sous
liste de L�	

Pour �viter de trier les brins de L� pour chaque x� il su�t de consid�rer que L est �galement
ordonn�e	 La liste des brins actifs est alors une sous
liste de L commen
ant � x	 Comme le
brin x est toujours choisi en t�te de L� L� est �gale � L dont la queue est tronqu�e apr�s le
dernier brin actif	 Pour �viter la recherche explicite de l�endroit � tronquer� L� est initialis�e
� L et les brins de la seconde liste sont parcourus tant qu�ils sont actifs	 Ainsi� les brins sont
parcourus� de gauche � droite� gr�ce � une liste ordonn�e et seuls les couples de brins dont le
deuxi�me membre est actif pour l�ar�te du premier sont parcourus	

Ce choix de parcours nous permet alors quelques simpli�cations pour le test d�interaction	
Comme les brins sont examin�s de gauche � droite� nous avons forc�ment x �C z	 En notant
y ' ���C� x�� la condition exprimant que z est actif pour l�ar�te de x devient ��

x �C z � z �C y si x �C y
y �C z � z �C x si x �C y

��

�
z �C y si x �C y
z �C x si x �C y� car x �C y � x �C z � y �C z est vrai

��

�
z �C y si x �C y
eqsp�C� x� z� si x �C y� car z �C x � x �C z � eqsp�C� x� z�

�� �x �C y � z �C y� ��x �C y � eqsp�C� x� z��
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La condition d�arr�t pour le parcours de la seconde liste est alors la n�gation de la condition
pr�c�dente	 Ce qui donne � �

z �C x � y �C z si x �C y
z �C y � x �C z si x �C y

�� �x �C y � y �C z� ��x �C y � �eqsp�C� x� z��

Le syst�me RF de la table �	� d�crit le ra�nement utilisant cette strat�gie	 Dans certaines
de ses r�gles� comme pr�c�demment� nous serons amen�s � supprimer ou ins�rer des brins
dans les structures de contr�le	 Ceci est r�alis� par deux fonctions� i�F� x� et d�F� x�� pour�
respectivement� ins�rer et d�truire un brin dans une �le	 Mais ces op�rations ne pourront
�tre implant�es de mani�re e�cace si on utilise des listes lin�aires ordonn�es	 Or le but des
transformations apport�es aux syst�mes de r��criture est de d�crire� de fa
on plus explicite�
des algorithmes e�caces� m�me si cette e�cacit� reste invisible au niveau de la description
du parcours� le nombre des couples parcourus ne changeant pas	 Pour cette raison� � la place
des listes� nous utilisons des �les de priorit�� que nous implantons de mani�re optimale par
des tas et dont les sp�ci�cations sont donn�es dans l�annexe B	

Tab� �	�� Syst�me de r��criture structur� par des �les de priorit�

RFinit �

C

f�C�� f�C�� C
RFfin �

� �� � �� C

C

RF� �

F� F �� C

d�d�F� x�� ���C� x��� d�d�F
� � x�� ���C� x��� dap�C� x�

si

�
x � p�F �
nullap�C� x�

RF� �

F� F �� C

d�d�F� z�� ���C� z��� d�d�F
� � z�� ���C� z��� dap�C� z�

si

�
x � p�F � � z � p�F ��
�eqa�C� x� z� � eqap�C� x� z�

RF� �

F� F �� C

i�i�F� x��� y��� F �� cap�C� x� ���C� z��
si

�
x � p�F � � z � p�F ��
�nullap�C� z� � incident�C� z� x�

RF
 �

F� F �� C

i�i�i�i�F� x��� y��� z��� t��� F �� cap�cap�C� x� i�� z� i�
si

�
x � p�F � � z � p�F ��
secant�C� x� z�

RF� �

F� F �� C

F� F �� fusion�C� x� y�
si

�
x � p�F � � z � p�F ��
�eqs�C� x� z� � eqsp�C� x� z�

RF� �

F� F �� C

F� F �� dv�C� x�
si

�
x � p�F �
�class�C� x�

RF
 �

F� F �� C

F� d�F �� z�� C
si

�
x � p�F � � z � p�F �� � ��RF� � � � RF��
�x �C y � z �C y� ��x �C y � eqsp�C� x� z��

avec y � ���C� x�

RF� �

F� F �� C

d�F� x�� d�F� x�� C
si

�
x � p�F � � z � p�F �� � ��RF� �RF��
�x �C y � y �C z� ��x �C y � �eqsp�C� x� z��

avec y � ���C� x�

Pour l�essentiel le syst�me RF reprend les r�gles de la table �	�	 Pour les r�gles � � �� il
n�y a pas de changement notable� except� le fait que les brins ne sont plus choisis en t�te de
liste� mais obtenus par la fonction p�F � qui donne le plus petit �l�ment de la �le de priorit�	
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Notons cependant que� comme x �C z pour tout couple choisi �x� z�� il n�est plus n�cessaire
de d�doubler la r�gle �	

Les changements les plus importants se situent au niveau des r�gles de contr�le	 Les r�gles
� et � utilisent les conditions d��nies pr�c�demment pour limiter le parcours des brins de la
seconde �le aux brins actifs pour le brin courant de la premi�re �le	 Ceci est r�alis� selon le
m�me principe que pour le syst�me pr�c�dent	 Les r�gles d�initialisation sont les m�mes que
pour RL	 La r�gle RFinit initialise la r��criture avec la �le de priorit� f�C� contenant tous les
brins de la carte C ordonn�s par la relation �C 	 En�n� la r��criture se termine avec RFfin

lorsque les �les de priorit� sont vides	
La strat�gie d��nie dans le syst�me RF correspond � un algorithme de balayage simple du

plan	 Sa complexit� reste en O��n� i���� n �tant le nombre de brins de la carte et i le nombre
de brins cr��s� dans le pire des cas	 En e�et� il est possible de construire des cartes telles
que� pour chacun de leurs brins� tous les autres brins soient actifs	 Cependant en moyenne on
obtient une am�lioration sensible de la vitesse de calcul� surtout lorsque les brins sont plong�s
sur des segments de tailles homog�nes et r�guli�rement r�partis dans le plan	


�� Un algorithme optimal par balayage

L�algorithme de balayage obtenu dans la section pr�c�dente n�est pas optimal car� pour un
brin x �x� d�une carte C� tous les brins actifs sont examin�s	 En prenant quelques pr�cautions�
il est su�sant d�examiner le brin actif dont l�ar�te est juste en dessous de l�ar�te fx� ���C� x�g
et celui dont l�ar�te est juste au
dessus	

Pour pouvoir rechercher e�cacement ces deux brins� l�ensemble des brins actifs pour une
ar�te donn�e est tri� de bas en haut et ainsi la seconde �le de priorit� est remplac�e par un
dictionnaire binaire� ou arbre binaire de recherche� dont les sp�ci�cations sont donn�es dans
l�annexe B	 Pour �viter de trier l�ensemble des brins actifs pour chaque brin de la premi�re
�le� le dictionnaire est maintenu par chaque r�gle et mis � jour par les r�gles de contr�le
lorsque l�on passe au brin suivant	 On retrouve ainsi� les structures classiques utilis�es pour
les algorithmes de balayage et souvent nomm�es X et Y � comme dans ��� ��� ���	

Ainsi� pour r�sumer� le syst�me de r��criture d�bute avec tous les brins de la carte� or

donn�s de gauche � droite� et plac�s dans une �le de priorit� X et avec un dictionnaire vide
A	 Le brin x est toujours le premier �l�ment de la �le X et z est obtenu en cherchant dans
A les deux brins qui sont juste en dessous et au
dessus de x	 Puis� lorsque les r�gles � � � ne
sont plus d�clenchables avec x et z� si x n��tait pas encore actif� il est ins�r� dans A sinon il
en est enlev�	 Apr�s cela� x est supprim� de X et l�on continue avec le brin suivant de la �le
de priorit�	

De plus� comme des sommets �gaux sont plac�s l�un derri�re l�autre dans la �le X� la fusion
de sommets ne peut avoir lieu que pour deux sommets cons�cutifs	 Ainsi� nous ajoutons une
structure S qui est un tampon contenant simplement le dernier sommet utilis� et qui sera
utilis� par la r�gle de fusion pour obtenir le brin z	 La table �	� pr�sente le syst�me de
r��criture modi�� RX pour d�crire un parcours utilisant ces trois structures de contr�le	

Dans le syst�me de r��criture RX � seules les r�gles �� � et � subissent des transformations
pertinentes� les autres �tant similaires	 Les op�rateurs i et s sont introduits pour respective

ment ins�rer et supprimer un brin dans la structure correspondante	 Comme avant� dans la
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Tab� �	�� Syst�me de r��criture avec strat�gie de balayage

RXinit �

C

f�C�� v� f g� C
RXfin

�

v� v� S� C

C

RX� �

X�A� S�C

s�s�X�x�� ���C� x��� A� S� dap�C� x�
si

�
x � premier�X�
nullee�C� x�

RX� �

X�A� S�C

s�s�X� z�� ���X� z��� A� S� dap�C� z�
si

�
x � premier�X� � z � gequal�A�C�X�
�eqa�C� x� z�

RX� �

X�A� S�C

i�i�X�x��� y��� A� S� cap�C� x� ���C� z��
si

�
x � premier�X�
z � gincident�A�C� x� �� nil

RX
 �

X�A� S�C

i�i�i�i�X�x��� y��� z��� t��� A� S� cap�cap�C� x� i�� z� i�
si

�
x � premier�X�
z � gsecant�A�C� x� �� nil

RX� �

X�A� fzg� C

X�A� S� fusion�C� x� z�
si

�
x � premier�X�
�eqs�C� x� z� � eqsp�C� x� z�

RX� �

X�A� S�C

X�A� S� dsp�C� x�
si

�
x � premier�X�
�class�C� x�

RX
 �

X�A� S�C

s�X�x�� i�A� x�� fxg� C
si

�
x � premier�X� � gauche�C� x�
��R� � � � � �R��

RX� �

X�A� S�C

i�s�X�x�� z�� s�s�A����C� x��� z�� fxg� C
si

��
�
x � premier�X� � droit�C� x� � ��R� � � � R��
z � gmaxinf�A�C� x� � z

� � gminsup�A�C� x�
interaction�C� z� z��

RX�� �

X�A� S�C

s�X�x�� s�A����C� x��� fxg� C
si

��
�
x � premier�X� � droit�C� x� � ��R� � � � R��
z � gmaxinf�A�C� x� � z

� � gminsup�A�C� x�
�interaction�C� z� z�� � z � nil � z

� � nil
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r�gle �� les brins de l�ar�te d�truite sont supprim�s de X� ils n�ont pas encore �t� inclus dans
A	 Dans la r�gle �� l�op�rateur gsecant�A�C� x� cherche dans A une ar�te juste en dessous ou
juste au
dessus et s�cante � l�ar�te � laquelle x appartient et retourne un brin de cette ar�te
ou nil si une telle ar�te n�existe pas	 Ensuite les nouveaux brins sont ins�r�s dans X	 Les
derniers changements apparaissent dans la r�gle �	 Comme mentionn� pr�c�demment� le seul
brin dont le sommet peut �tre fusionn� avec celui de x est le dernier brin examin� qui a �t�
plac� dans S	 Ainsi z est le brin contenu dans S	

Les op�rations i et s et les op�rations de recherche dans l�ensemble des brins actifs sont
sp�ci��es compl�tement dans l�annexe B	 Nous avons utilis� i et s pour all�ger l��criture du
syst�me� mais ces deux fonctions sont nomm�es insert et supprime dans cette annexe	

z’

z

x

z

x

z’

Fig� �	�� Les deux cas d�inactivation de brins droits

Les r�gles �� 
 et 
� sont utilis�es pour maintenir X� A et S quand la zone de balayage�
c�est
�
dire la zone d��nissant les brins actifs� se d�place vers la droite lorsqu�on passe au
brin suivant de X	 Ce m�canisme n�est activ� que lorsque les r�gles � � � ne peuvent �tre
ex�cut�es	 Dans ces trois r�gles le brin x est plac� dans S	 Si x est un brin gauche� i	e	 si x est
le sommet de gauche de son ar�te� alors son ar�te entre dans la zone de balayage	 On est s#r
que x n�interagit avec aucun des autres brins de A sinon une des r�gles aurait �t� d�clench�e	
La r�gle � le rend actif en l�ins�rant dans A et l�enl�ve de X pour que la r��criture continue
avec le brin suivant de X	

A l�oppos�� si x est un brin droit� son ar�te quitte la zone active	 De m�me que pr�c�dem

ment� x n�interagit avec aucun des autres brins de A et doit donc �tre inactiv� en �tant
supprim� de A et enlev� de X pour le passage au brin suivant	

Dans ce second cas� les ar�tes qui sont juste en dessous et au
dessus de x n�ont peut
�tre
pas �t� test�es ensemble et peuvent donc interagir comme montr� dans la �gure �	�	 Ainsi�
si l�une de ces ar�tes n�existe pas� i	e	 si la fonction de recherche retourne nil� ou si elles
n�interagissent pas� il n�y a rien de plus � faire  r�gle ��!	 Sinon� le brin z� dont l�ar�te est
juste en dessous de x� est enlev� de A et r�ins�r� dans X a�n d��tre examin� une fois de plus
 r�gle �!	

Comme avant� un algorithme classique peut �tre d�riv� du syst�me de r��criture	 Nous
obtenons ainsi un algorithme de balayage ��� ���� dont la complexit� est en O��n � i� ln�n��	
Cet algorithme est adaptatif ���� ��� puisque sa complexit� est fonction de la taille des entr�es
et des sorties	

X 
 ensemble des brins de C ordonn�s par abscisses croissantes

A 
 �
S 
 �
Tant que X �� �

x 
 premier�X�

Essayer d�ex�cuter les r�gles � � �

d�X� x�
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S 
 �x�

Si gauche�C� x�

i�A� C� x�

Sinon �x est un brin droit �

d�A� C� ���C� x��

z 
 gmaxinf�A� C� x�

z� 
 gminsup�A� C� x�

Si z �� nil et z� �� nil et interaction�C� z� z��

Alors d�A� C� z�� i�X� z�

FinSi

FinSi

Fin �tant que�

Nous pensons que des algorithmes plus complexes� comme celui de ����� qui ajoute des
nouvelles ar�tes pour rendre les faces de la subdivision convexes et a une complexit� en
O�n ln�n� � i� gr�ce � cette optimisation� peuvent �tre rigoureusement con
us en utilisant les
m�mes m�thodes	 L�int�r�t de notre approche est la claire s�paration entre les structures de
donn�es utilis�es pour mod�liser les cartes et les structures de donn�es utilis�es pour am�liorer
le contr�le et donc la complexit� des algorithmes	

Nous avons propos� un m�canisme g�n�ral pour d�crire n�importe quel algorithme concret
de ra�nement	 Di��rentes structures de contr�le m�nent � di��rentes strat�gies et donc dif

f�rents algorithmes	 Une classi�cation des algorithmes de ra�nement pourrait ainsi �tre en

visag�e� bas�e sur le type de structures et le type de fonctions de recherche qui sont utilis�es	
D�autres strat�gies pourraient �tre �tudi�es formellement� avec les m�mes principes� et notam

ment les strat�gies consistant � diviser pour r�gner ou les strat�gies dites de mariage avant
conqu�te	


�
 Compl�tion des labels

Comme le ra�nement� le syst�me de compl�tion des labels peut �tre transform� pour
inclure une strat�gie de parcours des brins de la carte	 La compl�tion s�e�ectue par l�ex�cution
d�une seule r�gle n�cessitant le choix d�un brin et conduit donc � une strat�gie tr�s simple	

Tous les brins de la carte sont plac�s dans une �le FIFO	 Le brin x choisi pour essayer
d�ex�cuter la r�gle est celui qui est en t�te de �le	 Lorsque la r�gle est appliqu�e les labels
des brins x� y � ���C� x�� z � ���C� x� et t � ���C� z� sont modi��s	 Ces brins pourraient
de nouveau d�clencher la r�gle et sont donc ajout�s en queue de la �le	 Si la r�gle n�est pas
appliqu�e� les labels de x ne changent pas et donc x ne peut plus d�clencher la r�gle tant que
ses labels n�ont pas �t� modi��s par l�application de la r�gle sur un brin qui lui est incident	
Le brin x est donc enlev� de la �le	

La table �	� montre le syst�me Rlabel correspondant � cette strat�gie	 L�ajout d�un brin x
en t�te d�une �le F est not� x �� F et l�ajout en �n de �le est not� F �� x	 Comme d�habitude�
deux r�gles d�crivent� d�une part� l�initialisation du syst�me avec la �le f�C� contenant tous
les brins de C et� d�autre part� la �n du syst�me lorsque la �le est vide	

Nous avons vu que ce processus se termine� puisque lorsque la r�gle est appliqu�e � un
brin� des objets sont forc�ment ajout�s � ses labels	 Comme la taille des labels est born�e par




�
� COMPL�TION DES LABELS ��

Tab� �	�� Syst�me d�crivant une strat�gie pour la compl�tion des labels

Rlabelinit �

C

f�C�� C

Rlabel �

x 		 F�C

F 		 x 		 y 		 z 		 t� comp�C� x� z�
si

��
�
x �C � z � ���C� x�
y � C���C� x� � t � C���C� z�
label��C� x� �� label��C� z�

Rlabelnext �

x 		 F�C

F�C
si

�
x �C � z � ���C� x�
label��C� x� � label��C� z�

Rlabelfin �

� �� C

C

le nombre total d�objets� les labels d�un brin ne peuvent �tre modi��s qu�au plus p fois� si p
est le nombre d�objets mod�lis�s par la carte	 Donc� un brin ne peut �tre ins�r� qu�au plus p
fois dans la �le	 La complexit� de l�algorithme issu de ce syst�me est donc en O�pn�� o� n est
le nombre de brins de la carte	 La compl�tion des labels est donc un m�canisme tr�s e�cace
pour l��valuation d�un arbre CSG	
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Chapitre �

Ra�nement des cartes en dimension �

Comme dans le cas de la dimension �� le ra�nement d�une �
carte combinatoire plong�e
est d�crit formellement par un syst�me de r��criture	 Les r�gles de ce syst�me d�crivent les
transformations � e�ectuer sur une �
carte pour qu�elle v�ri�e les conditions de bon plon

gement d�crites dans la proposition �	�	��	 De plus� un second syst�me de r��criture d�crit
les transformations permettant la compl�tion des labels de la carte pour qu�elle v�ri�e les
conditions de bonne labellisation d�crites dans la d��nition �	�	�	

De nombreux niveaux de formalismes sont possibles pour d�crire ces transformations et
un syst�me tr�s abstrait conduiraient naturellement � une description plus simple	 Celle

ci ne correspondrait cependant pas au but que nous nous sommes �x� qui est de d�crire
formellement� mais aussi compl�tement� le ra�nement	

La description formelle doit �tre su�samment explicite� pour permettre et faciliter l�ob

tention d�un prototype et d�une implantation e�cace des algorithmes d�crits	 Le ra�nement
d�une �
carte est cependant beaucoup plus complexe qu�en dimension � et une description
globale et uniforme perdrait tout int�r�t si elle �tait illisible	 Ainsi� nous proposons une des

cription du ra�nement contenant deux niveaux de lecture	

Le premier niveau d�crit le ra�nement d�une �
carte par un syst�me de r��criture qui
utilise� pour r�aliser l�intersection de faces quelconques� des m�ta
fonctions qui sont des nota

tions raccourcies pour des transformations complexes	 Le deuxi�me niveau d�crit pr�cis�ment
ces transformations par une �tude de cas sur la forme de l�intersection	 Les di��rents cas et les
modi�cations qu�ils induisent� pour la carte � ra�ner� sont d�crits par plusieurs syst�mes de
r��criture	 De m�me que pr�c�demment� comme nous avons voulu une description compl�te
et d�taill�e de ces fonctions et des strat�gies de recherche et de parcours des di��rents cas� le
syst�me est enrichi par des structures de contr�le	

��� Le syst�me de r��criture g�n�ral

Le ra�nement en dimension � et essentiellement bas� sur la transformation des faces
d�une �
carte	 Rappelons qu�une face est compos�e de deux faces orient�es sym�triques	 Nous
travaillons� dans la suite� sur une seule� et peu importe laquelle� des deux faces orient�es d�une
face� ce qui revient � consid�rer un brin sur deux	 Pour ne pas surcharger notre discours nous
confondons la face orient�e choisie avec la face  non orient�e! � laquelle elle appartient	

��
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Comme pour les m�thodes d�intersection classiques� nous supponsons ici que les faces
sont planes et sont plong�es sur des polygones dont l�int�rieur est connexe	 C�est
�
dire que le
bord d�une face ne peut se situ� dans l�int�rieur du polygone qu�il d��nit	 Ces contraintes sont
classiques est n�cessaire pour une d��nition non ambigue de l�int�rieur et donc de l�intersection
de deux faces	

Le premier niveau de r��criture contient quatre r�gles dont la forme est la m�me que pour
les syst�mes utilis�s en dimension �	 La �gure �	� sch�matise les deux principales r�gles du
syst�me	 Pour am�liorer la lisibilit�� dans toutes les �gures qui suivent� les ar�tes et les faces
sont �clat�es et les �
liaisons ne sont pas repr�sent�es	 Le syst�me est d�crit formellement
dans la table �	�	 Des explications intuitives sont donn�es ci
apr�s	

D

R cutface

R eqplan

x

y

x

y

y

x

x

y

x

y

Fig� �	�� Illustration graphique des r�gles de r��criture

La premi�re r�gle� Rcutface� r�alise l�intersection de deux faces non coplanaires	 Lorsque les
plans des faces de deux brins x et y sont s�cants  secant�C� x� y�!� les faces de x et y  dessin�es
s�par�ment en haut � droite de la �gure �	�! sont d�coup�es le long de la droite d�intersection
D	 Cette op�ration consiste d�abord � rechercher des segments de D partag�s par les deux
faces� puis � ins�rer des ar�tes en fonction des di��rents cas de placement du segment vis
�
vis
du bord de la face	 Cette op�ration est r�alis�e par un m�canisme complexe� d�crit dans la
section suivante et que nous r�sumons ici par la m�ta
fonction cutface 	

La deuxi�me r�gle� Reqplan� r�alise l�intersection de deux faces coplanaires	 Lorsque deux
brins x et y appartiennent � des faces distinctes  �eqface�C� x� y�! et plong�es dans des
plans �gaux  eqplan�C� x� y�!� les deux faces sont subdivis�es	 Cette op�ration correspond �
l�intersection de deux polygones dans un plan et est r�alis�e par un m�canisme� r�sum� par
la m�ta
fonction refine�d et d�taill� plus loin	 Intuitivement� le principe est de r�aliser le
ra�nement �D des deux faces� avec le syst�me d�crit pr�c�demment	 Le r�sultat� qui est une
�
carte� est ensuite converti en un ensemble de faces d�une �
carte li�es par ��	 La conversion
est r�alis�e par duplication et recollement de la �
carte duale du r�sultat	

La troisi�me r�gle� Reqface� est ex�cut�e lorsque deux brins x et y appartiennent � des
faces distinctes ayant pour plongement deux polygones �gaux  eqpoly�C� x� y�!	 Dans ce cas�
une des deux faces� ici la face de y� est supprim�e par l�op�ration delface�C� y�	 Les faces qui
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�taient �
cousues � la face supprim�e sont �
cousues ensuite � l�autre face� par Reqedge	
La derni�re r�gle�Reqedge� compl�te les �
liaisons manquantes	 Lorsque deux brins x et y ont

des ar�tes distinctes  �eqedge�C� x� y�! et plong�es sur des segments �gaux  eqseg�C� x� y�!�
alors leurs deux ar�tes  multiples! sont fusionn�es	 Pr�cis�ment� les �
liaisons des ar�tes de x
et y sont interclass�es de mani�re � ordonner correctement les faces autour de l�axe form� par
ces ar�tes	 Cette fusion est r�alis�e par la fonction merge�C� x� y�	

Tab� �	�� Syst�me de r��criture pour le ra�nement des cartes

Rcutface �

C

cutface�C� x� y�
si

�
x �C � y �C

secant�C� x� y�
Reqface �

C

delface�C� y�
si

��
�
x �C � y �C

eqpoly�C� x� y�
�eqface�C� x� y�

Reqplan �

C

refine�d�C� x� y�
si

��
�
x �C � y �C

eqplan�C� x� y�
�eqface�C� x� y�

Reqedge �

C

merge�C� x� y�
si

��
�
x �C � y �C

eqseg�C� x� y�
�eqedge�C� x� y�

Le ra�nement d�une carte revient � essayer d�ex�cuter chaque r�gle pour chaque couple
de brins  i	e	 chaque couple de faces ou d�ar�tes!	 Ceci conduit naturellement � un algorithme
na�f dont la complexit� est en o�n��� o� n est le nombre de brins	 Des strat�gies classiques�
limitant le nombre de couples � tester� peuvent �tre employ�es pour am�liorer l�e�cacit� du
calcul� comme l�utilisation de bo"tes englobantes	 Dans ce cas� la recherche des k couples de
bo"tes s�cantes peut �tre e�ectu�e en o�k � n�ln�n� ����	

��� Intersection de faces non coplanaires

La partie la plus d�licate du ra�nement est l�intersection de faces quelconques	 Notre ma

ni�re d�aborder cette question ressemble � celle de ���	 Mais nous b�n��cions d�une structure
topologique pr�cise� celle des �
cartes dont l�int�grit� est maintenue en permanence� et d�une
s�rie d�op�rateurs sp�ci��s alg�briquement qui nous permettent de simpli�er et contr�ler ri

goureusement la d��nition de ce traitement	 Lorsque deux faces non coplanaires s�intersectent
le long d�une droite D� leur intersection peut �tre r�duite � un probl�me d�interclassement de
segments le long de D	

Chaque face est intersect�e avec le plan de l�autre� ce qui fournit un ensemble de segments
de D int�rieurs � la face ou sur son bord	 Deux faces s�intersectent si deux segments de leur
intersection respective avec le plan de l�autre face se chevauchent	 Un balayage de D est utilis�
pour d�tecter les couples de segments se chevauchant	 La con�guration de ces segments est
utilis�e alors pour d�couper les deux faces	

Une description tr�s formelle de l�intersection de faces� uniquement bas�e sur l��tude des
con�gurations� a �t� r�alis�e pour l�analyse initiale du probl�me et correspond � la derni�re
phase de l�intersection	 Cependant� une telle description est de peu d�utilit� car elle n�explicite
pas comment sont obtenus les segments pertinents deD et o� sont ins�r�s les ar�tes et sommets
lors de la d�coupe des faces	 Nous pr�sentons donc un syst�me am�lior� par ra�nement vertical
 au sens du g�nie logiciel!� prenant en compte la strat�gie de balayage de D	
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La construction de l�ensemble de segments de D pertinents pour une face f se d�roule en
trois phases	 La premi�re est la classi�cation des ar�tes de f par rapport � D	 Elle consiste
� construire la liste des ar�tes de f coupant la droite D ou lui �tant incidentes	 Pour chaque
ar�te� des informations concernant la nature de cette intersection sont collect�es	

Dans la seconde phase� cette liste est ordonn�e� pour construire la liste des �tats de ces
ar�tes	 L��tat d�une ar�te indique la position relative  au
dessus� au
dessous� � droite ou
� gauche! de l�int�rieur de la face par rapport � cette ar�te	 La derni�re phase consiste �
regrouper ces ar�tes par couples� en ne gardant que les couples qui d��nissent un segment de
D � l�int�rieur ou sur le bord de la face	

Les trois phases sont d�taill�es et sp�ci��es dans les prochaines sous
sections o� nous
utiliserons les notations suivantes � x est un brin de la face  orient�e! f pour laquelle on
construit l�ensemble des segments	 Le plan de f coupe le plan � d�une autre face� le long
d�une droite D munie d�un rep�re �O��� �	 Pour ne pas alourdir les �gures� dans la suite� le
plan � n�est pas repr�sent� explicitement et seule D appara"t	

����� Obtention des informations g�om�triques n�cessaires

Pour d��nir la liste des classi�cations des ar�tes de f � on regroupe un ensemble de donn�es
g�om�triques obtenues en recherchant l�intersection des �
plongements de f avec le plan �	
Pour tout brin x de f � les informations suivantes� concernant le segment sur lequel il est
plong�� sont recueillies �

tx le type du segment &

px le point d�intersection ou d�incidence du segment avec � &

kx l�abscisse de ce point dans �O��� � &

�x la valeur absolue� dans l�intervalle ��� ��� de l�angle entre le segment orient� de x et le
vecteur ��� dans le plan de f &

ix un entier d�terminant la direction de l�int�rieur de f dans �O��� �	

Ces informations sont obtenues par la fonction type seg�s� �� n�� o� s est un segment� �
le plan vis
�
vis duquel sont r�alis�es les intersections et �n un vecteur normal de la face	 Les
types de segments possibles sont � OUTSEG� CUTSEG� UPON� DOWNON� ONUP� ONDOWN� ON�� ON��
et sont repr�sent�s dans la �gure �	�	 Pour simpli�er nous parlons ensuite du type d�un brin	
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Fig� �	�� Type d�un segment par rapport � un plan �

Dans cette �gure� le rep�re �O��� � n�est pas repr�sent�� mais il est orient� de gauche � droite	
Les segments sont repr�sent�s � plat� dans le plan de la face f 	 La direction de la normale
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� f d�termine deux demi
plans au
dessus et au
dessous de D	 Les extr�mit�s des segments
sont ainsi situ�es au
dessus de D� au
dessous de D ou sur D	 On peut ainsi di��rencier les
segments qui coupent ou non le plan �  OUTSEG et CUTSEG!� les segments incidents � � suivant
leurs orientations de bas en haut ou de haut en bas  UPON� DOWNON� ONUP et ONDOWN! et les
segments compl�tement dans � suivant leurs orientations dans le rep�re �O��� �  ON� et ON��!

Le point px est le point d�intersection de l�ar�te de x avec le plan �� pour un brin de type
CUTSEG� l�extr�mit� du segment de x situ�e sur D� dans les cas d�incidence� et le �
plongment
de x dans les deux cas d�inclusion dans �	 Ce point sera �ventuellement utilis� pour l�insertion
d�ar�te ou de sommets dans f 	

L�abscisse kx et l�angle �x sont utilis�s lors du tri le long de D	 La valeur de �x est utilis�e
lorsque deux points ont la m�me abscisse	 Comme nous voulons ordonner les segments de
gauche � droite� la valeur absolue de cet angle su�t	 En pratique� le cosinus de �x est utilis�	
Il est obtenu par un produit scalaire entre le vecteur �� et le vecteur d��ni par l�ar�te orient�e
de x	

L�entier ix� pouvant prendre les valeurs 
�� � ou �� permet de rep�rer la direction �d de
l�int�rieur de la face qui est� rappelons
le� situ� � droite de l�ar�te	 Le vecteur direction �d est
obtenu par le produit vectoriel entre le vecteur d��ni par l�ar�te orient�e de x et la normale
�n de la face f 	 Alors� ix est le signe du produit scalaire entre �d et ��	 Cet entier vaut � si la
direction �d est dans le sens de ��� c�est
�
dire si l�int�rieur de la face est situ� apr�s px dans le
rep�re� 
� si elle est de sens oppos� et � si le brin est de type ON ou ON��	 Nous appelons cet
entier l�indicateur  d�int�rieur! d�une ar�te	

Ces informations g�om�triques sont recueillies pour chaque brin de la face f et plac�es
dans une liste par la fonction info face�C� x� �� n� o� x est le brin de f fourni par le syst�me
de r��criture� � le plan pour lequel sont calcul�es les intersections et �n un vecteur normal �
f 	 Cette fonction est sp�ci��e dans la table �	�� qui d�crit simplement un parcours de la face
de x par la fonction �� et l�appel de la fonction type seg�s� �� n� pour chaque ar�te	 Notons
que le brin est ajout� � l�ensemble des informations car nous en aurons besoin pour savoir o��
dans la carte� les insertions d�ar�tes ou de sommets auront lieu	

Tab� �	�� Sp�ci�cation de la fonction info face�C� x�

Sp�c INFO�FACE �tend 
�CARTE�GEO avec

Op�rateurs

info face � 
Carte Brin P lan V ect �� List��Brin Type Point F loat F loat Int��

Axiomes �C � 
Carte � x� y � Brin � � � P lan � n � V ect �
t � Type � p � Point � k� � � F loat � i � Int�

info face�C� x� �� n� � info face��C� x� x� �� n�
info face��C� y� x� �� n� � si ����C� y� �� x� alors �infoy�

sinon �infoyjinfo face
��C����C� y�� x� �� n��

avec infoy � �y� t� p� k� �� i�
et �t� p� k� �� i� � type seg�gem��C� y�� �� n�

Fin

La sorte List��Brin Type Point F loat F loat Int�� repr�sente les listes de sextuplets typ�s
et d�crit la sorte de chacun des �l�ments d�un tel sextuplet	 Comme pr�c�demment� nous
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aurions pu construire une sorte sp�ciale pour ces listes avec les g�n�rateurs et s�lecteurs cor

respondants	 Pour simpli�er l��criture� nous admettons encore une fois l�utilisation de produits
cart�siens de sortes et employons une forme param�tr�e pour la sorte List�Elt�� o� Elt d�crit
la sorte des �l�ments de la liste	

����� Classi�cation des brins coupant D ou lui �tant incidents

La liste d�informations g�om�triques obtenue pr�c�demment est utilis�e pour construire
une liste dans laquelle le type d�un brin est remplac� par la classe de son ar�te ou de son
sommet	 Cette notion de classe est utilis�e pour distinguer les di��rents types d�intersections
avec la droite D et pour collecter des informations plus compl�tes et plus �ables que les
simples donn�es num�riques	 Dans la suite� seules les ar�tes coupant D ou ayant une extr�mit�
incidente � D vont nous int�resser	 Les brins de type OUTSEG sont donc �t�s de la liste	

Les brins de type CUTSEG correspondent � des ar�tes qui coupent D	 Les informations
recueillies pour ces brins sont su�santes pour d�crire l�intersection et sont conserv�es telles
quelles	 Les autres brins correspondent � des ar�tes incidentes � D	 Celles
ci sont regroup�es
deux par deux� pour former des couples d�ar�tes ayant un sommet commun incident � D et
partageant certaines informations g�om�triques	

Ainsi� le brin correspondant � la premi�re ar�te� par rapport � ��� du couple est �t� de la
liste	 Le second brin est conserv� et porte les informations g�om�triques retenues	 Notons que
ce brin est toujours celui dont le sommet est sur D	 La classe de ce brin permet de distinguer
les di��rents placements possibles des deux ar�tes� autour du sommet commun	
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Fig� �	�� Les di��rentes classes d�ar�tes et leurs codages

Les classes d�ar�tes sont CUT� PIC� UP�ON� DOWN�ON� ON�UP� ON�DOWN� ON�ON� ON�PIC	 La
premi�re� CUT� correspond soit � une ar�te coupant �� soit � deux ar�tes traversant le plan	
Les autres classes permettent de distinguer les con�gurations de sommets correspondantes�
comme cela est sch�matis� dans la �gure �	�	

-4

-2

1 ou -1

-2

0 0

2

-3 ou 3

4

2

1 ou -1

Fig� �	�� L�ordonnancement des codes autour d�un sommet multiple



���� INTERSECTION DE FACES NON COPLANAIRES ���

Pour permettre� durant le tri� la comparaison de deux classes� nous les codons par un
entier compris entre 
� et �	 Notons ici que certaines classes ont deux codages di��rents
correspondant aux deux orientations possibles pour les ar�tes� soit de bas en haut ou de haut
en bas pour la classe CUT� soit de droite � gauche ou de gauche � droite pour les classes ON�ON
et ON�PIC	

Les valeurs du code sont a�ch�es � cot� de la classe correspondante dans la �gure �	�	
Dans le cas o� deux valeurs sont possibles� elles sont indiqu�es de part et d�autre des ar�tes	
Ce codage permet d�ordonner des ar�tes incidentes � un m�me sommet pour les parcourir de
gauche � droite et de bas en haut� comme cela est sch�matis� dans la �gure �	�	 L�int�r�t du
codage est d�taill�� plus loin� en m�me temps que la pr�sentation du tri	

Notons que pour une ar�te de classe CUT� son code est �gal � son indicateur� soit 
� ou �� et
indique si l�int�rieur de la face est respectivement avant ou apr�s l�ar�te dans le rep�re �O��� �	
Pour les autres ar�tes� le codage d�pend de la con�guration du sommet correspondant� mais
est totalement ind�pendante de son indicateur	 Par exemple� pour une ar�te de classe UP�ON

cod�e �� l�int�rieur de la face peut �tre dans le quart de plan situ� au
dessus et � droite des
deux ar�tes coupl�es	 Dans ce cas l�indicateur d�int�rieur vaut �	 Ou l�int�rieur peut se situer
dans les trois quarts de plan restant� auquel cas l�indicateur vaut 
�	
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Fig� �	�� Exemple de classi�cation des brins des faces

Exemple �
�
� La �gure ��� montre une face et la droite d�intersection D� Nous n�avons
num�rot� qu�un brin sur deux car� rappelons le� seuls les brins d�une des deux faces orien

t�es nous int�ressent� Les informations g�om�triques sont recueillies pour chacun des brins
de la face� Pour comprendre le m�canisme de classi�cation� nous partons de la liste obte

nue � ���� DOWNON� ��� ��� ON�� ��� ��� ONDOWN����� �	� CUT� ��� �
� UPON����� ��� ON��� ��� ��� ONUP� ���
�
� OUTSEG� ��� ��� UPON����� ���� ON�� ��� ���� ONDOWN����� ���� OUTSEG� ���� Nous n�avons �crit ici
que les num�ros des brins� les types des segments et la valeur de l�indicateur d�int�rieur� les
autres informations �tant sans importance pour comprendre le m�canisme�

Apr�s la classi�cation on obtient la liste ���� DOWN�ON� 	� ��� ��� ON�DOWN��	����� �	� CUT� �� ���
��� ON�UP�������� ��� UP�ON� �� ��� ���� UP�ON� ������ ���� ON�DOWN��	����� o� apparaissent les
classes des brins retenus� leurs codages et les indicateurs� Seuls les brins dont l�ar�te coupe D
ou dont le sommet est sur D sont conserv�s� Les con�gurations des sommets sont obtenues
pour des couples d�ar�tes� mais sont port�es par un seul brin� Ainsi le brin 	 est supprim� de
la liste et son type est regroup� avec le type du brin � pour former la classe du brin �� Les
brins � et � sont conserv�s et leurs types sont regroup�s pour former la classe du brin ��

Notons encore l�ind�pendance entre le codage et l�indicateur d�int�rieur� Par exemple� les
brins � et 	� ont la m�me classe� UP�ON cod�e �� mais des indicateurs di��rents� Pour le brin
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�� l�indicateur est 	� ce qui signi�e que l�int�rieur est apr�s l�ar�te de �� et donc au
dessus
de l�ar�te du brin �� A l�oppos�� l�indicateur du brin 	� est 
	� car l�int�rieur est situ� avant
l�ar�te du brin  � et donc sous l�ar�te de 	�� ut

La classi�cation des ar�tes correspond � la construction d�une liste form�e de �
uplets de
la forme �x� c� p� k� �� i� o�� o� c est la classe de l�ar�te de x et o son code	 Les autres membres
sont les m�mes qu�auparavant� � savoir le point d�intersection� son abscisse� l�angle d�incidence
et l�indicateur d�int�rieur	

Dans la suite� cette classi�cation n�est pas d�crite� comme pr�c�demment par une fonction	
En e�et� cette transformation est bas�e sur un parcours de la liste et� pour chacun de ses
�l�ments� sur une �tude portant sur �� cas qui conduirait � une expression fonctionnelle
lourde et peu lisible	 Nous avons donc choisi de pr�sent� cette transformation par un syst�me
de r��criture d�crivant juste les changements �l�ment par �l�ment	

Dans une r�gle du syst�me de la table �	�� le num�rateur et le d�nominateur contiennent
deux listes s�par�es par un point virgule	 La premi�re� nomm�e Li� est la liste d�informations
g�om�triques et la seconde� nomm�e Lc� la liste obtenue apr�s classi�cation	 Pour construire
Lc� on examine les types de brins en t�te de Li et on applique la r�gle correspondant � cette
con�guration	 Chaque r�gle supprime les informations utilis�es en t�te de Li et ajoute les
informations calcul�es en queue de Lc	

Comme d�habitude� deux r�gles� Rinit et Rfin� d�crivent l�initialisation et la �n du pro

cessus	 La liste Lc est initialis�e avec la liste vide et la transformation se termine lorsque
Li est vide	 Les r�gles du syst�me d�crivent tous les cas possibles de combinaison de types	
Notons que la r�gle R� correspond � l��limination des ar�tes qui n�intersectent pas le plan ��
c�est
�
dire des brins de type OUTSEG	 Les r�gles R� et R
 d�crivent les cas des ar�tes de classe
CUT dont le code est simplement l�indicateur	

Les autres r�gles correspondent aux con�gurations pr�sent�es dans la �gure �	� et font
toujours intervenir deux ar�tes	 Elles fournissent la valeur du code en fonction des cas et
des orientations	 Remarquons simplement que les informations g�om�triques sont recopi�es
� partir de la seconde ar�te de la liste qui est celle qui porte les informations du sommet
incident au plan	 Il existe� bien s#r� des exceptions que l�on peut remarquer pour les r�gles
R��� R��� R�� et R��	

Ces r�gles correspondent aux cas o� la seconde ar�te est de type ON ou ON��	 Son iden

ti�cateur est alors toujours � et n�apporte aucune information	 L�identi�cateur conserv� est
ainsi� pour ces quatre cas� celui de la premi�re ar�te	 Le m�me principe est valable pour l�angle
d�incidence	 Ainsi� par exemple� pour une ar�te de classe UP�ON� le point et l�abscisse conser

v�s sont ceux du brin x	 Mais� l�angle et l�indicateur qui sont pertinents sont ceux de l�autre
ar�te incidente au sommet de x	 Dans ce cas� l�indicateur permet de savoir si l�int�rieur est
au
dessus ou au
dessous de l�ar�te de x	 Il est au
dessus de x si l�int�rieur est � droite de la
seconde ar�te� c�est
�
dire si son indicateur vaut �	

La derni�re r�gle n�est utilis�e qu�au plus une fois� au d�but de la r��criture� c�est
�
dire
lorsque Lc est vide	 Elle correspond au fait que le premier brin choisi pour le parcours de la
face peut se situer n�importe o�	 Or� except� pour les deux premi�res r�gles� la transformation
utilise toujours un couple d�ar�tes dont la premi�re arrive sur le plan et la seconde s��carte
du plan	 Si la liste d�information commence par un brin dont l�ar�te s��carte du plan� alors la
seconde ar�te n�cessaire pour compl�ter le couple se trouve en �n de liste	
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Dans ce cas� c�est
�
dire lorsque les autres r�gles ne peuvent �tre d�clench�es� la r�gle Rloop

e�ectue une permutation circulaire de la liste en envoyant son premier membre � la �n de
celle
ci	 Notons qu�except� ce cas le choix du brin de d�part est totalement indi��rent et donc
que toute permutation circulaire de la liste conduit au m�me r�sultat permut�	

Dans les r�gles de la table �	� et pour les all�ger� nous avons omis les points et les abscisses	
Ces deux informations sont recopi�es exactement de la m�me fa
on que les brins correspon

dants	 Cela est naturel� car le brin conserv� est toujours celui dont l�ar�te coupe le plan � ou
lui est incident	 Le point et l�abscisse dont nous aurons besoin sont donc toujours ceux de ce
brin	 Ainsi� dans les r�gles� l� o� on trouve un brin x� il faut voir� � cot�� le point px et son
abscisse kx	 En�n� rappelons que l�ajout d�un �l�ment x en queue d�une liste L est not� L �� x	

Tab� �	�� Syst�me de r��criture pour la classi�cation des ar�tes

Rinit 	
Li

Li 
 � �
Rfin 	

� � 
 Lc

Lc

Rloop �

��x� t� �� i�� Li� 
 � �

Li 		 �x� t� p� �� i� 
 � �
si ��R� � � � R���

R� 	
��x� OUTSEG� �� i�� Li� 
 Lc

Li 
 Lc

R� 	
��x� CUTSEG� �� i�� Li� 
 Lc

Li 
 Lc 		 �x� CUT� �� i� i�

R� 	
��x� UPON� �� i�� �x�� ONUP� ��� i�� jLi� 
 Lc

Li 
 Lc 		 �x�� PIC� ��� i�� ��
R
 	

��x� DOWNON� �� i�� �x�� ONUP� ��� i�� jLi� 
 Lc

Li 
 Lc 		 �x�� CUT� ��� i�� i��

R� 	
��x� ON�� �� i�� �x�� ONUP� ��� i�� jLi� 
 Lc

Li 
 Lc 		 �x�� ON�UP� ��� i�����
R� 	

��x� ON��� �� i�� �x�� ONUP� ��� i�� jLi� 
 Lc

Li 
 Lc 		 �x�� UP�ON� ��� i�� ��

R
 	
��x� UPON� �� i�� �x�� ONDOWN� ��� i�� jLi� 
 Lc

Li 
 Lc 		 �x�� CUT� ��� i�� i��
R� 	

��x� DOWNON� �� i�� �x�� ONDOWN� ��� i�� jLi� 
 Lc

Li 
 Lc 		 �x�� PIC� ��� i�� ��

R� 	
��x� ON�� �� i�� �x�� ONDOWN� ��� i�� jLi� 
 Lc

Li 
 Lc 		 �x�� ON�DOWN� ��� i�����
R�� 	

��x� ON��� �� i�� �x�� ONDOWN� ��� i�� jLi� 
 Lc

Li 
 Lc 		 �x�� DOWN�ON� ��� i�� ��

R�� 	
��x� UPON� �� i�� �x�� ON�� ��� i�� jLi� 
 Lc

Li 
 Lc 		 �x�� UP�ON� �� i� ��
R�� 	

��x� DOWNON� �� i�� �x�� ON�� ��� i�� jLi� 
 Lc

Li 
 Lc 		 �x�� DOWN�ON� �� i� ��

R�� 	
��x� ON�� �� i�� �x�� ON�� ��� i�� jLi� 
 Lc

Li 
 Lc 		 �x�� ON�ON� ��� i�� ��
R�
 	

��x� ON��� �� i�� �x�� ON�� ��� i�� jLi� 
 Lc

Li 
 Lc 		 �x�� ON�PIC� ��� i�� 
�

R�� 	
��x� UPON� �� i�� �x�� ON��� ��� i�� jLi� 
 Lc

Li 
 Lc 		 �x�� ON�UP� �� i����
R�� 	

��x� DOWNON� �� i�� �x�� ON��� ��� i�� jLi� 
 Lc

Li 
 Lc 		 �x�� ON�DOWN� �� i����

R�
 	
��x� ON�� �� i�� �x�� ON��� ��� i�� jLi� 
 Lc

Li 
 Lc 		 �x�� ON�PIC� ��� i���
�
R�� 	

��x� ON��� �� i�� �x�� ON��� ��� i�� jLi� 
 Lc

Li 
 Lc 		 �x�� ON�ON� ��� i�����

Durant ces deux premi�res phases� les informations concernant l�intersection de la face
avec le plan � ont �t� collect�es	 Nous verrons dans la suite leur utilit�� mais auparavant
quelques remarques s�imposent� notamment concernant les approximations num�riques et les
erreurs d�arrondis	

Le seul endroit o� sont e�ectu�s des calculs num�riques se situe dans la fonction type seg	
La seconde phase� quant � elle� n�est pas a�ect�e par ces probl�mes num�riques	 Notons
�galement que le formalisme utilis� est relativement simple et fournit ainsi une description
claire de la transformation� su�samment explicite pour permettre de d�tailler tous les cas
possibles	
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Les informations g�om�triques et topologiques contenues dans le code de classe et l�in

dicateur d�int�rieur d�une ar�te seront utilis�es ci
apr�s pour contr�ler la validit� des autres
r�sultats num�riques	 Nous verrons de plus que ce proc�d� permet de rep�rer pr�cis�ment les
con�its num�riques et de les g�rer au mieux	 Il faut cependant garder � l�esprit que� m�me en
cas de probl�mes num�riques� l�utilisation des op�rateurs topologiques et g�om�triques sp�

ci��s pour les cartes assure que celles
ci satisfont toujours leurs contraintes d�int�grit�s	 En
d�autres termes� la gestion des con�its num�riques n�intervient que pour contr�ler le plonge

ment� c�est
�
dire la forme� du r�sultat	

����� Tri des ar�tes le long de D

L��tape suivante consiste � trier la liste obtenue apr�s la classi�cation� par abscisses crois

santes dans le rep�re �O��� �	 La d��nition du tri revient � d��nir un ordre sur les �
uplets
formant cette liste	 Cet ordre � est sp�ci�� dans la table �	�	 Sa d��nition va nous permettre
de mettre en lumi�re l�int�r�t des informations recueillies� en prenant comme exemple quelques
con�gurations typiques des probl�mes � r�soudre	

Tab� �	�� Sp�ci�cation de l�ordre sur les classi�cations

Sp�c ORDRE�CLASS �tend CLASS�FACE avec

Op�rateurs

	 � �Brin Type Point F loat F loat Int� �Brin Type Point F loat F loat Int� �� Bool

Axiomes �x� x� � Brin � c� c� � Class � p� p� � Point � k� k�� �� �� � F loat � i� i�� o� o� � Int�
�x� c� p� k� �� i� o� 	 �x�� c�� p�� k�� ��� i�� o�� � si k �� k�

alors k 	 k�

sinon si c �� PIC � c
� �� PIC

alors si o �� o�

alors o 	 o�

sinon i 	 i�
sinon si � �� ��

alors � � ��

sinon i 	 i�

Fin

La sp�ci�cation ORDRE
CLASS �tend une sp�ci�cation CLASS
FACE� non d�taill�e� qui
elle
m�me �tend la sp�ci�cation INFO
FACE et contient le syst�me de r��criture d�crit dans
la section pr�c�dente	 Elle contient �galement la d��nition de la sorte Class et les constantes
correspondantes� ainsi que la d��nition des sortes pour les listes de �
uplets et leurs �l�ments	

Pour appr�hender les possibilit�s o�ertes par cet ordre� il faut garder � l�esprit que le but
recherch� est l�obtention d�un ensemble de couples d�ar�tes formant des segments disjoints et
se suivant le long de la droite D	 Plus important encore� ces couples d�ar�tes doivent autoriser
les insertions d�ar�tes et de sommets n�cessaires � une d�coupe correcte de la face	

Examinons maintenant� en d�tail� la d��nition de l�ordre� en reprenant les notations de la
sp�ci�cation	 Si les abscisses k et k� sont distinctes alors les points d�intersection ou d�incidence
des deux ar�tes avec D sont distincts et l�ordre des ar�tes correspond � l�ordre de ces abscisses	
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Dans le cas contraire� les ar�tes touchent le plan � en des points �gaux de D et di��rents cas
apparaissent	

Si l�une des deux ar�tes ne forme pas un pic� alors les codes des classes des ar�tes� s�ils sont
distincts� sont compar�s	 Comme nous l�avons vu� les entiers choisis pour coder les classes ont
�t� choisis pour que cette comparaison permette de trier les ar�tes de gauche � droite et de bas
en haut	 Si les deux codes sont identiques� alors leurs indicateurs d�int�rieur sont compar�s	
La �gure �	� sch�matise l�ordre ainsi obtenu� pour trois exemples typiques de faces	
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Fig� �	�� Exemple d�ordre pour di��rentes con�gurations de sommets

Exemple �
�
� La face de gauche de la �gure ��� admet� apr�s le tri� la liste de classes
���� CUT� ��� �
� ON�PIC� ��� ��� ON�DOWN��	�� �	� ON�UP����� �
� CUT� ��� ���� CUT������ La liste est
limit�e aux informations pertinentes� c�est
�
dire aux triplets �x� c� o�� o� x est le num�ro du
brin apparaissant dans le sch�ma� et� c et o sont respectivement la classe de x et son code�

Les brins �� � et � appartiennent � un m�me sommet� ils sont donc ordonn�s gr# ce � leurs
codes� Ainsi� les brins � et 	� se succ�dent dans la liste� et� si une ar�te doit �tre ins�r�e � cet
endroit� elle le sera correctement� Si� par exemple le brin � avait �t� class� apr�s le brin ��
une insertion entre les brins � et 	� conduirait � une face non simple� au sens des polygones�
En e�et une ar�te plac�e entre � et 	� couperait les ar�tes des brins � et ��

En�n� notons que pour les brins 	 et 	�� le code indique bien que l�int�rieur de la face est
apr�s l�ar�te de 	 et avant l�ar�te de 	�� si le rep�re de D est orient� de gauche � droite� ut

Exemple �
�
� La face du centre de la �gure ��� montre une variante du cas pr�c�dent�
Apr�s le tri la liste est ���� UP�ON� ��� ��� DOWN�ON� 	�� ��� ON�DOWN��	�� �
� ON�UP����� ��� UP�ON� ���
�	� DOWN�ON� 	�� �
� ON�PIC����� ���� CUT������ La liste est ici aussi limit�e aux informations
pertinentes�

Il faut noter que les segments existants entre les brins  et � et les brins 	 et � sont �gaux�
Cependant� le codage permet que les intervalles correspondant de la liste ne se croisent pas�
c�est
�
dire pr�cis�ment que le segment d��ni par les brins 	 et � soit� dans la liste� inclus
dans celui qui est d��ni par  et ��

De m�me� les brins �� �� � et �� qui appartiennent au m�me sommet� sont correctement
s�par�s par le tri� Ces deux remarques sont importantes pour la compr�hension des traitements
ult�rieurs� ut

Exemple �
�
	 La face de droite de la �gure ��� montre les limitations du codage et l�int�

r�t d�utiliser l�indicateur d�int�rieur en cas d��galit�� Apr�s le tri la liste est ���� UP�ON� �� ���
��� DOWN�ON� 	� ��� ��� ON�DOWN��	����� �
� ON�DOWM��	� ��� �
� CUT���������
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Pour ce dernier cas� nous avons ajout� l�indicateur� La liste est ainsi form�e de quadruplets
de la forme �x� c� o� i�� o� i est l�indicateur de x� les autres donn�es restant les m�mes�

Les codes des brins 	 et � sont les m�mes et c�est donc leurs indicateurs qui servent pour
le tri� D�une part� on obtient la m�me propri�t� de bonne inclusion pour les segments form�s
des brins � et � et des brins � et 	� D�autre part� si une ar�te doit �tre ins�r�e entre le sommet
des brins � et 	 et le sommet de �� le fait de savoir que l�int�rieur est apr�s � et avant 	
permet de r�aliser l�insertion entre � et �� et non pas entre 	 et �� Ce dernier cas entra�nant
la cr�ation d�une face non simple� ut

Si les deux ar�tes sont des pics� alors leurs angles d�incidence sont utilis�s pour les dis

tinguer	 Et� si ces angles sont �gaux� c�est l�indicateur d�int�rieur qui est utilis�	 Le fait que
le code d�un pic soit � permet de traiter le cas d�un pic isol� comme celui des autres con�

gurations de sommets	 Les codes sont en e�et n�gatifs pour les con�gurations devant �tre
plac�es � gauche et positifs pour celles devant l��tre � droite	 Un pic est donc toujours plac�
correctement au milieu	 L�angle d�incidence n�a donc d�utilit� que dans la comparaison de
deux pics cons�cutifs	

����	 Liste d��tats des ar�tes

Avant l�obtention de la liste des segments de D qui nous int�resse� il reste une �tape qui
est la construction de la liste des �tats des ar�tes de la liste de classi�cations	 L��tat d�une
ar�te indique la position de l�int�rieur de la face vis
�
vis de celle
ci	 Cette information existe
d�j� partiellement dans l�indicateur d�int�rieur� mais n�est pas su�sante pour traiter les cas
de segments superpos�s	

De plus� et c�est l� que r�side la di��rence principale avec les algorithmes classiques� cette
phase va nous permettre une confrontation entre les donn�es g�om�triques et les donn�es
topologiques obtenues pr�c�demment	 En e�et� le tri d�crit dans la section pr�c�dente est
tr�s sensible aux approximations num�riques� essentiellement en ce qui concerne les abscisses
calcul�es et accessoirement pour les angles	 Nous verrons plus loin comment cette phase permet
de d�celer et de corriger les ambigu�t�s produites par le tri	

Les �tats et leur m�thode de construction sont une extension du principe� bien connu�
qui consiste � compter le nombre de fois qu�une demi
droite coupe le bord d�une face� pour
savoir si l�extr�mit� de celle
ci est � l�int�rieur ou � l�ext�rieur de la face	 Dans notre cas� les
di��rents �tats possibles sont � OUT� IN� ON������ ON������ ON������ ON�����	

Les �tats IN et OUT indiquent que la partie de D qui suit l�ar�te dans le rep�re �O��� �� ou
le sommet commun au couple d�ar�tes� est respectivement � l�int�rieur ou � l�ext�rieur de la
face	 Les �tats de la forme ON�DESSUS� DESSOUS� indiquent� pour une ar�te qui est incluse
dans D� si la zone au
dessus de l�ar�te est � l�int�rieur de la face  DESSUS � �! ou � l�ext�rieur
de la face  DESSUS � �! et� de m�me si la zone sous l�ar�te est � l�int�rieur de la face  DESSOUS
� �! ou non  DESSOUS � �!	

Le passage de la liste ordonn�e des classi�cations � la liste d��tats s�e�ectue en examinant�
au cas par cas� l��tat avant l�ar�te et la classe de l�ar�te	 Ainsi� cette transformation est r�alis�e
par un parcours de la liste� en prenant comme �tat initial OUT	 Comme pr�c�demment nous
avons choisi de d�crire ce parcours et les cas possibles par un syst�me de r��criture� donn�
dans la table �	�	
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Fig� �	�� Exemple d�intersection d�une face avec un plan

Exemple �
�

 Dans la �gure ���� la liste des �tats des ar�tes� ou des sommets simples
form�s par un couple d�ar�tes� est la suivante � ���� ON��� ���� ��	� IN�� ��� OUT�� �
� ON��� ����
���� ON��� ���� ���� ON��� ���� �	� OUT��� Examinons� sur trois exemples� l�information contenue
dans cette liste� Le premier segment de D� d��tat ON������ situ� entre les brins 	 et 	�� est
sur le bord de la face et l�int�rieur de celle
ci est situ� au
dessus du segment� Le deuxi�me
segment de D� d��tat IN� situ� entre les brins 	� et �� est compl�tement � l�int�rieur de la
face� Le dernier segment de D� d��tat ON������ compris entre 	� et 		� est sur le bord de la
face et l�int�rieur de celle
ci est � la fois au
dessus et au
dessous de ce segment�

Notons ici que les di��rents types d��tats ON sont n�cessaires� Par exemple si la seule
information port�e par le brin 	 �tait ON� nous ne pourrions pas savoir si le segment situ�
apr�s le brin 	� est � l�int�rieur ou l�ext�rieur de la face�

Notons encore que les �tats des brins � et � peuvent para�tre incorrects � premi�re vue�
Ce n�est pas le cas� bien s$r� et cette impression est due au balayage de la liste� Pour avoir
une id�e plus intuitive de cette situation� on peut imaginer que l�ordre d��ni sur D produit un
l�ger d�calage du brin � vers la gauche et du brin 	� vers la droite� de m�me pour les brins
		 et �� comme cela est sch�matis� dans la sous
�gure de droite� ut

Pour simpli�er la lecture de ces di��rents cas� nous n�avons pas reproduit toutes les infor

mations g�om�triques contenues dans les listes	 En e�et� pour cette transformation� la seule
information utilis�e est la classe d�un brin et le r�sultat qui nous int�resse est l��tat calcul�	
Ainsi� pour chaque r�gle du syst�me� le num�rateur repr�sente l��tat courant et la classe de
l�ar�te trait�e� alors que le d�nominateur repr�sente l��tat courant apr�s le traitement de cette
ar�te	

En fait� les di��rents �tats ON�I� J� d�crits pr�c�demment ne sont utilises que pendant
le balayage	 Ainsi� dans la liste �nale des �tats� tous les �tats ON�I� J� sont remplac�s sim

plement par ON	

La r�gle Rinit exprime juste le fait que l��tat courant est initialis� � OUT� quelle que soit
la liste � transformer	 La r�gle Rfin exprime� de m�me� que la transformation est termin�e
lorsque la liste est vide et qu�alors l��tat courant doit �tre OUT� puisque la derni�re ar�te fait
forc�ment partie du bord ext�rieur de la face	

Les autres r�gles sont regroup�es quatre par quatre	 Ainsi chaque ligne indique les change

ments d��tats pour une classe donn�e	 Le m�canisme de parcours et de construction des listes
est le m�me que dans le syst�me pr�c�dent	 La classe du premier �l�ment de la liste et l��tat
courant sont utilis�s pour savoir quelle est la r�gle � appliquer	 Puis� le premier �l�ment est
enlev� de la liste ordonn�e et le r�sultat est ajout� � la �n de la liste d��tats	 Ceci n�est plus
d�taill� ici pour ne pas encombrer un syst�me d�j� complexe	

Avant de poursuivre� quelques remarques � propos des erreurs dues aux approximations nu




��� CHAPITRE �� RAFFINEMENT DES CARTES EN DIMENSION �

Tab� �	�� Syst�me de r��criture pour le calcul des �tats des ar�tes

Rinit 	
L

OUT
L
Rfin 	

OUT
 � �

� �

R� 	
OUT
 CUT

IN
R� 	

IN
 CUT

OUT
R� 	

IN
 PIC

IN
R
 	

OUT
 PIC

OUT

R� 	
ON�����
 ON�ON

ON�����
R� 	

ON�����
 ON�ON

ON�����
R
 	

ON�����
 ON�ON

ON�����
R� 	

ON�����
 ON�ON

ON�����

R� 	
OUT
 UP�ON

ON�����
R�� 	

IN
 UP�ON

ON�����
R�� 	

ON�����
 UP�ON

ON�����
R�� 	

ON�����
 UP�ON

ON�����

R�� 	
OUT
 DOWN�ON

ON�����
R�
 	

IN
 DOWN�ON

ON�����
R�� 	

ON�����
 DOWN�ON

ON�����
R�� 	

ON�����
 DOWN�ON

ON�����

R�
 	
ON�����
 ON�UP

OUT
R�� 	

ON�����
 ON�UP

IN
R�� 	

ON�����
 ON�UP

ON�����
R�� 	

ON�����
 ON�UP

ON�����

R�� 	
ON�����
 ON�DOWN

OUT
R�� 	

ON�����
 ON�DOWN

IN
R�� 	

ON�����
 ON�DOWN

ON�����
R�
 	

ON�����
 ON�DOWN

ON�����

R�� 	
ON�����
 ON�PIC

OUT
R�� 	

ON�����
 ON�PIC

IN
R�
 	

IN
 ON�PIC

ON�����
R�� 	

OUT
 ON�PIC

ON�����

m�riques s�imposent encore une fois	 Nous avons annonc� que les di��rentes donn�es recueillies
pouvaient �tre confront�es pour rep�rer d��ventuelles erreurs dues aux calculs num�riques et
pour les corriger	 Deux cas se pr�sentent en fait	

D�une part� les r�gles du syst�me de la table �	� d�crivent tous les cas possibles	 Aussi�
lorsque� pour un �tat courant donn�� on arrive sur une ar�te dont la classe ne correspond �
aucun des cas d�crits� on peut imm�diatement conclure qu�une interversion s�est produite dans
le tri	 De telles interversions peuvent avoir lieu pour des points d�intersection ou d�incidence
sur D tr�s proches les uns des autres� mais dont les abscisses ont �t� mal arrondies	 Or� d�apr�s
l��tude des cas possibles� pour un �tat donn�� on conna"t exactement les classes possibles	

Il su�t donc de rechercher dans la suite de la liste un brin ayant la bonne classe et de
permuter les deux �l�ments	 Bien s#r� cette recherche est limit�e aux �l�ments de la liste dont
l�abscisse est �gale� � un 
 pr�s� � celle de l��l�ment qui pose probl�me	 Si un tel �l�ment n�est
pas trouv� dans la suite de la liste� c�est que l�erreur a eu lieu avant	 Il faut donc e�ectuer un
retour en arri�re et recommencer avec les permutations possibles	

D�autre part� l�information brute contenue dans l�indicateur d�int�rieur doit �tre coh�rente
avec l��tat trouv�	 En cas d�incoh�rence� le m�me principe d�interversions dans la liste peut
�tre utilis� pour r�soudre le probl�me	

Comme le traitement de ces erreurs n�est pas notre sujet principal� nous ne d�taillons
pas plus les traitements �voqu�s ci
dessus	 Mais� on notera tout de m�me que le formalisme
utilis�� qui permet de d�tailler explicitement tous les cas possibles� et l�emploi simultan�
d�informations g�om�triques et topologiques� conduisent � des descriptions restant simple�
tout en permettant un contr�le rigoureux de la validit� des r�sultats num�riques obtenus	
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����
 Liste des segments de D

La derni�re �tape est la construction� � partir de la liste des �tats� d�une liste de seg

ments de D disjoints� ordonn�s et �tant soit dans la face soit sur son bord	 Le principe de
ce dernier calcul est de prendre� dans la liste d��tats� les couples d�ar�tes cons�cutives qui
nous int�ressent	 Il convient notamment d��liminer les ar�tes dont l��tat est OUT� et de choisir
uniquement deux ar�tes en cas de superpositions	

La liste des segments est constitu�e d��l�ments de la forme �x� px� y� py� e�� o� x et y sont
des brins� px et py sont les points d�intersection ou d�incidence de leurs ar�tes respectives avec
le plan et e l��tat calcul� pour l�ar�te de x	 En plus des points� nous aurons besoin� ci
apr�s�
de l�abscisse de ces points	 Mais� encore une fois� pour �viter de surcharger inutilement les
formules qui suivent� nous les oublions pour l�instant	
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Fig� �	�� Exemple d�intersection d�une face avec un plan

Exemple �
�
� Reprenons l�exemple pr�c�dent dont le sch�ma est rappel� dans la �gure ����
La liste des segments de la face est ���� p�� �	� p�� ON�� ��	� p�� �� p�� IN�� ���� p	� ��� p
� ON�� On
peut remarquer que les brins choisis pour le dernier segment sont cons�cutifs dans la face et
donc du m�me c�t� de D� Ainsi les brins retenus permettront des insertions d�ar�tes ou de
sommets correctes� ut

Nous ne donnons pas le d�tail de l�algorithme permettant d�obtenir la liste des segments�
car il est assez simple et sans int�r�t ici	 Le point essentiel est que� lorsque des segments sont
superpos�s� alors dans la liste des �tats il existe une suite d�ar�tes dont l��tat est ON et qui
poss�dent des points �gaux correspondant � l�extr�mit� gauche du segment	 Juste apr�s cette
suite� on trouve une suite d�ar�tes dont les points sont �galement �gaux et correspondent �
l�extr�mit� droite du segment	 Il su�t de choisir un brin dans chacune de ces suites tel que les
deux brins soient cons�cutifs dans la face� c�est
�
dire que l�un soit image de l�autre par ��	

Les probl�mes num�riques ayant �t� r�solus dans la phase pr�c�dente� ils n�interviennent
plus du tout ici	

����� D�coupe des faces

Les �tapes pr�c�dentes doivent �tre r�alis�es pour chaque couple de faces� not�es f et g� �
intersecter	 Leur intersection est r�alis�e par interclassement de leurs deux listes de segments
le long de leur droite d�intersection D	 Si les listes de segments de f et g ont respectivement
pour premiers �l�ments �x� px� x

�� p�x� etatx� et �y� py� y
�� p�y� etaty�� les op�rations topologiques

� e�ectuer pour d�couper f et g sont obtenues par une �tude de cas sur l�ordre respectif de
px� p

�
x� py et p�y sur la droite D	



��� CHAPITRE �� RAFFINEMENT DES CARTES EN DIMENSION �

Plus pr�cis�ment� c�est l�abscisse calcul�e pour ces points qui est utilis�e pour les compa

raisons	 Mais� pour simpli�er les notations� nous oublions les abscisses et nous �crivons par la
suite px � py� ou px � py� pour exprimer que� dans le rep�re �O��� � de la droite D� l�abscisse
du point px est �gale � celle de py� ou strictement inf�rieure � celle de py	 Notons que l��galit�
peut �tre stricte ou � 
 pr�s suivant le type de g�om�trie utilis�e� mais que dans tous les cas
px � py � ��px �� py� pour �viter les con�its entre ces relations	

y’

y

x’

x

x’

x y

y’y’

Cas 2 : px < py < px’ < py’

x’

x y

y’

Cas 1 : px <= px’ = py <= py’

x’

x y

x’ x’

x x y
y

y’ y’

Cas 4 : px = py < py’ = px’

x’ x’

x x
yy

y’ y’

Cas 3 : px < py < py’ < px’

Fig� �	�� Repr�sentation de � cas d�intersection de faces

Pour d�crire formellement les di��rents cas et les op�rations correspondantes� nous utili

sons un syst�me de r��criture qui prend en entr�e la carte C et les deux listes de segments	
Ainsi� le d�clenchement et l�initialisation de l�op�ration cutface�C� x� y� sont r�alis�s par la
r�gle Rinit	 La notation utilis�e pour cette r�gle signi�e que la carte C et les deux listes de
segments sont transmises� en quelque sorte comme des param�tres� au syst�me r�alisant l�in

tersection des faces de x et y	 Ce dernier syst�me est d�taill� dans la table �	�	 Les principaux
cas sont dessin�s dans la �gure �	�	

L�intersection des deux faces est termin�e lorsque l�une des deux listes de segments est
vide	 La r�gle Rfin le d�tecte et retourne au premier syst�me de r��criture la carte C dans
laquelle l�intersection a �t� e�ectu�e	 Les r�gles Rsymetrie� et Rsymetrie� �changent les deux
listes de segments pour diviser le nombre de cas gr�ce aux sym�tries	 Dans les autres r�gles�
on a donc toujours px � py ou �px �� py � p

�
x � p�y�	

La r�gle Rnulle passe � l��l�ment suivant dans la premi�re liste lorsque aucune intersection
n�existe entre les deux segments	 La r�gle Rcas� ins�re un nouveau sommet dans les ar�tes
de x� et y qui se coupent sur D au point p�x� �gal � py	 Le syst�me continue avec le segment
suivant de la premi�re liste	 Nous notons �p� q� le segment d�extr�mit�s p et q	

Dans le cas de la r�gle Rcas�� le segment �py� p
�
x� est dans l�int�rieur des deux faces	 Une

nouvelle ar�te est donc ins�r�e dans les deux faces� avec ses sommets respectivement plong�s
sur les points p�x et py	 Ceci est r�alis� par l�op�ration ia	

Pour la r�gle Rcas�� �py� p
�
y� est dans l�int�rieur de la face de x	 Ce segment �tant d�j� inclus

dans le bord de la face de y� rien n�est � faire pour cette face	 Par contre� il est int�rieur �
la face de x� mais n�est pas incident � une ar�te de cette face	 Deux ar�tes doubles sont donc
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Tab� �	�� Syst�me de r��criture pour l�intersection de faces

Rinit �

cutface�C� x� y�

C 
 liste �C� x� 
 liste segment�C� y�
Rfin �

C 
 Lx 
 Ly

C
si Lx � vide � Ly � vide

Rsymetrie� �

C 
 ��x� px� x
�� p�x� etatx�jLx� 
 ��y� py� y

�� p�y� etaty�jLy�

C 
 ��y� py� y
�� p�y� etaty�jLy� 
 ��x� px� x

�� p�x� etatx�jLx�
si py � px

Rsymetrie� �

C 
 ��x� px� x
�� p�x� etatx�jLx� 
 ��y� py� y

�� p�y� etaty�jLy�

C 
 ��y� py� y
�� p�y� etaty�jLy� 
 ��x� px� x

�� p�x� etatx�jLx�
si py � px � p

�
y � p�x

Rnulle �

C 
 ��x� px� x
�� p�x� etatx�jLx� 
 ��y� py� y

�� p�y� etaty�jLy�

C 
 Lx 
 ��y� py� y
�� p�y� etaty�jLy�

si px � p�x � py � p�y

Rcas� �

C 
 ��x� px� x
�� p�x� IN�jLx� 
 ��y� py� y

�� p�y� IN�jLy�

is�is�C� x�� p�x�� y� py� 
 Lx 
 ��y� py� y
�� p�y� IN�jLy�

si px � p�x � py � p�y

Rcas� �

C 
 ��x� px� x
�� p�x� IN�jLx� 
 ��y� py� y

�� p�y� IN�jLy�

ia�ia�C� x�� p�x� py�� y� py� p
�
x� 
 Lx 
 ��y� py� y

�� p�y� IN�jLy�
si px � py � p�x � p�y

Rcas� �

C 
 ��x� px� x
�� p�x� IN�jLx� 
 ��y� py� y

�� p�y� ON�jLy�

cutf�i�a�C� x� px� py� p
�
y�� y� y

�� py� p
�
y� 
 Lx 
 ��y� py� y

�� p�y� ON�jLy�
si px � py � p�y � p�x

Rcas
 �

C 
 ��x� px� x
�� p�x� IN�jLx� 
 ��y� py� y

�� p�y� IN�jLy�

cutf�i�a�C� x� px� py� p
�
y�� y� y

�� py� p
�
y� 
 Lx 
 Ly

si px � py � p�x � p�y

ins�r�es par l�op�ration i�a�C� x� px� py� p
�
y�	

Dans le dernier cas� Rcas
� le segment �px� p
�
x�� �gal au segment �py� p

�
y�� s�pare les deux

faces	 Des ar�tes doubles sont donc ins�r�es respectivement entre x et x�� et entre y et y��
s�parant localement les deux faces	 Les trois derniers cas� que nous ne d�taillons pas ici� sont
de m�me nature et utilisent les m�mes op�rations d�insertion d�ar�tes et de d�coupe de faces	
Ils correspondent aux autres possibilit�s de classements respectifs des points px� p

�
x� py et p�y	

Chacun des � cas de classement se subdivise en � cas pour chaque valeur de etatx et etat�x	
En fait� si etatx � IN� les op�rations d�crites sont bien e�ectu�es	 En revanche� si etatx � ON

comme dans le cas �� alors l�ar�te de x est sur la droite D� l�insertion de sommets ou d�ar�tes
n�est plus n�cessaire et rien n�est fait	 La m�me chose est valable pour etaty et la face de y	
Au total ce sous
syst�me comprend �� r�gles  	 � 	 � �!	

Intuitivement� la terminaison du processus ainsi d�crit est due au fait que la somme des
longueurs des listes diminue au moins de un � chaque �tape de r��criture	 En�n� il est facile
de prouver que chaque application de r�gle sur une �
carte fournit une �
carte� ce qui assure la
correction du processus d�intersection	 La question de la con�uence du syst�me de r��criture
ne se pose pas du fait de la disjonction des conditions des r�gles	

��� Intersection de faces coplanaires

Comme nous l�avons dit auparavant� la d��nition de l�intersection de faces coplanaires ne
demande pas de travail suppl�mentaire	 En e�et� une face d�une �
carte est une �
carte et
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donc l�intersection de deux faces coplanaires est r�alis�e par le ra�nement �D d�une �
carte
contenant ces deux faces	

La seule chose � pr�ciser est la conversion du r�sultat du ra�nement �D� qui est une
�
carte� en un ensemble de faces � inclure dans la �
carte concern�e	 Cette conversion a d�j�
�t� d��nie ���� et sp�ci��e ���� ��� dans de nombreux travaux	 Les op�rations n�cessaires �
celle
ci� comme la duplication et le recollement� sont d�crites notamment dans la th�se d�Yves
Bertrand ����	 Aussi� nous contentons
nous de d�crire le m�canisme de conversion sur un
exemple	

(a) 2 faces d’une 3-carte (b) conversion en une 2-carte

(g) resultat sous forme de 3-carte (h) suppression des faces externes

(e) duplication et inversion de la carte duale (f) superposition dans le dual d’une 3-carte 

(d) 2-carte duale du raffinement(c) raffinement 2D de la 2-carte

Fig� �	��� Conversion d�une �
carte en un ensemble de faces d�une �
carte

Exemple �
�
� La �gure ��	� sch�matise les di��rentes �tapes de l�intersection de deux faces
coplanaires� dessin�es en �a
� Les deux faces sont converties en une �
carte contenant deux
faces s�cantes �b
� Cette conversion consiste simplement � oublier les �
liaisons existant sur
les brins des deux faces� La �
carte est alors ra�n�e en dimension � �c
� avec le syst�me du
chapitre ��

La �gure �d
 repr�sente la carte duale du r�sultat du ra�nement� Cette �
carte duale
contient le r�sultat d�sir�� On voit clairement appara�tre les faces voulues mais celles
ci ne
contiennent qu�un brin par ar�te� Pour y rem�dier� la �
carte duale est dupliqu�e et les liaisons
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par �� de la nouvelle �
carte sont invers�es �e
�
Les deux �
cartes duales sont alors fusionn�es en pla�ant des liaisons par �� entre chaque

brin et le brin lui correspondant dans la carte dupliqu�e� Ces liaisons sont sch�matis�es �f
 en
repr�sentant deux brins li�s par �� par une unique double ��che� On obtient ainsi� la �
carte
duale de la �
carte recherch�e �g
�

Dans la �
carte obtenue� les diverses faces sont correctement li�es par ��� car ces liaisons
correspondes aux liaisons par �� de la �
carte duale du ra�nement� Il ne reste plus alors qu��
supprimer les faces ext�rieures dont on a pas besoin �h
� Les faces restantes peuvent alors �tre
ins�r�es dans la �
carte � laquelle appartenaient les deux faces initiales�

Notons que le passage au dual est une vue de l�esprit utile pour comprendre les m�canismes
mis en jeu� mais qu�en pratique aucun calcul n�est e�ectu�� De m�me un marquage des brins
initiaux permet de rep�rer les brins des faces ext�rieures et de retrouver facilement les endroits
o� les faces obtenues doivent �tre �
li�es� lors de leur r�insertion dans la �
carte initiale� ut

��� Compl�tion des labels

Apr�s son ra�nement� une �
carte ne contient plus d�intersection ni de superposition et
d��nit ainsi� sans ambigu�t�� une subdivision volumique de R

� 	 Comme dans le cas de la
dimension �� une compl�tion des labels est alors utilis�e pour permettre une �valuation des
objets d��nis par des expressions bool�ennes sur les primitives de la �
carte initiale	

La compl�tion des labels est r�alis�e exactement de la m�me fa
on qu�en dimension �� avec
juste un changement de dimension des cellules et labels concern�s	 Ainsi au lieu de di�user
les �
labels au travers des faces� les ar�tes jouant le r�le de �ltres� ce sont les �
labels qui sont
di�us�s au travers les volumes et les faces qui �ltrent ces �
labels	

Comme auparavant� quelques pr�cautions doivent �tre prises lors du ra�nement	 Les brins
qui sont cr��s lors de l�insertion de sommets ou d�ar�tes doivent h�riter des labels des brins
auxquels ils sont reli�s	 De plus� lors des fusions de faces ou d�ar�tes� les labels des brins
concern�s sont r�unis pour ne pas perdre d�information� en suivant le m�me principe que pour
les fusions de sommets ou d�ar�tes en dimension �	

La compl�tion est �galement r�alis�e par une unique r�gle de r��criture identique � celle
que nous avons vue en dimension �	 Pr�cis�ment� lorsqu�un brin x et son image z par ��

ont des �
labels di��rents� une fonction de transmission des labels est appel�e	 Rappelons
que deux brins li�s par �� appartiennent � deux faces li�es par �� et pointant vers un m�me
volume	

Les �
labels des brins de x et z sont remplac�s par leur union� puisque� apr�s le ra�nement�
x et z appartiennent � un m�me volume	 Les objets de l�union de ces deux �
labels sont ensuite
transmis aux volumes adjacents	 Avec le m�me principe qu�en dimension �� pour chaque face
du volume� on enl�ve de cet ensemble le �
label de ses brins� car cette face fait partie du bord
des objets de ce �
label	 Les objets restants sont ajout�s aux �
labels des brins du volume
adjacent� incident � cette face	

De plus� � chaque � ou �
label des sommets et ar�tes d�une face du volume de x et z� on
ajoute les objets de l�union des �
labels du bord desquels la face� les sommets ou les ar�tes�
ne font pas partie	

Ce m�canisme est relativement simple� une fois compris le fonctionnement en dimension
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�	 Mais� il est tr�s p�nible � d�tailler� car il n�cessite le parcours des faces d�un volume� ce
qui n�est pas simple � d�crire dans le formalisme autoris� par les sp�ci�cations alg�briques
que nous utilisons	 Ceci est principalement d# au fait que ce m�canisme fait appel � de
nombreux parcours qui sont facile � d�crire dans un langage it�ratif� alors que les sp�ci�cations
alg�briques impliquent une description plus fonctionnelle inad�quate dans ce cas pr�cis	

De m�me� il est quasiment impossible de faire un sch�ma simple en �D repr�sentant � la
fois les brins d�une �
carte et leurs labels � chaque dimension	 C�est pourquoi la compl�tion
des labels n�est pas d�taill�e plus avant	



Chapitre �

Prototypage et implantation

Le but de notre �tude est d�obtenir une implantation correcte et robuste des op�rations
bool�ennes en dimension � et �	 La premi�re �tape a �t� de d��nir pr�cis�ment� � l�aide de
cartes combinatoires plong�es et labell�es� les objets manipul�s et ce que nous entendions par
l��valuation d�une expression bool�enne sur ces objets	 La seconde �tape a consist� en la sp�

ci�cation alg�brique des cartes et des op�rateurs n�cessaires � leur manipulation	 L��valuation
d�op�rations bool�ennes� et les strat�gies de parcours qui leur sont li�es� ont �t� d�crites par
des syst�mes de r��criture enrichis par des structures de contr�le	

Dans les chapitres pr�c�dents� les sp�ci�cations ont �t� donn�es dans leur ensemble et dans
leur version �nale	 Bien s#r� elles n�ont pas �t� construites d�une pi�ce	 En fait� il est souvent
utile de faire des aller
retours entre la sp�ci�cation et le programme	 Cela permet de v�ri�er
que toutes les fonctionnalit�s n�cessaires � l�implantation existent et sont d�crites	 De plus�
en implantant un module de sp�ci�cation il arrive que l�on d�couvre une fa
on plus simple
d�exprimer les axiomes qu�il contient	

Pour faciliter ces aller
retours� nous avons utilis� un prototypage logique de la sp�ci�cation	
Un tel prototype est une implantation de la sp�ci�cation dans un langage de su�samment haut
niveau pour qu�on puisse �viter� durant la phase de conception� les probl�mes li�s � l�utilisation
de structures de donn�es comme des tableaux� des structures ou des pointeurs	 Le prototypage
doit pouvoir �tre r�alis� simplement et rapidement pour que les aller
retours restent e�caces	
Notons encore que les deux �critures manipul�es� la sp�ci�cation et le prototype� peuvent
�tre confront�es pour d�busquer un grand nombre d�erreurs de conception au niveau de la
formalisation ou de l�analyse du probl�me	

Les probl�mes li�s � l�implantation sont r�solus durant cette phase de prototypage o�
l�on peut s�assurer que les op�rateurs d��nis sont exprimables dans un langage de program

mation	 Ce travail de conception e�ectu�� le passage � une implantation e�cace en C est
largement facilit�	 Nous expliquons� dans ce chapitre� la technique de prototypage utilis�e et
la transcription en C du prototype obtenu	

��� Prototypage logique en Prolog

Nous avons choisi d�implanter le prototype en Prolog	 D�une part� ce langage permet la
manipulation de termes et permet ainsi une transcription quasiment imm�diate de la sp�ci�


���
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cation	 D�autre part� le Prolog que nous avons utilis� comprend une interface graphique qui
facile grandement le travail	 Les termes repr�sentant une carte sont� en e�et� tr�s grands d�s
que des exemples non triviaux sont envisag�s� ce qui les rend inexploitables syntaxiquement
et emp�che ainsi une interpr�tation g�om�trique facile	

D�autres langages de sp�ci�cation et prototypage existent comme B ���� VDM ����� LPG
����� LP ���� ��� ou OBJ� ����	 Mais� aucun d�entre eux ne contient d�interface graphique	 Il
est �galement courant de r�aliser les prototypes dans des langages fonctionnels de haut niveau
comme Caml qui n�a pas �t� retenu parce que Prolog convient mieux pour le prototypage des
syst�mes de r��criture	

De plus� comme nous l�avons vu� l�ex�cution de nos syst�mes de r��criture n�cessite la
possibilit� d�e�ectuer de nombreuses permutations dans les termes	 Les langages classiques de
sp�ci�cation alg�briques permettent de d��nir de telles permutations entre les g�n�rateurs	
Mais� lors de l�ex�cution� elles induisent une complexit� telle que la manipulation de grands
termes est impossible en pratique	 Nous verrons que l�implantation en Prolog permet de
r�soudre facilement et �l�gamment ce probl�me	

Dans les sp�ci�cations� les op�rateurs sont tous d��nis en d�crivant leur comportement
vis
�
vis des g�n�rateurs de base	 Le choix d�une implantation se r�sume ainsi� pour l�essentiel�
au choix de l�implantation des g�n�rateurs de base et � la repr�sentation des termes dans le
langage choisi	 Les autres op�rateurs sont alors implant�s par des fonctions faisant appel aux
g�n�rateurs de base	

Avant d�aller plus loin� revenons sur quelques notions de base du langage Prolog	 C�est
une implantation de la logique du premier ordre avec des pr�dicats et des variables	 Les r�gles
d�inf�rence y sont des clauses de Horn� c�est
�
dire de la forme p� � � � � � pn � p o� les pi sont
soit des pr�dicats� soit une disjonction de pr�dicats	

Dans la syntaxe de Prolog une clause s��crit par exemple P �� P�� �P	 
 P��� P�
 o� P

et les Pi sont des pr�dicats avec variables et les signes ��� et �
� repr�sentent respectivement
le (et( et le (ou( logique	 Elle se lit P est vrai s�il est possible de d�montrer que l�expression
�P� � �P	 � P�� � P�� est vraie	 Les pr�dicats sont �valu�s successivement de gauche �
droite	 Un programme Prolog est� pour r�sumer� constitu� d�un ensemble de faits connus�
sous forme de pr�dicats� et d�un ensemble de r�gles d�inf�rence� sous forme de clauses	

Le moteur d�inf�rence de Prolog permet alors de v�ri�er si un pr�dicat est vrai en utilisant
les r�gles et les fait connus	 En particulier� celui
ci utilise le back
tracking pour envisager toutes
les r�gles applicables � l�ensemble des faits connus	 Cette propri�t� s�av�re tr�s utile pour une
implantation simple� mais e�cace� de nos syst�mes de r��criture	

����� Implantation des sp�ci�cations des cartes

Comme nous l�avons remarqu� pr�c�demment� manipuler simplement les termes repr�sen

tant une carte n�est pas envisageable en pratique � cause des permutations n�cessaires	 Nous
devons donc envisager une autre solution	 Dans les syst�mes de r��criture� nous avons d�j�
fait remarquer que les permutations �taient �quivalentes� d�un point de vue s�mantique� � des
tests existentiels	

Or� le moteur d�inf�rence de Prolog r�alise quelque chose de similaire� puisqu�il recherche�
et donc teste l�existence� des faits et des r�gles permettant de valider un pr�dicat	 De plus�
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l�ordre des faits dans un programme Prolog est indi��rent	 Ainsi� un pr�dicat valide pour un
ensemble de faits� l�est �galement pour toute permutation de cet ensemble	

Ces similitudes de fonctionnement nous ont encourag� � utiliser le langage Prolog et
conduisent alors � une implantation formelle qui reste simple et relativement e�cace	 Un
terme repr�sentant une carte est form� d�occurrences des g�n�rateurs de base	 En Prolog�
nous repr�sentons un tel terme par un ensemble de faits dont chaque �l�ment repr�sente une
occurrence d�un g�n�rateur	 Une carte est donc repr�sent�e par une base de faits	

Le langage Prolog que nous utilisons autorise la d��nition de plusieurs bases de faits dis

tingu�es par un identi�cateur	 Ainsi� dans notre prototype� plusieurs cartes peuvent cohabiter
et sont distingu�es par le nom de leur base de faits	 Cependant� pour simpli�er l�expos� et ne
pas rentrer dans les d�tails de syntaxe� nous consid�rons par la suite que nous ne manipulons
qu�une carte et omettons donc le param�tre de sorte Carte dans les di��rents op�rateurs
pr�sent�s	
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Fig� �	�� Une carte et la base de faits correspondant

Exemple �
�
� La �gure ��	 montre un exemple simple de base de faits pour une carte
repr�sent�e par le terme l��l��l��l��l��l��v� ������ ������ ��������� ��� �� ��� ������ ut

Chaque occurrence d�un g�n�rateur de base� l�� l�� l�� gp�� gl�� gl�� gl� ou gl�� est transpo

s�e en un fait correspondant� l�� l�� 


� gl�	 L�occurrence du g�n�rateur v� qui cr�e une
carte vide correspondant � une base de faits vide� est implant�e par le pr�dicat abolish qui
vide� par e�et de bord� la base de faits	

L�application� � une carte� d�un g�n�rateur de base� en tant que fonction utilis�e par les
autres op�rateurs� correspond � l�ajout d�une occurrence de ce g�n�rateur dans le terme re

pr�sentant une carte	 Les g�n�rateurs de base sont donc implant�s par des pr�dicats ajoutant�
� la base de faits� le fait correspondant � son occurrence dans le terme� par e�et de bord	

Les destructeurs de base sont implant�s selon le m�me principe	 L�application d�un des

tructeur correspond � la suppression d�occurrences de g�n�rateurs dans le terme repr�sentant
la carte sur laquelle il est appliqu�	 Ils sont donc implant�s par des pr�dicats enlevant le fait
correspondant de la base	

Exemple �
�
� Dans la sp�ci�cation CARTE
TOPO� l�axiome non implicite d��nissant la
fonction ca�C� x� x�� y�� qui coupe l�ar�te de x en ins�rant les brins x� et y� est le suivant �

ca�l��C� x� y�� z� x�� y�� � si z � x � z � y
alors l��l��l��l��C� x� x��� y� y��� x�� y��� y�� x��
sinon l��ca�C� z� x�� y��� x� y�

Il est implant� de la fa�on suivante �
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ca�Z�X��Y�� �� l��X�Y�� �Z �� X 
 Z �� Y��

retract�l��X�Y���

assert�l��X�X���� assert�l��Y�Y����

assert�l��X��Y���� assert�l��Y��X���


L�implantation de ca�Z�X��Y�� en Prolog se lit de la fa�on suivante � s�il existe un fait
l��X�Y� tel que Z soit �gal � X ou Y alors le fait l��X�Y� est supprim�� par le pr�dicat
retract� et les autres faits sont ajout�s � la base� par le pr�dicat assert� Ceci correspond
bien au fait que la fonction ca supprime une occurrence de l� et la remplace par quatre autres
applications de g�n�rateurs�

Les axiomes implicites� comme nous l�avons vu� expriment le fait qu�un op�rateur n�a pas
d�in�uence sur un g�n�rateur� Ils n�ont donc pas besoin d��tre implant�s� ut

En Prolog� seuls des pr�dicats sont manipul�s	 Une expression du type y � f�x�� � � � � xn�
est alors implant�e par un pr�dicat de la forme f�X��


�Xn�Y� qui est vrai si Y est l�image
par f des variables X��


�Xn et si les pr�conditions de f sont remplies	 En particulier� cette
technique est utilis�e pour les s�lecteurs de base qui testent l�existence du fait correspondant
aux g�n�rateurs de base intervenant dans leurs axiomes non implicites	 Les fonctions revoyant
un bool�en sont simplement implant�es par des pr�dicats	

Exemple �
�
� Dans la sp�ci�cation CARTE� les axiomes de �� et e sont �

���l��C� x� y�� z� � si z � x alors y
sinon si z � y alors x

sinon ���C� z�

e�l��C� x� y�� z� � �z � x� ��z � y� � e�C� z�

Ces deux op�rations sont implant�es par �

alpha��X�Y� �� l��X�Y�


alpha��X�Y� �� l��Y�X�


e�X� �� l��X�Y� 
 l��Y�X�


Le pr�dicat alpha��X�Y� est vrai si Y est l�image par �� de X� Il est d��ni par deux r�gles
correspondant au deux cas d�crits� par le m�canisme du si 
 
 
 alors 
 
 
 sinon 
 
 
 � dans
l�axiome de ��� Le pr�dicat e�C� est vrai si X appartient � la carte� c�est
�
dire si il existe un
fait assurant que X a �t� ins�r�� ut

Dans les sp�ci�cations� nous utilisons souvent des compositions de fonctions qui corres

pondent� bien s#r � des applications successives de celles
ci	 Ainsi� une expression du type
y � f�g�� � ��� � � �� est implant�e par l��valuation successive des deux pr�dicats correspondants
o� le r�sultat interm�diaire� la valeur de g�� � ��� est transmis de l�un � l�autre par une variable
X	 Ceci s��crit g�


�X�� f�


�X�


�Y� en Prolog	

Les parcours� qui sont d�crits dans les sp�ci�cations par l�utilisation de fonctions auxiliaires
et de la r�cursivit�� sont implant�s de la m�me fa
on en Prolog	 Ces deux aspects sont d�taill�s
dans les exemples suivants	 Les autres op�rateurs sur les cartes sont implant�s de la m�me
mani�re par transcription directe des axiomes de la sp�ci�cation	
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Exemple �
�
	 Examinons l�implantation des op�rateurs topologiques dl�� ds� dai et da dont
les axiomes sont rappel�s ci
apr�s�

dl��l��C� x� y�� z� � si z � x � z � y alors dl��C� z�
sinon l��dl��C� z�� x� y�

ds�C� z� � si al��C� z� alors C
sinon si ����C� z� � ���C� z� alors dl��C� z�

sinon l��dl��C� z�� ����C� z�� ���C� z��

dai�l��C� x� y�� z� � si z � x � z � y alors C
sinon l��dai�C� z�� x� y�

da�C� x� � dai�ds�ds�C� x�� ���C� x��� x�

Leur implantation est quasiment imm�diate� Les clauses que nous avons plac�es en commen

taire sont celles qui d�coulent de la sp�ci�cation� mais qui ne sont plus n�cessaires dans le
prototype� En e�et� comme les r�gles d�inf�rence sont �valu�es les unes � la suite des autres
en Prolog� il est possible de simpli�er les tests � e�ectuer dans certains cas�

dl��Z� �� l��X�Y�� �Z �� X 
 Z �� Y��

retract�l��X�Y��� dl��Z�


�� dl��Z� �� not l��X�Z�� not l��Z�Y�
 ��

dl��Z�


La clause comment�e de dl� correspond au cas sinon de l�axiome de dl� et exprime le fait
que le parcours de la carte est termin� si Z ne poss�de plus de 	
liens� Ce test est inutile car si
Z poss�de encore un 	
lien la premi�re clause est appliqu�e avant� La deuxi�me clause de dl�

simpli��e correspond aussi � l�arr�t de la r�cursion qui est d��ni par l�axiome implicite liant
dl� et le g�n�rateur de base v� C�est le seul cas o� un axiome implicite doit �tre implant��

�� ds�Z� �� al��Z�
��

ds�Z� �� alpha���Y�Y���� alpha��Y�Y���

dl��Y�� �Y�� �� Y� 
 assert�l��Y���Y����


ds�Z�


dai�X� �� retract�l��X�Y�� 
 retract�l��Y�X��


da�X� �� alpha��X�Y�� ds�X�� ds�Y�� dai�X�


Les implantations de ds� dai et da ne pr�sentent pas de di�cult�� Leurs clauses permettent
d�illustrer les principes de composition� en particulier pour da� et la conservation de r�sultats
interm�diaires dans des variables li�es� comme Y� et Y�� pour ds� ut

Exemple �
�

 Cet exemple illustre l�implantation d�un parcours avec une fonction auxiliaire
r�cursive� Les axiomes de eqs d�crivent un tel parcours �

eqs�C� x� y� � eqs��C� x� x� y�

eqs��C� x�� x� y� � si �x � y� alors vrai
sinon si ���C� x� � x� alors faux

sinon eqs��C� x�� ���C� x�� y�
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L�implantation est tr�s simple� Il faut encore noter qu�une clause est ajout�e pour terminer
la r�cursion de eqs�aux� pr�dicat correspondant � eqs�� Elle correspond � l�axiome implicite
liant eqs� � v�

eqs�X�Y� �� eqs�aux�X�X�Y�


eqs�aux�X��X�Y� �� X �� Y


eqs�aux�X��X�Y� �� alpha��X�X��� X� ��� X�� eqv�aux�X��X��Y�


Par contre� le cas qui m�ne � faux� dans la sp�ci�cation� n�a pas besoin d��tre implant�
puisque� si les deux clauses ne peuvent �tre appliqu�es� alors l��valuation du pr�dicat eqs�aux
�choue� L��valuation de eqs �choue �galement et donc ce pr�dicat est �valu� � faux� ut

En ce qui concerne les op�rations sur les objets qui ne sont pas de sorte Carte� comme
les points� les segments ou les labels� l�implantation en Prolog est encore plus simple	 Nous
avons d�coup� les termes de sorte Carte en un ensemble de faits� � cause de leur taille et pour
faciliter les permutations	 Pour les autres termes ce probl�me n�existe pas et nous manipulons
donc directement les termes correspondant � leurs g�n�rateurs	

Exemple �
�
� Les points et les vecteurs sont manipul�s sous forme de termes du type
gp�X�Y� et gv�X�Y�� Ainsi� la fonction gvp�p� q� qui fabrique un vecteur � partir des points p
et q �cf� annexe A
 est implant�e par �

gvp�gp�PX�PY�� gp�QX�QY�� gv�VX�VY�� ��

VX is QX�PX� VY is QY�PY


Le pr�dicat gvp�P�Q�V� est donc vrai si V est le vecteur fabriqu� � partir de P et Q� La syntaxe
VX is QX�PX signi�e que la valeur QX�PX est plac�e dans la variable VX� cette valeur �tant
e�ectivement calcul�e� Le signe � est r�serv� en Prolog pour un calcul formel� sans �valuation
num�rique� ut

Exemple �
�
� Consid�rons une op�ration plus complexe comme le test d�incidence d�un
point sur un segment dont la sp�ci�cation est �

incident�m� seg�p� q�� � si nullv�V � alors faux
sinon �t 
 a� ��t � �� a� � nullv�U � t�V �

avec V � gvp�p� q�� U � gvp�p�m�� t �
ps�V� U�

ps�V� V �
� a �




nv�V �

Son implantation est directe� Le test de nullit� de V � nullv�V �� est simplement remplac� par
un test de nullit� pour la norme de V� nulln�T	�� et sa norme est calcul�e directement �
partir du produit scalaire� par sqrt�T	�� pour acc�l�rer un peu les calculs�

incident�M� seg�P�Q�� ��

gvp�P�Q�V�� gvp�P�M�U��

ps�V�V�T	�� not nulln�T	��

ps�V�U�T��� T is T��T	�

A is epsilon�sqrt�T	��

T � A� T � ���A��

scale��T�V�TV��

add�U�TV�N��

nullv�N�
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On peut noter �galement que les m�ta
variables que nous avons utilis�es pour simpli�er l��cri

ture des axiomes� sont remplac�es par des variables li�es contenant les calculs num�riques
interm�diaires� ut

����� Implantation des syst�mes de r��criture

Chaque r�gle de r��criture est implant�e par un pr�dicat qui est vrai si la r�gle a pu �tre
appliqu�e et qui est �valu� � faux dans le cas contraire	 Le moteur d�inf�rence de Prolog
permet d�essayer d�appliquer toutes les r�gles jusqu�� ce qu�aucune ne puisse �tre d�clench�e	
Pour les r�gles du syst�me de base� sans structure de contr�le� l�implantation est imm�diate
comme on peut le voir sur un exemple	

Exemple �
�
� La r�gle de coupure d�ar�tes s�cantes �

R
 �
gp��gp��C� x� p�� z� q�

cap�cap�gp��gp��C� x� p�� z� q�� x� i�� z� i�
si secant�gp��gp��C� x� p�� z� q�� x� z�

avec i � intersection�gp��gp��C� x� p�� z� q�� x� z�

est implant�e par le pr�dicat �

regle� ��

gp��X�P�� gp��Z�Q�� X ��� Z�

secant�X�Z��

intersection�X�Z�I��

cap�X�I�� cap�Z�I�


Cette clause recherche deux brins distincts plong�s dont les ar�tes sont s�cantes� Si aucun
couple d�ar�tes s�cantes n�est trouv�� le moteur d�inf�rence de Prolog assure que tous les couples
ont �t� test�s et la r�gle �choue� D�s qu�un couple est trouv�� la r�gle s�applique� les ar�tes
sont d�coup�es et la r�gle r�ussit� Il faut donc ressayer d�appliquer les r�gles jusqu�� ce que
toutes �chouent� ut

Pour assurer que le ra�nement est r�alis� compl�tement� il faut ajouter quelques clauses
for
ant l��chec du ra�nement tant que des r�gles peuvent �tre d�clench�es	 Nous ne d�taillons
pas cet aspect qui nous obligerait � d�tailler la syntaxe du Prolog � un niveau qui ne nous
int�resse pas ici	

Les r�gles des syst�mes qui utilisent des structures de contr�le sont implant�es avec le
m�me principe� mais les structures de contr�le sont� dans ce cas� des param�tres des pr�dicats
correspondant aux r�gles	

Exemple �
�
� La r�gle de coupure d�ar�tes s�cantes� pour le syst�me d�crivant un balayage
du plan �

RX
 �
X�A� S� C

i�i�i�i�X� x��� y��� z��� t��� A� S� cap�cap�C� x� i�� z� i�
si

�
x � premier�X�
z � gsecant�A�C� x� �� nil

avec

�����
����

i 	intersection�C�x�z�

x�	���cap�cap�C�x�i��z�i��x�

y�	���cap�cap�C�x�i��z�i�����C�x��

z�	���cap�cap�C�x�i��z�i��z�

z�	���cap�cap�C�x�i��z�i�����C�z��

est implant�e par le pr�dicat �
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regle��CX�CA�CS� ��

premier�CX�X��

gsecant�CA�X�Z�� Z ��� nil�

alpha��X�Y��

alpha��Z�T��

intersection�X�Z�I��

cap�X�I�� cap�Z�I��

alpha��X�XX�� alpha��Y�YY��

alpha��Z�ZZ�� alpha��T�TT��

i�tas�CX�XX�� i�tas�CX�YY�� i�tas�CX�ZZ�� i�tas�CX�TT�


ut

Les syst�mes de r��criture� utilis�s pour d�crire l�intersection de faces en dimension �� sont
implant�s par des fonctions dont les param�tres sont les di��rentes listes de classi�cations	 Les
�tudes de cas d�crites sous forme de syst�me de r��criture sont implant�es par un ensemble
de clauses� avec une clause par cas	

Exemple �
�
�� Voici� par exemple� les � premi�res clauses qui d��nissent les transitions
d�un �tat courant en fonction des classes des ar�tes telles quelles sont d��nies dans le syst�me
de la table ����

transit�class�etat�cut � out � in �


transit�class�etat�cut � in � out �


transit�class�etat�pic � out � out �


Transit�class�etat�pic � in � in �


transit�class�etat�up�on� out � on������


transit�class�etat�up�on� in � on������


transit�class�etat�up�on� on������ on������


transit�class�etat�up�on� on������ on������


Et voici les clauses d��nissant le pr�dicat etat�class�LClass�LEtat� qui implante le
syst�me de r��criture transformant une liste de classi�cation� LClass� en une liste d��tats�
LEtat� pour les ar�tes d�une face� Notons que les listes de termes font partie du langage Prolog
et qu�elles s��crivent sous la forme �X
L� o� X est un terme et L une liste� La liste vide s��crit
��� Les �
uplets formant les �l�ments de ces listes sont �crit sous la forme �X�Class�GeoInfo�
o� le terme GeoInfo regroupe les informations g�om�triques �point� abscisse� angle� indicateur
et orientation
 non utilis�es ici� L�utilisation de la virgule est ici impossible � cause de la
syntaxe de Prolog�

etat�face�LClass�LEtat� ��

etat�face�LClass�out�LEtat�


etat�face���X�Class�GeoInfo�
LClass�� Etat� ��X�Etat	�GeoInfo�
LEtat�� ��

transit�class�etat�Class�Etat�EtatSuivant��

functor�EtatSuivant�Etat	��

etat�face�LClass�EtatSuivant�LEtat�


etat�face�plan���������


La premi�re clause correspond � la r�gle d�initialisation du syst�me qui d�marre avec un �tat
courant �gal � OUT� La seconde clause d�crit le parcours de la liste� Le pr�dicat functor permet
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de ne conserver que le foncteur ON d�un terme de type ON�I�J�� La derni�re clause indique
que la r��criture est termin�e lorsque la liste est vide� Le symbole ��� indique une valeur
quelconque� ut

��� Implantation en C

����� G�n�rateurs de base

Le passage � une implantation en C est facilit� par le travail d�j� e�ectu� pour le prototy

page en Prolog	 Comme nous l�avons vu� les choix d�implantation se r�sument� pour l�essentiel�
aux choix d�implantation des termes et des g�n�rateurs de base des di��rentes sortes	 Les sortes
simples comme les bool�ens� les entiers� les nombres r��ls sont implant�es directement par les
types classiques o�erts par le langage C	

Les objets pour lesquels les g�n�rateurs sont uniques� comme les points� les vecteurs�
les segments sont implant�s par des pointeurs sur des structures dont les membres sont les
param�tres de leurs g�n�rateurs	 Ainsi� par exemple� un segment� de g�n�rateur gs�p� q��
devient un pointeur sur une structure dont les membres sont deux points	 Voici� par exemple�
l�implantation des points �D et de leur g�n�rateur gp�x� y� z� �

typedef struct point

� double x�y�z�

� �Point�

Point gp�double x�double y�double z�

� Point p � �Point� calloc���sizeof�struct point���

p��x � x�

p��y � y�

p��z � z�

return p�

��

De m�me� les structures de contr�le� comme les listes� les �les FIFO� les arbres ou les tas
sont implant�es de mani�re classique	 Les g�n�rateurs correspondent aux op�rations de base
sur ces structures� comme par exemple� pour les listes� la cr�ation d�une liste vide et l�ajout
d�un �l�ment en t�te de liste	 Parfois� lorsque leurs tailles sont connues par avance et �xes� les
listes sont implant�es par des tableaux	 Nous ne d�taillons pas plus ces op�rations classiques	

Le point crucial de l�implantation est le choix d�une repr�sentation pour les cartes et les
brins	 Une carte est un ensemble de brins� pour lequel les seuls op�rations essentielles sont
l�ajout et la suppression d��l�ments	 Dans les sp�ci�cations� les brins sont repr�sent�s par des
entiers� mais ce choix n�avait pour but que de permettre de tester l��galit� de deux brins	 La
repr�sentation des brins n�est pas importante en elle
m�me et le seul imp�ratif est qu�un brin
puisse �tre fourni en param�tre � une fonction	 Par contre� les informations associ�es � un
brin sont essentielles pour l�implantation	 A chaque brin on doit pouvoir associer ses images
par les di��rentes fonctions d�adjacence �i� son plongement et ses labels	

Ainsi� les brins sont implant�s par des pointeurs sur une structure contenant trois ou quatre
brins� suivant la dimension� qui sont ses images par les �i� un point et un label	 Une carte est
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alors implant�e comme une liste doublement cha"n�e de brins	 Pour cela� nous ajoutons � la
structure d�un brin deux brins repr�sentants le brin suivant et le brin pr�c�dent dans la carte	
Voici les structures utilis�es pour les brins d�une �
carte �

typedef unsigned int indice�

typedef struct dart �Dart�

typedef struct dart

� indice ind�

Bool m�

Dart a��a��a	�a�	�

Dart succ�pred�

Point e��

Plan e	�

Bbox bb�

GeoInfo info�

� dart�struct�

Les quatres brins a�� a�� a	 et a�	 sont les images par ��� ��� �� et ���	 Le dernier
est ajout� pour faciliter les fusions d�ar�tes	 Les brins succ et pred sont les brins permettant
le cha"nage dans une carte	 Le point e� est le �
plongement du brin	 Il faut noter que nous
utilisons un �
plongement par brin� pour acc�l�rer les traitements et �viter de parcourir les
sommets pour rechercher le �
plongement d�un brin	 Cependant� pour respecter la sp�ci�ca

tion� nous assurons que le point est le m�me pour tous les brins d�un sommet	

De plus� quelques champs sont ajout�s pour faciliter les traitements	 L�indice ind est utilis�
pour num�roter les brins lors de la sauvergarde sur �chier d�une carte	 Le bool�en m est un
marqueur facilitant les parcours de sommets ou volumes	

D�autres champs sont ajout�s pour stocker des donn�es g�om�triques	 Le plan e	 est le plan
sous
jacent au �
plongement de la face du brin	 Pour �viter de calculer ce plan de multiples
fois� un pr�traitement est e�ectu�� avant le ra�nement� durant lequel les �quations des plans
de chaque face sont calcul�es une fois pour toutes	 Pendant ce pr�traitement� nous calculons
�galement une bo"te englobante de la face� conserv�e pour chaque brin dans le champ bb	
En�n� le champ info re
oit� lors de l�intersection de faces� les informations g�om�triques
calcul�es pour ce brin	

����� Implantation des op�rations topologiques et g�om�triques

Les s�lecteurs de base sont implant�s tr�s simplement par des macros permettant la consul

tation des champs d�un brin	 Notons que des compositions de s�lecteurs simples sont implan

t�es de la m�me mani�re� comme �� par phi�	 Voici ces implantations �

�define alpha��x� x��a�

�define alpha��x� x��a�

�define phi��x� alpha��alpha��x��

�define gem��x� x��e�
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Dart alpha	�Dart x�

� Dart x�	 � x�

if �x��a	 �� NULL� return x��a	�

while �x�	��a�	 �� NULL� x�	 � x�	��a�	�

l	�x�x�	�� �� compl�tion de la 	�liaison ��

return x�	�

��

Il faut noter l�exception existant pour alpha		 En cas de �
liaisons incompl�tes� il est
n�cessaire de parcourir les brins du sommet pour rechercher l�image par ��	 Dans les sp�ci

�cations� cette recherche est d��nie par une r�cursion crois�e entre �� et ���� ce qui n�est
pas e�cace	 Nous avons donc remplac� cette r�cursivit� par une boucle	 De plus� la fonction
alpha	 compl�te� par e�et de bord� les �
liaisons trouv�es lors de ces parcours� pour �viter de
les e�ectuer une nouvelle fois	

Les g�n�rateurs de base� comme l�� l�� l� ou gp�� sont implant�s par des macros ou des
fonctions qui modi�ent les champs des brins correspondants	 Ils ne modi�ent bien s#r pas la
liste cha"n�e qui mod�lise la carte contenant les brins impliqu�s	 Ainsi� comme le param�tre
de sorte Carte n�est pas utile pour l�implantation de ces op�rations topologiques� nous l�avons
syst�matiquement ot�	 Comme par exemple �

�define l��x�y� x��a� � y� y��a� � x

�define l��x�y� x��a� � y� y��a� � x

�define em��x�p� �x��e�� � copypoint�p�

void l	�Dart x�Dart y�

� if �x �� y�

� x��a	 � y�

y��a�	 � x�

�

else

� x��a	 � NULL�

x��a�	 � NULL�

��

��

Les cartes sont implant�s par des listes cha"n�es de brins dont la structure est donn�e
ci
apr�s	 Les champs first et last sont respectivement le premier et le dernier brin de la
carte	 Nous avons� de plus� ajout� deux champs current et current	 pour permettre deux
parcours distincts de la liste des brins	

typedef struct map

� Dart first�last�

Dart current�current	�

� �Map�



��� CHAPITRE 
� PROTOTYPAGE ET IMPLANTATION

Le g�n�rateur v qui cr�e une carte vide est implant� tr�s simplement	 Il initialise les champs
d�une structure de type Map �

Map v�void�

� Map m � �Map� calloc���sizeof�struct map���

m��nbr�dart � ��

m��first � NULL�

m��last � NULL�

m��current � NULL�

m��current	 � NULL�

return m�

��

Le seul point qui n�cessite un traitement particulier est la cr�ation d�un nouveau brin�
r�alis� par la fonction ndart	 Cette fonction retourne un nouveau brin dont la structure est
initialis�e	 De plus� par e�et de bord� cette fonction met � jour les pointeurs de cha"nage de
la carte �

Dart ndart�Map m�

� Dart x � �Dart� calloc���sizeof�struct dart���

x��m � FALSE�

x��a� � x��a� � x�

x��a	 � x��a�	 � NULL�

x��pred � x��succ � NULL�

x��e� � NULL�

x��e	 � NULL�

x��bb � NULL�

x��info � NULL�

�m��nbr�dart����

if �m��first �� NULL�

� m��first � x�

m��last � x�

m��current � x�

m��current	 � x�

�

else

� m��last��succ � x�

x��pred � m��last�

m��last � x�

��

return x�

��
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Les op�rateurs de plus hauts niveaux sont alors implant�s naturellement� comme dans le
prototype� par des appels aux g�n�rateurs de base	 Nous ne d�taillons pas toutes ces op�rations
car ce serait fastidieux	 Mais illustrons juste le principe avec l�exemple de la coupure d�ar�te
d�j� d�taill�e pour le prototype	 La fonction cutee coupe l�ar�te du brin x au point p	 Ici
le param�tre de type Map est implant�� puisque l�insertion des nouveaux brins n�cessite des
modi�cations dans la structure de la carte	

void cutee�Map m�Dart x�Point p�

� Dart y � alpha��x��

Dart xx � ndart�m��

Dart yy � ndart�m��

l��x�xx��

l��y�yy��

l��xx�yy��

em��xx�p��

em��yy�p��

��

La fonction fait appel � ndart� pour cr�er les nouveaux brins	 Puis� elle appelle les g�n�

rateurs permettant de cr�er les nouvelles liaisons topologiques et les �
plongements de brins
ins�r�s	

Toutes les op�rations topologiques� de plongement ou g�om�triques sont implant�es pour
�tre r�alis�es en temps constant	 Les seules exceptions sont� bien s#r� les fonctions n�cessitant
un parcours de sommet� de face ou de volume� dont la complexit� en temps est proportionnelle
au nombre de brins de la cellule	 Cette remarque nous permet d�a�rmer que les m�thodes
formelles utilis�es ne sont� en aucun cas� un frein � l�obtention de programmes e�caces� apr�s
implantation	

De plus� il faut noter que le travail e�ectu� pendant les aller
retour entre la sp�ci�cation
et le prototype facilite grandement le travail d�implantation	 Les seuls probl�mes � r�soudre
se situent dans le choix des structures de donn�es et des g�n�rateurs de base	 Une fois ce choix
e�ectu�� l�implantation des op�rations de haut niveau est quasiment imm�diate et suit � la
lettre les d��nitions donn�es dans les sp�ci�cations	

En�n� notre approche � l�avantage de nettement s�parer la conception de l�implantation	
Les probl�mes de conception sont r�solus principalement pendant la phase de sp�ci�cations et
en partie pendant le prototypage logique� en faisant abstraction des probl�mes d�implantation	
L�implantation se fait lorsque tous ces probl�mes sont r�solus� ce qui permet de se concentrer
sur les probl�mes d�optimisation	

����� Implantation de l�intersection de faces en dimension �

Les syst�mes de r��criture d��nissant l�intersection de faces non coplanaires d�crivent en
fait un parcours de chaque face pour obtenir les informations g�om�triques� puis des parcours
de listes de brins	 Le premier parcours est simplement implant� par une boucle sur les brins
d�une face	 Puis le nombre de brins restant constant� les brins de la face qui coupent le plan
de l�autre face sont plac�s dans un tableau� apr�s leur classi�cation	
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TDart class�face�plan�Dart x�Vect nx�Repere�D rep�Plan py�

� Dart y 
 x�y���

Seg s�

Type t�

Point i�

double k�a�

int n 
 ��

short in�

TDart tab�

�� parcours des brins de la face et obtention des informations g�m�triques ��

do

� s 
 gem��y�� �� segment sur lequel est ��plong� y ��

if �type�seg�s�nx�py�rep��t��i��k��a��in��

new�info�y�t�i�k�a�in�� �� remplit le champ info du brin ��

free�s��

y 
 phi��y�� �� brin suivant de la face ��

� while �y �
 x��

�� classification des ar	tes par un deuxi�me parcours de la face ��

y�� 
 phi����y��

do

� switch�get�type�y��

� case CUTSEG � set�class�y�CUT�get�inside�y��� n��� break�

case ONUP � switch�get�type�y����

� case UPON � set�class�y�PIC � ��� n��� break�

case DOWNON � set�class�y�CUT � get�inside�y��� n��� break�

case ON� � set�class�y�ON�UP ����� n��� break�

case ON�� � set�class�y�UP�ON � ��� n��� break�

�� break�

case ONDOWN � switch�get�type�y����

� case UPON � set�class�y�CUT � get�inside�y��� n��� break�

case DOWNON � set�class�y�PIC � ��� n��� break�

case ON� � set�class�y�ON�DOWN����� n��� break�

case ON�� � set�class�y�DOWN�ON� ��� n��� break�

�� break�

�� autres cas ��� ��

��

y�� 
 y�

y 
 phi��y��

� while �y �
 x��

�� les brins qui coupent le plan sont plac�s dans un tableau ��

tab 
 gtdart�n��

n 
 ��




��� IMPLANTATION EN C ���

do

� if �get�class�y� �
 NIL�

� set�elt�tab�n�y�� �� place le brin y dans le tableau ��

n���

�

else

free�info�y�� �� si le brin ne coupe pas la droite

on lib�re les informations g�om�triques ��

y 
 phi��y��

� while �y �
 x��

�� tri des ar	tes le long de la droite d�intersection ��

�� la fonction cmp�info est l�implantation de l�ordre sur les ��uplets ��

qsort�tab� tab�tab� nbr�sizeof�Dart��cmp�info��

return tab�

��

Les autres syst�mes sont alors implant�s par un parcours des �l�ments du tableau	 Les
di��rents cas d�crit par les r�gles des syst�mes sont implant�s par l�interm�diaire de switch	
Par exemple� la fontion etat�face�plan calcule les �tats de chaque brin	 Le traitement des
incoh�rences num�riques provoqu�es par le tri a �t� supprim� pour faciliter la lecture	

void etat�face�plan�TDart t�

� indice i�

Dart x�

V�Etat e � OUT� �� �tat courant ��

�� parcours du tableau ��

for �i � ��i�get�size�t��i���

� x � get�elt�t�i�� �� i�me �l�ment du tableau ��

�� calcul du l��tat courant apr�s le brin courant ��

switch�get�class�x��

� case CUT � switch�e�

� case OUT � e � IN � break�

case IN � e � OUT � break�

default � error��CUT���

�� mise en �vidence d�incoh�rence num�riques ��

�� break�

case ON�DOWN � switch�e�

� case ON��� � e � OUT � break�

case ON��� � e � IN � break�

case ON��� � e � ON���� break�

case ON��� � e � ON���� break�

default � error��ON�DOWN���

�� mise en �vidence d�incoh�rence num�riques ��

�� break�
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�� autre cas 


 ��

��

�� �tats retenus pour le brin ��

switch �e�

� case OUT � set�etat�x�OUT�� break�

case IN � set�etat�x� IN�� break�

default � set�etat�x� ON�� break�

��

��

��

����	 Implantation des syst�mes de r��criture

Les syst�mes de r��criture d��nissant les ra�nements sont implant�s de la m�me fa
on que
pour le prototype en Prolog	 Chaque r�gle est implant�e par une fonction ayant en param�tre
les structures de contr�le �ventuelles	 Cette fonction teste les conditions de d�clenchement et
r�alise� si n�cessaire� les transformations d�crites par la r�gle	

Les syst�mes de r��criture� quant � eux� sont implant�s par des boucles r�alisant les par

cours n�cessaires	 Lorsque des strat�gies de parcours sont �x�es par des structures de contr�le�
le syst�me consiste juste � appeler les fonctions correspondant aux r�gles jusqu�� ce que la
condition d�arr�t soit remplie	

Les strat�gies de parcours et les algorithmes en d�coulant� comme l�algorithme de balayage
du plan� ont d�j� �t� abord�es compl�tement en dimension �	 Nous ne revenons donc pas
dessus	 Par contre� en dimension �� quelques optimisations ont �t� implant�es	 D�une part�
comme cela a �t� abord� pr�c�dement� des bo"tes englobantes ont �t� ajout�es � la structure
des brins	 Les fonctions correspondant aux r�gles du ra�nement �D ne sont appel�es que si
les deux brins courants du parcours ont des bo"tes englobantes qui se coupent	

D�autre part� le syst�me de r��criture �D d�crit un parcours de tous les couples de brins	
Or pour les r�gles d�intersection de faces� un parcours des couples de faces est su�sant	 Nous
avons donc implant� ce syst�me en deux �tapes	 La premi�re r�alise un parcours des couples
de faces durant lequel on appelle� pour chaque couple� les fonctions d�intersection de faces	
Pour cela� nous g�rons une structure de contr�le suppl�mentaire contenant la liste des faces
de la carte	 La seconde �tape est un parcours de tous les couples de brins durant lequel on
appelle les r�gles de fusion de faces et d�ar�tes	

����
 Implantation des labels

Dans les sp�ci�cations� les labels sont d��nis par des ensembles d�identi�cateurs d�objets	
En pratique le nombre d�objets est souvent limit�	 Nous avons donc choisit d�implanter les
labels par des champs de bits� c�est
�
dire en fait des entiers non sign�s	 Ceci limite le nombre
d�objets � ��� dans notre implantation	 Cependant cela simplife l�implantation des opr�rations
sur les labels	 Les unions et di��rences utilis�es pour la compl�tion des labels sont implant�es
par des op�rations logiques bits � bits	
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L��valuation des labels a �t� prototyp�e et implant�e en dimension �	 Bien que compl�

tement sp�ci��es� les op�rations sur les labels n�ont pas �t� implant�es en dimension �	 La
manipulation des labels sur des objets en �D aurait impliqu� la r�alisation d�un modeleur �D
permettant de g�rer plusieurs objets� leurs labels et des expressions bool�ennes correspondant
� des arbres CSG sur ces objets	 Or nous avons manqu� de temps pour cela et l�implantation
d�un tel modeleur sortait quelque peu du cadre de notre �tude	

En fait� les objets manipul�s sont des �
cartes qui sont cr��es par le modeleur Topo�l� d�ve

lopp� par Yves Bertrand � Strasbourg ����� et sauvergard�es dans des �chiers distincts	 Notre
implantation r�alise le ra�nement d�une carte correspondant � l�importation d�un nombre
quelconque de �chiers de cartes au format de Topo�l	 Le r�sultat du ra�nement est sauver

gard� dans un �chier lisible par ce modeleur	



��� CHAPITRE 
� PROTOTYPAGE ET IMPLANTATION



Chapitre 


Exp�rimentation

Dans ce chapitre� nous pr�sentons quelques exemples d�exp�rimentations des ra�nements�
en dimension � et �	 Nous montrons� en premier lieu� comment le ra�nement g�n�ralise les
probl�mes d�arrangements de segments dans le plan	 Ainsi� en dimension �� nous donnons
des exemples de reconstruction topologiques de subdivisions planaires� � partir de donn�es
incompl�tes	 Puis� nous abordons des exemples d��valuations d�op�rations bool�ennes faisant
intervenir les labels	 Nous concluons� pour la dimension �� en montrant comment sont g�r�s
les cas d�inclusions de composantes connexes multiples	

En dimension �� nous montrons comment nous avons appliqu� le ra�nement �D � des
probl�mes de constructions de subdivisions volumiques en g�ologie� par des arrangements de
plans ou de surfaces	 Nous terminons en�n par quelques exemples de ra�nement sur des
solides poly�driques plus complexes	

��� Ra�nement en dimension �

Nous commen
ons par pr�senter� dans la �gure �	�� l�interface graphique r�alis�e pour le
prototypage logique en Prolog	 La fen�tre de contr�le nous permet de g�rer les cellules et les
labels correspondants� pour chaque dimension� c�est
�
dire pour les sommets� ar�tes et faces	
L�interface propose �galement les quatre strat�gies de ra�nement que nous avons �tudi�es et
quelques expressions bool�ennes basiques souvent utilis�es	

Fig� �	�� Fen�tre de contr�le du prototype

���
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La �gure �	�� montre un ensemble de segments du plan qui sont� en pratique� a�ch�s dans
une seconde fen�tre	 Les sommets sont repr�sent�s par des petits carr�s et les segments sont
l�g�rement �clat�s pour distinguer les sommets topologiques des intersections de segments	
Cette premi�re �gure correspond � une carte mal plong�e	

Fig� �	�� Un ensemble de segments

Notons que� dans cette �gure� tous les brins sont points �xes de ��� c�est
�
dire qu�il n�existe
pas de �
liaisons	 La �gure comprend plusieurs con�gurations qui sont habituellement trait�es
comme des cas particuliers ����	 On peut remarquer � ar�tes s�intersectant en un m�me point
et une ar�te partiellement superpos�e � une autre	

La �gure �	�� montre le ra�nement �D de cet ensemble de segments	 Les liaisons par ��

autour des sommets sont repr�sent�es par des petits tubes reliant un segment au sommet
auquel il est incident	 La carte repr�sent�e ici et maintenant bien plong�e et r�alise une
partition du plan	 Notons qu�un des sommets contient � brins et que les ar�tes superpos�es
ont �t� d�coup�es et fusionn�es	

Comme on peut le voir sur cet exemple le ra�nement �D� dans le cas d�un ensemble de
segments� correspond � l�arrangement de ces segments dans le plan ����	 L�exemple suivant
montre que le ra�nement est en fait une extension de l�arrangement	 L�ensemble de d�part
peut �tre constitu� de composantes connexes de cartes superpos�es	 De plus� dans l�exemple
de la �gure �	�� les liaisons par �� sont incompl�tes	

La repr�sentation des �
liaisons par des tubes permet de visualiser facilement celles qui
manquent	 Remarquons encore la pr�sence d�une ar�te verticale trait�e exactement comme
les autres	 Apr�s le ra�nement� toutes les liaisons sont correctement calcul�es	 Cela montre
que notre ra�nement est r�ellement un m�canisme de reconstruction topologique� puisque les
relations d�incidence ou d�adjacence fournies au d�part peuvent �tre incompl�tes	
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Fig� �	�� Le ra�nement r�alise l�arrangement des segments

Fig� �	�� Une carte et son ra�nement
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��� Evaluation d�op�rations bool�ennes en dimension �

La �gure �	� repr�sente une carte avec deux composantes connexes mod�lisant trois objets	
Les �
labels des faces sont repr�sent�s par une lettre plac�e � gauche des ar�tes de la face	

Fig� �	�� Trois objets et leurs �
labels

Dans cette section� nous consid�rons des objets r�guliers� c�est
�
dire dont les � et �
labels
sont identiques aux �
labels pour chaque brin	 L�objet C est form� par l�int�rieur du grand
carr�	 Les objets A et B sont mod�lis�s par la deuxi�me composante connexe et sont form�s
respectivement de quatre et de trois carr�s	 Notons que A et B ont deux carr�s en commun	

Le r�sultat du ra�nement et de la compl�tion des labels est donn� dans la �gure �	�	 Les
di��rentes faces de la carte ra�n�e ont �t� subdivis�es	 Leurs �
labels ont �t� propag�s partout	
On peut noter que la transmission locale r�alis�e lors de la compl�tion permet de propager
les labels de C dans les faces mod�lisant B� alors qu�il n�y avait pas d�intersection entre ces
deux objets	 Seules les relations topologiques sont ainsi utilis�es pour d�duire que l�objet B
est compl�tement � l�int�rieur de l�objet C	 Ainsi aucun calcul num�rique de localisation n�est
n�cessaire� ce qui fait une di��rence majeure avec les m�thodes classiques	
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Fig� �	�� Apr�s ra�nement et compl�tion des labels

Les deux �gures suivantes� �	� et �	�� montrent un exemple un peu plus complexe de ra�

nement sur une carte mod�lisant toujours � objets� avec des �
labels uniquement	 Dans cette
carte� on peut noter des ar�tes verticales partiellement superpos�es	 Les �gures suivantes� �	�
et �	��� montrent quelques exemples d�extractions d�op�rations bool�ennes � partir du ra�

nement	 On peut noter� encore une fois ici� qu�apr�s le ra�nement et la compl�tion des labels�
toutes les expressions bool�ennes sur les objets identi��s au d�part peuvent �tre r�alis�es par
de simples s�lections	
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Fig� �	�� Une carte mod�lisant trois objets

Fig� �	�� Le ra�nement de cette carte� apr�s compl�tion des labels



���� EVALUATION D�OP�RATIONS BOOL�ENNES EN DIMENSION � ���

Fig� �	�� Extraction de A nB et �A � B� n C

Fig� �	��� Extraction de �A nB� 
 �B n A� et �A 
B� n C
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��� Gestion des relations d�inclusion

Les �gures �	�� � �	�� repr�sentent un exemple de carte comportant plusieurs composantes
connexes incluses les unes dans les autres	 La premi�re �gure �	�� montre la carte avant
ra�nement	 Elle d��nit quatre objets A� B� C et D	

La �gure �	�� montre cette carte apr�s le ra�nement	 Des ar�tes ont �t� ajout�es pour
repr�senter les liens d�inclusion entre les di��rentes composantes	 Notons que ces ar�tes sont
des ar�tes topologiques et n�ont pas de plongement	 Elles sont repr�sent�es ici par des segments
qui peuvent intersecter les ar�tes initiales de la carte	 Il faut consid�rer que ces ar�tes sont
d�formables � volont� et qu�il serait possible de leur donner un plongement qui contourne les
cellules initiales sans les intersecter	

Ces ar�tes sont ajout�es lors du balayage du plan d�s qu�un brin gauche d�une ar�te est
rencontr� et si ce brin n�est li� � aucun autre � gauche de la droite de balayage	 La �gure �	��
repr�sente deux �tats de la carte lors du balayage du plan	 Elle sch�matise la droite de balayage
et l�ensemble des brins actifs qui sont a�ch�s en gras	

Les ar�tes repr�sentant les liens d�inclusion sont ajout�es avec des labels vides et per

mettent donc la transmission de tous les labels entre les diverses composantes connexes	 Avec
ce principe� il est possible d�ins�rer trop d�ar�tes� ce qui n�est pas g�nant pour le ra�nement	
En e�et� apr�s la compl�tion des labels� les ar�tes ajout�es peuvent �tre supprim�es ou pas
suivant les besoins	 De plus� il est toujours possible d�obtenir un nombre minimal d�ar�tes en
v�ri�ant apr�s le ra�nement que chacune d�elles connecte bien deux composantes	 Pour cela�
il su�t de tester si les deux brins de l�ar�te appartiennent � la m�me face	

Fig� �	��� Une carte comportant plusieurs composantes connexes
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Fig� �	��� Leur arbre d�inclusion apr�s ra�nement

Fig� �	��� Ensemble des segments actifs pour deux �tapes du balayage
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��� Exemple d�objets non r�guliers

Les �gures suivantes repr�sentent des objets non r�gularis�s� c�est
�
dire dont les labels
sont quelconques	 Nous reprenons ici l�exemple de la �gure �	�� du chapitre � dont le sch�ma
est redonn� dans la �gure �	��	 Il n�est pas ais� de repr�senter tous les labels en m�me temps
� cause des limitations du graphisme autoris� en Prolog	 Ainsi� les cartes sont repr�sent�es
ici par trois �gures distinctes	 La premi�re repr�sente les �
labels comme pr�c�demment	 Les
deux autres repr�sentent respectivement les � et �
labels des brins � c�t� de leurs sommets et
de chaque c�t� de leurs ar�tes	
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(c) Raffinement de la carte

Fig� �	��� Sch�matisation des labels avant et apr�s le ra�nement

Les �gures �	��� �	�� et �	�� repr�sentent les labels des brins des cartes avant et apr�s le
ra�nement� pour chaque dimension	

Fig� �	��� �
labels des faces avant et apr�s ra�nement
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Fig� �	��� 	
labels des ar�tes avant et apr�s ra�nement

Fig� �	��� �
labels des sommets avant et apr�s ra�nement
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��
 Ra�nement en dimension �

Le premier exemple en dimension � est issu d�une exp�rimentation du ra�nement en
g�ologie� dans le cadre d��tudes men�es dans notre �quipe avec le Laboratoire de D�tection et
G�ophysique du CEA  Bruy�res
le
Ch�tel! et le consortium GOCAD  Nancy!	 Un ensemble
de failles du sous
sol est mod�lis� par des faces s�cantes d�une �
carte	 Elles proviennent
de donn�es r�elles d�un �chantillonnage e�ectu� sur le terrain� comme dans la �gure �	��	
Elles correspondent � des s�parations entre couches g�ologiques et � des failles	 Gr�ce au
ra�nement� on obtient une subdivision volumique du sous
sol correspondant en premi�re
approximation aux di��rentes masses g�ologiques r�elles	 Cette subdivision permet� ensuite�
d�utiliser les relations topologiques construites� pour r�aliser la localisation e�cace d�un tr�s
grand nombre de points ����	

Le ra�nement appara"t dans la �gure �	��� o� on peut noter un grand nombre de faces
pendantes qui font� en fait� partie du volume ext�rieur	 Les volumes int�rieurs d�termin�s apr�s
le ra�nement sont mis en �vidence par trois vues distinctes � droite de la �gure	 L�utilisation
du ra�nement r�alis�e sur cet exemple est une g�n�ralisation de travaux similaires d�j� r�alis�s
dans le domaine de la g�ologie ����	

Fig� �	��� Un ensemble de faces quelconques � trois points de vue distincts

La �gure �	�� montre le ra�nement o� nous avons mis en �vidence les volumes internes
par l�utilisation de niveaux de gris distincts	
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Fig� �	��� Leur ra�nement et les vues des volumes d��nis

Fig� �	��� Une autre vue du ra�nement



��� CHAPITRE �� EXP�RIMENTATION

Les deux �gures suivantes montrent un exemple de ra�nement plus complexe� toujours
dans le domaine de la g�ologie	 Les couches du terrain sont mod�lis�es par un ensemble de
surfaces obtenues par interpolation de donn�es r�elles	 Un cube englobant a �t� ajout� pour
fermer la portion du sous
sol �tudi�e	 Le ra�nement permet de construire les volumes d��nis
par ces di��rentes couches g�ologiques	 Notons que la robustesse du ra�nement est cruciale
ici� puisque le cube englobant doit �tre d�coup� le long du bord d�un grand nombre de faces	
La �gure �	�� montre les volumes ainsi obtenus� en niveau de gris	 Nous avons e�ac� le volume
ext�rieur mod�lis� par le cube pour clari�er la �gure	

Fig� �	��� Trois couches g�ologiques mod�lis�es par des surfaces
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Fig� �	��� Les quatre volumes obtenus apr�s ra�nement
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��� Ra�nement de solides poly�driques

Dans cette seconde s�rie d�exemples� nous montrons le ra�nement de solides poly�driques
classiquement utilis�s en CAO	 La �gure �	�� repr�sente trois parall�l�pip�des s�cants� avec
une vue en perspective et deux vues de cot�	 Il faut noter que cette �
carte comporte de
nombreuses faces superpos�es et que le pav� long passe � l�int�rieur de l�un des deux cubes
sans couper le bord de ses faces	

Fig� �	��� Une carte comportant plusieurs composantes connexes poly�driques

Les deux �gures suivantes� �	�� et �	��� montrent le ra�nement �D correspondant	 La
premi�re est une vue �laire dans laquelle les faces sont l�g�rement �clat�es	 Dans la seconde�
nous avons color� les faces et laiss� appara"tre par transparence les volumes int�rieurs	 Il
convient de noter que les trous dans les faces du cube mentionn� pr�c�demment sont mod�lis�s
gr�ce � l�ajout d�ar�tes liant le bord ext�rieur d�une face au bord du trou situ� � l�int�rieur
de celle
ci	
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Fig� �	��� Son ra�nement

Fig� �	��� Une autre vue du ra�nement
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La �gure �	�� repr�sente le volume ext�rieur que nous avons ouvert et colori� pour mettre
en �vidence les faces qui le composent	 La �gure �	�� montre les volumes int�rieurs d��nis par
le ra�nement et d�plac�s pour qu�ils soient tous visibles	 On peut noter que le gros volume
cubique apparaissant en bas de la �gure contient un trou qui a �t� form� par le pav� long
mentionn� plus t�t	 L�int�rieur du trou est rempli par le volume plus petit dessin� juste au

dessus et qui est un bout du pav� long qui a �t� d�coup�	 Pour ces deux �gures nous avons
e�ectu� une rotation qui procure un meilleur angle de vue	

Fig� �	��� Vue du volume ext�rieur �clat� et ouvert

Les quatre derni�res �gures repr�sentent le ra�nement d�une carte contenant une sph�re
et un tore mod�lis�s par un tr�s grand nombre de faces	 Nous donnons trois vues di��rentes du
ra�nement dans lesquelles nous avons mis en �vidence les volumes internes	 Dans la derni�re
�gure� nous montrons s�par�ment les quatre volumes d��nis dans le ra�nement	

Dans le tableau ci
dessous� nous avons indiqu� les temps de calcul pour les di��rents
exemples de ra�nement en dimension �� ainsi que le nombre de brins avant et apr�s le ra�

nement	 Ces temps de calcul nous semblent corrects �tant donn� que nous n�avons pas� pour
l�instant� implant� d�optimisation du parcours des brins	 Cela ce voit peu pour des objets
contenant beaucoup d�intersections par rapport au nombre de faces� mais devient g�nant
dans le cas du ra�nement de surfaces dont les faces ne se coupent pas	 Nous utilisons des
bo"tes englobantes pour �viter de rechercher l�intersection de deux faces dont les bo"tes ne se
coupent pas	 Il su�rait� pour r�duire les temps de calcul� d�e�ectuer un tri de ces bo"tes et
de n�examiner que les couples de faces dont les bo"tes ne sont pas s�par�es par ce tri	

nombre de brins temps
avant apr�s  en secondes!

parall�l�pip�des ��� ��� �	�
failles ��� ���� �	�
tore ) sph�re ����� ����� ��
couches surfaciques ����� ����� ���
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Fig� �	��� Vue �clat�e des volumes int�rieurs
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Fig� �	��� Une carte mod�lisant un tore et une sph�re

Fig� �	��� Une vue du ra�nement
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Fig� �	��� Deux autres vues du ra�nement

Fig� �	��� Vue �clat�e des volumes du ra�nement
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Chapitre �

Conclusion

Le r�sultat principal de ce m�moire se situe dans l�exp�rimentation et la combinaison de
m�thodes formelles� notamment les sp�ci�cations alg�briques et la r��criture� appliqu�es � la
mod�lisation math�matique des objets g�om�triques et � toutes les phases de la conception
de programmes r�alisant des op�rations bool�ennes sur ces objets	 Les m�thodes formelles
utilis�es recouvrent l�analyse math�matique et statique du probl�me� les preuves de certaines
propri�t�s logiques des processus �tudi�s� la prise en compte des probl�mes de complexit�
des calculs et l��tude d�optimisations des strat�gies de parcours� jusqu�au prototypage et �
l�implantation des programmes correspondants	 Dans ce qui suit� nous montrons l�int�r�t et
les limitations de cette �tude� ainsi que les perspectives qu�elle sugg�re� en examinant les
di��rents domaines abord�s	

��� Mod�lisation g�om�trique

Nous avons propos� une extension des cartes combinatoires par l�ajout de labels	 Celle
ci
nous a permis de mod�liser au sein d�une m�me carte un ensemble d�objets g�om�triques
ouverts ou ferm�s� dont les bords peuvent �tre incomplets� contenant des trous ou des cellules
isol�es et pendantes	 A partir de ce mod�le� nous avons d��ni des op�rations bool�ennes tr�s
g�n�rales et dans leur version non r�gularis�e	

Cette extension qui h�rite naturellement des avantages li�s au mod�le topologique des
cartes poss�de de plus la puissance d�expression propre � la mod�lisation par des arbres
CSG	 Nous avons� en e�et� montr� qu�un arbre CSG dont les primitives sont mod�lis�es par
des cartes� peut �tre repr�sent� par une carte labell�e et une expression bool�enne sur les
identi�cateurs de ces primitives	 De plus� ce mod�le est su�samment g�n�ral pour permettre
la repr�sentation d�arbres CSG avant et apr�s �valuation des op�rations bool�ennes� et nous
avons montr� que l�on pouvait extraire par une simple s�lection des cellules concern�es le
r�sultat d�une �valuation	

En pratique cependant� l�utilisation compl�te de ce mod�le pose des probl�mes li�s �
l�ergonomie et aux limites de nos interfaces graphiques	 En e�et� nous avons eu des di�cult�s
pour repr�senter graphiquement l�ensemble des labels d�une carte et nous avons �t� contraints
de r�aliser un a�chage distinct pour chaque dimension de label	 Par contre� ces probl�mes
disparaissent si l�on se limite aux objets r�gularis�s qui ne n�cessitent qu�un unique label	

���
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Il est ainsi possible de limiter l�utilisation de tous les labels � des cas bien sp�ci�ques o�
ils s�av�rent pertinents	 Dans ce cadre� il serait int�ressant d��tudier des repr�sentations plus
intuitives des labels� peut
�tre par l�utilisation de couleurs ou d�autres modes d�a�chage tels
que des pointill�s ou des hachures	

Une perspective importante de notre approche bas�e sur le ra�nement de cartes labell�es
serait l��tude et le d�veloppement d�un modeleur � base topologique� o�rant les op�rations de
haut niveau que l�on trouve en g�n�ral dans les logiciels � base de CSG� comme la gestion d�en

sembles d�objets et la manipulation intuitive et l��dition d�expressions bool�ennes sur ceux
ci	
Un tel logiciel devrait b�n��cier des avantages du mod�le topologique de repr�sentation par
les bords fourni par les cartes� et notamment des possibilit�s de s�lections interactives� de
modi�cations locales ou de rendus rapides comme la gestion des faces cach�es	

��� Evaluation d�op�rations bool�ennes

Du point de vue des op�rations bool�ennes� l�utilisation de ce mod�le topologique apporte
deux avantages essentiels	 Le premier li� directement � l�utilisation des labels est la possibilit�
d�e�ectuer le ra�nement simultan� d�un nombre quelconque d�objets et d��valuer� apr�s coup�
toute expression bool�enne sur ces objets	 Le deuxi�me avantage� moins visible� mais peut
�tre
plus int�ressant� appara"t dans le m�canisme de compl�tion des labels	

Dans les m�thodes classiques� apr�s l��valuation des cellules du r�sultat� que ce soit par
ra�nement ou par d�coupe et recollage du bord� l��valuation d�une op�ration bool�enne im

plique une classi�cation des cellules permettant de savoir si chacune d�elles est � l�int�rieur�
sur le bord ou � l�ext�rieur du r�sultat ����	 Cette classi�cation n�cessite l�utilisation de struc

tures suppl�mentaires telles que des repr�sentations de voisinages ���� ou des normales �����
pour savoir o� se situe l�int�rieur des objets	 Parfois� elle implique �galement des calculs de
localisations g�om�triques	 De plus� elle se r�v�le souvent di�cile � mettre en $uvre lorsque
plus de quatre ar�tes  ou faces! sont incidentes � un m�me sommet  ou � une m�me ar�te!�
car elles restent souvent d��nies par des heuristiques approximatives ou incompl�tes	

Dans notre cas� les relations topologiques sont mises � pro�t pour r�aliser une propagation
des labels � travers toute la carte	 Cette transformation globale est r�alis�e � partir de trans

missions locales des labels autour des sommets� en dimension �� ou des ar�tes� en dimension
�� et sans aucun calcul num�rique	 Comme nous l�avons vu sur les exemples� cette m�thode
permet de d�duire si un objet est situ� � l�int�rieur d�un autre� uniquement d�apr�s les re

lations d�incidence et d�adjacence et gr�ce � l�utilisation de l�orientation des cellules	 Cette
technique s�av�re tr�s int�ressante� puisqu�elle s�applique m�me dans le cas o� les bords de
ces objets ne s�intersectent pas	

Nous avons ainsi d�crit compl�tement et de mani�re formelle le ra�nement des cartes
plong�es et labell�es	 D�passant le probl�me du ra�nement de subdivisions planaires ou vo

lumiques� cette op�ration est en fait un proc�d� g�n�ral de normalisation de subdivisions
volumiques	 Nous avons vu� par des exemples� que le ra�nement r�alise une extension des
probl�mes bien connus de cloisonnements ou d�arrangements de segments ou de plans	

Nous avons notamment utilis� le ra�nement en dimension �� pour construire des subdi

visions volumiques � partir d�un ensemble de faces ou de surfaces	 Cet aspect du ra�nement
s�est r�v�l� int�ressant pour aborder e�cacement des probl�mes propres � la g�ologie	 Une
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�tude est d�ailleurs en cours� � Strasbourg en collaboration avec le Laboratoire de D�tec

tion et G�ophysique du CEA  Bruy�res
le
Ch�tel! et le consortium GOCAD  Nancy!� pour
mettre � pro�t les informations topologiques obtenues durant le ra�nement a�n de r�aliser
des localisations rapides d�un tr�s grand nombre de points dans une subdivision volumique
du sous
sol ����	

Le ra�nement tel que nous l�avons vu est r�alis� sur une unique carte mod�lisant un
nombre quelconque d�objets� souvent dans des composantes connexes distinctes	 Cet aspect
est particuli�rement utile dans le cadre de restructurations topologiques� o� les objets initiaux
sont quelconques� voire m�me incomplets	 Mais cela peut parfois �tre un handicap lorsque
l�utilisateur sait par avance qu�un nombre important d�objets initiaux ne se coupent pas ou
ne contiennent pas d�intersections	

Imaginons� par exemple� que l�on veuille r�aliser un grand nombre de trous dans une plaque	
Les trous sont mod�lis�s par des volumes cylindriques et le per
age correspond � la di��rence
ensembliste entre la plaque et ces cylindres	 Il est probable que les cylindres ne se chevauchent
pas et que seules les intersections entre chaque cylindre et la plaque sont pertinentes	

Il serait int�ressant de pouvoir g�rer ce type d�information permettant de limiter les calculs
durant le ra�nement	 Nous utilisons d�j� en pratique des bo"tes englobantes sur les faces� pour
�viter de rechercher l�intersection entre chaque couple de faces	 On peut imaginer une hi�

rarchie de bo"tes englobantes rendant compte des connaissances que peut avoir un utilisateur
des intersections possibles	

Il serait �galement int�ressant d�utiliser d�autres connaissances topologiques� comme l�en

semble des faces d�un volume� pour hi�rarchiser par d�faut les bo"tes englobantes	 Dans le cadre
d�un modeleur utilisant le ra�nement� les objets mod�lis�s par des composantes connexes
d�une carte sont soit des primitives� soit obtenus par des ra�nements pr�c�dents	 Dans ces
deux cas� on peut assurer qu�il n�existe plus d�intersection au sein de ces objets et donc g�rer
cette nouvelle information par un m�canisme de bo"tes d��nies �galement par d�faut	

��� Sp�ci	cations alg�briques et syst�mes de r��criture

Nous avons donn� une sp�ci�cation alg�brique compl�te des op�rations permettant la
construction de cartes combinatoires et leur manipulation� notamment en ce qui concerne
leur plongement et la gestion des labels	 Cette sp�ci�cation a �t� d��nie par des extensions
successives de petits modules	 Bien que les axiomes apparaissant dans les sp�ci�cations restent
parfois di�ciles � lire� il nous semble que cette approche modulaire facilite la compr�hension
g�n�rale et intuitive des fonctionnalit�s d�crites	

De plus� en pratique� cette approche se montre particuli�rement e�cace lors du proto

typage et� plus encore� de l�implantation	 En e�et� les g�n�rateurs de base et les s�lecteurs
correspondants forment un noyau de base du programme manipulant directement les struc

tures de donn�es	 Les autres op�rations sont d��nies par couches successives r�alisant des
appels au noyau� puis aux couches pr�c�dentes� ce qui est bien adapt� � une programmation
propre� surtout pour un logiciel de grande taille	

La partie la plus originale reste cependant l�utilisation de la r��criture	 Celle
ci nous a
permis d�exprimer les ra�nements� en dimension � et �� qui sont des probl�mes algorith

miques complexes� sous forme de transformations �l�mentaires et ind�pendantes	 Ce r�sultat
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est obtenu gr�ce au fait que le formalisme choisi permet une abstraction totale des structures
de donn�es utilis�es et des probl�mes propres � l�implantation e�cace des algorithmes corres

pondants	 La simplicit� apparente de la description na�ve du ra�nement en dimension � en
t�moigne	

En dimension �� la simplicit� est moins �vidente � premi�re vue� car le cheminement de
la d��nition de l�intersection de faces reste long et quelque peu fastidieux	 Cette complexit�
est bien s#r due aux di�cult�s propres � ce probl�me� mais elle est surtout due au fait
que nous avons d�crit rigoureusement et compl�tement tous les cas possibles� avec un grand
souci du d�tail	 Ainsi� si cette d��nition formelle reste complexe� en revanche� le passage � une
implantation devient� lui� imm�diat� puisque toutes les zones d�ombre dues aux cas particuliers
� prendre en compte sont r�solues avant celui
ci	

Pour le ra�nement en dimension �� nous avons d�montr� la terminaison et la con�uence du
syst�me de r��criture	 De plus� gr�ce � l�ajout de structures de contr�le� nous avons pu d�river
un ensemble de syst�mes de r��criture d�crivant des strat�gies de plus en plus e�caces pour
le parcours des brins d�une carte	 Nous avons tout d�abord montr� comment des structures
de contr�le pouvaient �tre utilis�es pour �xer une strat�gie	 Puis� en utilisant des propri�t�s
g�om�triques correspondant aux conditions de d�clenchement des r�gles� nous avons enrichi
pas � pas les syst�mes de r��criture� jusqu�� l�obtention d�une strat�gie bien connue de balayage
du plan	

Ainsi� nous pensons avoir montr� que le formalisme des sp�ci�cations alli� � l�expressivit�
de la r��criture facilite la conception propre et rigoureuse d�algorithmes abstraits	 Ce forma

lisme est aussi un point de d�part sain pour la conception d�algorithmes concrets e�caces� o�
la part est faite nettement entre les questions de logique et celles de contr�le	 Notre d�marche
n�est donc en aucun cas un handicap pour l�obtention d�une complexit� optimale	

Des m�thodes formelles similaires ont d�j� �t� utilis�es pour �tudier des alg�bres de graphes
���� ou d��nir des grammaires sur des hypercartes et des algorithmes de graphes ����	 La r��cri

ture de graphe a �galement �t� abord�e dans ce cadre ���� ��� et il serait int�ressant d��tudier
les implications possibles de ces approches dans le cadre de la mod�lisation g�om�trique	 Il
faut noter cependant que ces travaux sont bas�s sur des analyses combinatoires et alg�briques�
alors que dans notre cas les probl�mes li�s aux plongements sont essentiels puisque ceux
ci
servent � guider la r��criture	

Deux types de prolongement de l�utilisation des m�thodes formelles nous semblent int�

ressants	 En premier lieu� nous avons montr� que les m�thodes propos�es ici s�appliquent bien
� l��tude de probl�mes complexes en g�om�trie algorithmique	 Il serait int�ressant d�aborder
avec une approche similaire d�autres types d�optimisation comme les strat�gies du type diviser
pour r�gner ou mariage avant conqu�te ����	

Ces m�thodes s�annoncent prometteuses pour d�autres domaines de la g�om�trie algorith

mique� comme la recherche d�enveloppes convexes ����� la construction de diagrammes de
Vorono� ���� ou les probl�mes de localisation	 En e�et� tous ces probl�mes utilisent des mo

d�les g�om�triques et des op�rations similaires � ceux d�velopp�s pour ce travail	 L�analyse
des algorithmes correspondants gagnerait certainement en clart� et en rigueur� si elle �tait
abord�e par le biais de la r��criture et de l�utilisation de structures de contr�le bien s�par�es
des objets g�om�triques trait�s	

En deuxi�me lieu� nous avons donn� les preuves de certaines propri�t�s logiques des op�
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rations et processus d�crits	 Ces preuves ont �t� r�alis�es � la main et sont� nous l�avons vu�
longues� fastidieuses et souvent r�p�titives	 Il serait int�ressant d�utiliser des syst�mes d�aide
� la preuve� comme Coq ����� pour les r�aliser� dans la lign�e de ���� ���	

De plus� nous n�avons pas abord� les probl�mes li�s aux preuves de correction des sp�ci�

cations alg�briques vis
�
vis des sp�ci�cations math�matiques	 Il serait utile� surtout pour les
op�rations topologiques de base� de d�montrer plus formellement que les mod�les d��nis par
les sp�ci�cations alg�briques v�ri�ent les contraintes et propri�t�s d��nies math�matiquement
pour les cartes	

En�n� � l�autre bout de la cha"ne� nous avons vu que les m�thodes formelles permettaient
une implantation �nale propre et rigoureuse des programmes �tudi�s	 Cependant� le probl�me
de la correction du programme vis
�
vis de sa sp�ci�cation sous forme de syst�mes de r��criture
reste un probl�me ouvert	

��� Approximations num�riques

Nous n�avons pas utilis� de m�thodes num�riques sp�ci�ques pour g�rer les questions d�ap

proximations et d�arrondis� puisque tel n��tait pas notre but premier	 Cependant� par quelques
remarques� nous avons montr� que ces probl�mes �taient bien localis�s	 Pr�cis�ment� les pro

bl�mes num�riques n�interviennent que lors de l��valuation des conditions de d�clenchement
des r�gles et� pour le ra�nement en dimension �� dans la d��nition du tri le long de la droite
d�intersection de deux faces non coplanaires	 Autrement dit� l�utilisation d�une arithm�tique
di��rente n�a�ecterait que ces parties et serait bien s#r sans e�et sur la partie topologique	

De plus� nous avons montr� que des informations topologiques pouvaient �tre mises �
pro�t pour r�soudre les incoh�rences dues aux approximations num�riques	 Il faut cependant
avouer que cette approche � des limitations	 Nous avons constat�� en pratique� que le choix du
seuil 
 est crucial	 Un 
 trop grand implique des confusions importantes dues au fait que des
cellules petites ou �nes se trouvent aplaties ou r�duite � un amalgame de sommets et limite
ainsi les possibilit�s de d�duction � partir des propri�t�s topologiques	 Au contraire� un 
 tr�s
petit provoque une trop grande sensibilit� aux limites de la pr�cision num�rique des nombres
�ottants	

Pour nos exp�rimentations� les techniques de recti�cation des incoh�rences num�riques pro

pos�es se sont r�v�l�es su�santes	 Mais� dans le cadre du d�veloppement d�un logiciel de plus
grande envergure� d�autres solutions devraient �tre envisag�es en compl�ment de l�utilisation
de la topologie	 Par exemple� l�arithm�tique rationnelle paresseuse de ��� semble s�duisante�
m�me si dans le cadre d�un modeleur� son utilisation peut soulever d�autres di�cult�s pour
certaines op�rations� comme la d��nition de rotations rationnelles ou la d�signation pr�cise
de points d�incidence	

��
 Prototypage logique et implantation

Les op�rations sur les cartes et les r�gles de r��criture ont �t� implant�es en Prolog	 Ce
prototypage logique nous a permis de v�ri�er rapidement par une mise en pratique� mais sur
des jeux de donn�es r�duits� la validit� de nos sp�ci�cations	 Le prototype nous a �galement
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permis d��tudier� en pratique� di��rents types de strat�gies pour une ex�cution e�cace des
syst�mes de r��criture	

Durant la phase d�analyse et de conception� nous avons d�velopp� en m�me temps les
sp�ci�cations et le prototype� et r�alis� de nombreux allers et retours entre ces deux �critures	
Cette m�thodologie a tout d�abord facilit� la formalisation� tout en nous assurant que les sp�

ci�cations restaient su�samment explicites	 En e�et� pour formaliser un probl�me� il est utile
de se confronter � des cas concrets� car cela permet d�appr�hender plus intuitivement les di�

cult�s � r�soudre	 De plus� le prototypage nous a aid� � hi�rarchiser l�ensemble des op�rations
et � diminuer leur nombre� pour obtenir un ensemble coh�rent et r�duit aux fonctionnalit�s
strictement n�cessaires	

Finalement� nous avons r�alis� l�implantation en C du ra�nement de cartes combinatoires
en dimension � et �	 Comme nous l�esp�rions� le passage des sp�ci�cations formelles � leur
implantation s�est av�r� tr�s facile et quasiment imm�diat	 En e�et� les di�cult�s th�oriques
ont �t� compl�tement r�solues et abord�es dans le d�tail durant la phase de sp�ci�cation	
Les probl�mes li�s � l�implantation� comme le choix des structures de donn�es� l�introduction
de variables interm�diaires ou les combinaisons d�appels de fonctions ont �t� r�solus presque
totalement lors du prototypage	

Ainsi lors de l�implantation� nous avons pu nous concentrer sur les di�cult�s propres �
la programmation en C� tels que la gestion des pointeurs ou les probl�mes d�allocation de
m�moire	 Un r�sultat notable est que les programmes obtenus n�ont n�cessit� pratiquement
aucun d�boggage	

Nous nous sommes limit� � l�implantation des di��rents ra�nements et� faute de temps et
parce que ce n��tait pas notre but premier� nous n�avons donc pas r�alis� d�interface graphique
permettant la saisie et la gestion d�un ensemble d�objets	 En pratique� nous avons utilis� le
modeleur Topo�l pour cr�er des cartes que nous avons utilis�es ensuite par l�interm�diaire de
�chiers	

Comme nous l�avons d�j� mentionn�� il serait int�ressant de concevoir un logiciel de mo

d�lisation complet permettant notamment la gestion des labels d�un ensemble d�objets� d�ex

pressions bool�ennes sur ces objets et des extractions de r�sultat � partir du ra�nement	 Un
tel logiciel devrait proposer des fonctionnalit�s similaires � celles qui sont propos�es dans le
cadre de logiciels bas�s sur le mod�le CSG	



Annexe A

Sp�ci�cations des objets g�om�triques en

dimension �

Les objets g�om�triques et les op�rations d��nis ici font� bien s#r� appel � des calculs
num�riques	 Di��rents types d�arithm�tiques sont possibles en ce qui concerne� d�une part� la
nature des nombres retenus pour les coordonn�es et� d�autre part� la fa
on de d��nir les tests
de nullit� ou d��galit�	 Nous avons voulu pr�senter une sp�ci�cation des objets g�om�triques
ind�pendante du type d�arithm�tique choisi	 Ainsi� les sp�ci�cations qui suivent �tendent
toutes une sp�ci�cation FLOAT contenant la d��nition des nombres et des op�rateurs pour
une arithm�tique choisie	

Les nombres d��nis dans FLOAT peuvent �tre de di��rentes natures � des r��ls classiques�
des rationnels� des nombres d�cimaux� des nombres � virgule �ottante ou toute autre arithm�

tique plus �volu�e comme les intervalles de nombres �ottants ���� ou l�arithm�tique rationnelle
paresseuse d�cite dans ���	

Pour pouvoir �voquer les probl�mes li�s aux approximations num�riques et aux erreurs
d�arrondi� nous d��nissons deux types d�extensions de la sp�ci�cation FLOAT suivant que
l�arithm�tique est exacte ou utilise un seuil 
 pour l��galit�	 Deux sp�ci�cations� �
FLOAT et


FLOAT� peuvent ainsi �tre utilis�es par les sp�ci�cations g�om�triques	 Elles d�crivent les
tests de nullit� pour un nombre x� not� null�x�� et pour le carr� d�une norme n� not� nulln�n�	
Notons que cette fonction nulln est utlis�e pour nous �viter l�utilisation de racine carr�e qui
allourdirait l��criture	

Cette di��renciation nous permet dans les sp�ci�cations suivantes d�utiliser une unique
sp�ci�cation x
FLOAT� o� x � � ou x � 
� en faisant abstraction de la fa
on dont est d��nie la
nullit�	 Les sp�ci�cations des objets g�om�triques qui suivent utiliseront donc l�une ou l�autre
indi��remment� le choix �tant repouss� au niveau du prototypage ou de l�implantation	

La sp�ci�cation �
FLOAT d��nit alors des nombres pour lesquels un test de nullit� exact
existe	 Dans ce cas� les tests d��galit� peuvent �tre e�ectu�s sans approximation	 Cette sp�ci

�cation s�applique en particulier aux rationnels et aux vrais r��ls	

La sp�ci�cation 

FLOAT d��nit� quant � elle� les nombres pour lesquels la nullit�� et
donc l��galit�� n�est v�ri�able qu�� 
 pr�s	 Elle s�applique en particulier aux d�cimaux et
aux nombres � virgule �ottante	 Dans cette sp�ci�cation� une constante 
 est d��nie� mais
notons que sa valeur exacte� indiqu�e ici � titre d�exemple� n�a pas besoin d��tre sp�ci��e
explicitement	

���
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Tab� A	�� Sp�ci�cations des nombres avec tests de nullit� exacts

Sp�c ��FLOAT �tend FLOAT avec

Op�rateurs

null � F loat �� Bool �nullit� d�un r��l�
nulln � F loat �� Bool �nullit� du carr� d�une norme�

Axiomes �x � F loat�
null�x� � �x �� ��
nulln�x� � �x �� ��

Fin

Tab� A	�� Sp�ci�cations des nombres avec nullit�e � 

pr�s

Sp�c ��FLOAT �tend FLOAT avec

Op�rateurs

� � �� F loat �seuil d�erreur pour l��galit��
null � F loat �� Bool �nullit� d�un r��l�
nulln � F loat �� Bool �nullit� du carr� d�une norme�

Axiomes �x � F loat�
� � �
���
null�x� � �jxj 	 ��
nulln�x� � �x 	 ���

Fin



���

La sp�ci�cation POINT
�D d��nit les points du plan engendr�s par deux coordonn�es�
leur �galit� et une relation d�ordre sur ceux
ci	 Dans cette sp�ci�cation� l��galit� des points
est d��nie par le biais de la fonction nulln� de mani�re � �tre ind�pendante des nombres
choisis	 De la m�me fa
on� tous les tests d��galit� sont d��nis par ce biais dans les autres
sp�ci�cations	 En�n� l�ordre d��ni sur les points est simplement l�ordre lexicographique sur
leurs coordonn�es	

Tab� A	�� Sp�ci�cations des points de R�

Sp�c POINT��D �tend x�FLOAT avec

Sortes Point

Op�rateurs

gp � F loat F loat �� Point �g�n�rateur de points�
eqp � Point Point �� Bool ��galit� de deux points�
	p � Point Point �� Bool �relation d�ordre sur les points�

Axiomes �x� y� x�� y� � F loat�
eqp�gp�x� y�� gp�x�� y��� � nulln��x��x�� 	 �y��y���
gp�x� y� 	p gp�x

�� y�� � �x 	 x�� ��x �� x� � y 	 y��

Fin

La sp�ci�cation VECTEUR
�D d��nit les vecteurs du plan engendr�s par deux coordon

n�es ou par deux points� le test de nullit�� la norme d�un vecteur� les produits scalaire et
vectoriel� la di��rence et le produit par un r��l	 Notons que le produit vectoriel est ici non
pas un vecteur� mais un nombre qui est utilis� pour obtenir le sinus d�un angle ou son signe	

arctan2(x,y)+ π

arctan2(y,x)

x

y

Fig� A	�� Angle d�un vecteur

Elle d��nit �galement la translation d�un point par un vecteur et l�angle d�un vecteur avec
l�axe des y� cet angle �tant compris entre � et ��	 La fonction atan��y� x� est la fonction
classique donnant l�angle� entre �� et �� du point de coordonn�es x et y avec l�axe des x dans
le plan	 La �gure A	� repr�sente ces deux angles	
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Tab� A	�� Sp�ci�cations des vecteurs de R�

Sp�c VECTEUR��D �tend POINT��D avec

Sortes V ecteur

Op�rateurs

gv � F loat F loat �� V ecteur �g�n�rateur de vecteurs�
gvp � Point Point �� V ecteur �g�n�rateur de vecteurs�
nullv � V ecteur �� Bool �nullit� d�un vecteur�
nv � V ecteur �� F loat �norme d�un vecteur�
� � V ecteur V ecteur �� V ecteur �di��rence de deux vecteurs�
ps� pv � V ecteur V ecteur �� F loat �produit scalaire� vectoriel�

 � F loat V ecteur �� V ecteur �produit par un r��l�
	 � Point V ecteur �� Point �translation d�un point�

Axiomes ��� x� y� x�� y� � F loat�
gvp�gp�x� y�� gp�x�� y��� � gv�x��x� y��y�
nullv�gv�x� y�� � nulln�x� 	 y��

nv�gv�x� y�� �
p

�x� 	 y��
gv�x� y��gv�x�� y�� � gv�x�x�� y�y��
ps�gv�x� y�� gv�x�� y��� � xx� 	 yy�

pv�gv�x� y�� gv�x�� y��� � xy��x�y
�
gv�x� y� � gv��x� �y�
gp�x� y� 	 gv�x�� y�� � gp�x	 x�� y 	 y��
angle vect�gv�x� y�� � atan��x� y� 	 �

Fin



���

La sp�ci�cation SEGMENT
�D d��nit les segments du plan engendr�s par deux points
et l�angle d�un segment qui est l�angle du vecteur form� par ses deux extr�mit�s	 De plus�
nous d��nissons ici les op�rations propres aux ra�nements que sont le test d�incidence d�un
point sur un segment� incident�p� s�� le test d�intersection de deux segments� secant�s� t�� et
la recherche du point d�intersection de deux segments s�cants� intersection�s� t�	

Ces fonctions font appels � des propri�t�s g�om�triques simples que nous ne commentons
pas plus avant	 Notons cependant que le test d��galit� de deux points et les deux derniers
tests concernant les segments s�excluent mutuellement deux � deux	 Ceci est n�cessaire pour
la con�uence du ra�nement et est assur� par l�utilisation syst�matique des fonctions null et
nulln	

U U-tV

m

q

p tV
V

Fig� A	�� Sch�matisation des vecteurs utilisis�s pour le test d�incidence

La �gure A	� repr�sente graphiquement diverses variables utilis�es dans la sp�ci�cation de
la fonction incident	
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Tab� A	�� Sp�ci�cations des segments de R�

Sp�c SEGMENT��D �tend VECTEUR��D avec

Sortes Segment

Op�rateurs

gs � Point Point �� Segment �g�n�rateur de segments�
angle seg � Segment �� F loat �angle d�un segment�
incident � Point Seg �� Bool �test d�incidence�
secant � Seg Seg �� Bool �test d�intersection�
intersection � Seg Seg �� Point �calcul de l�intersection�

Axiomes �m� p� q� p�� q� � Point�
angle seg�gc�p� q�� � angle vect�gvp�p� q��

incident�m� seg�p� q�� � si nullv�V � alors faux
sinon �t � a� ��t 	 ��a� � nullv�U �t
V �

avec V � gvp�p� q�� U � gvp�p�m�� t �
ps�V� U�

ps�V� V �
� a �

�

nv�V �

secant�seg�p� q�� seg�p�� q��� � si nullv�V � � nullv�V
�� � d � � alors faux

sinon �s � a� ��s 	 ��a� ��t � b� ��t 	 ��b�

avec V � gvp�p� q�� V � � gvp�p�� q��� U � gvp�p�� p�� d � pv�V �� V �

s �
ps�U� V �

d
� t �

ps�U� V ��

d
� a �

�

nv�V �
� b �

�

nv�V ��

intersection�seg�p� q�� seg�p�� q��� � p	 t
V

avec V � gvp�p� q�� V � � gvp�p�� q��� U � gvp�p�� p�� t �
pv�U� V ��

pv�V �� V �

Pr�conditions �s� t � Seg�
prec intersection�s� t� � secant�s� t�

Fin



Annexe B

Sp�ci�cations des dictionnaires et des

�les de priorit�

B�� Sp�ci	cation d�ordres sur les brins

La sp�ci�cation des �les de priorit� et des dictionnaires suppose la d��nition d�un ordre
sur les brins d�une carte	 Les �les de priorit� sont utilis�es pour parcourir les brins de gauche
� droite lors d�un balayage du plan	 Elles n�cessitent donc un ordre sur les sommets d�une
carte	 Cet ordre  strict!� not� �C

s � compare les �
plongements des sommets de deux brins	 En
cas d��galit� des �
plongements� les angles des ar�tes des brins sont compar�s	 Cela permet�
lorsque deux brins ont un sommet commun� de parcourir d�abord le brin dont l�ar�te se situe
� gauche de ce sommet� puis le brin dont l�ar�te se situe � droite du sommet	

Les dictionnaires sont utilis�s pour ordonner de bas en haut les brins actifs lors du balayage	
Cet ordre� not� �C

a ou 
C
a � est donc d��ni sur les segments sur lesquels sont plong�s les ar�tes

des brins	 Cet ordre n�est pas d�taill�	 Le seul imp�ratif est que ce soit un ordre strict� partiel
et tel que si deux segments sont s�cants� �gaux ou si l�extr�mit� de l�un est incidente � l�autre�
alors les segments ne sont pas comparables	

La sp�ci�cation �
CARTE
ORDONNEE d��nit ces trois ordres pour les �
cartes� en �ten

dant la sp�ci�cation �
CARTE
GEO�	 Elle est donn�e dans la table B	�	 Les pr�conditions
pr�cisent que les ordres sont d��nis pour des brins correctement plong�s	

B�� Sp�ci	cation des 	les de priorit�

Les �les de priorit� sont sp�ci��es sous forme de tas� eux
m�mes d��nis comme des ta

bleaux	 La sp�ci�cation TABLE de la table B	� d��nit les tableaux d��l�ments quelconques
de sorte Elt	 Elle est param�tr�e par la sp�ci�cation triviale TRIV qui d��nit uniquement la
sorte Elt	

Les tableaux de sorte Table sont construits � partir d�un tableau vide v et par insertions
successives d��l�ments par le g�n�rateur a�T� i� x� qui ajoute au tableau T un �l�ment x �
l�emplacement d�indice i	 Les op�rations d��nies sont classiques pour les tableaux	 La fonction
taille�T � retourne le nombre d��l�ments du tableau	 Les fonctions premier�T � et elt�T� i�

���
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Tab� B	�� Sp�ci�cations d�ordres sur les sommets et ar�tes

Sp�c ��CARTE�ORDONNEE �tend ��CARTE�GEO
 avec

Op�rateurs

	s � �Carte Brin Brin �� Bool �ordre sur les sommets�
	a � �Carte Brin Brin �� Bool �ordre sur les ar�tes�
�a � �Carte Brin Brin �� Bool �ordre sur les ar�tes�

Axiomes �M � �Carte � x� y � Brin�
x 	C

s y � �gem��C� x� 	 gem��C� y��

���gem��C� x� � gem��C� y�� ��angle�C� x� 	 angle�C� y���

x 	C
a y � inf seg�gem��C� x�� gem��C� y��

x �C
a y � sup seg�gem��C� x�� gem��C� y��

Pr�conditions

prec x 	C
s y � prec angle�C� x� � prec angle�C� y�

prec x 	C
a y � prec gem��C� x� � prec gem��C� y�

prec x �C
a y � prec gem��C� x� � prec gem��C� y�

Fin

donnent respectivement le premier et le i
�me �l�ment du tableau	 La fonction appartient�T� x�
teste l�existence de l��l�ment x dans T et indice�T� x� donne l�indice d�un �l�ment x de T 	

Ces fonctions servent essentiellement pour d��nir les pr�conditions et les deux fonctions
principales modif�T� i� x� et echange�T� i� j� qui permettent de modi�er l��l�ment d�indice i
de T et d��changer deux �l�ments d�indices donn�s	 La pr�condition du g�n�rateur a assure
que toutes les cases du tableau sont remplies successivement en incr�mentant d�un les indices
correspondants	

La sp�ci�cation TAS de la table B	� �tend la sp�ci�cation TABLE en instanciant son
param�tre par la sp�ci�cation des ordres pour les �
cartes	 Les brins joueront le r�le des
�l�ments du tableau	 La sorte Tas est une sous
sorte de la sorte Table	 Cela signi�e que les
tas sont des tableaux particuliers ce qui permet d�utiliser toutes les op�rations d��nies pour
les tableaux sur un tas	

En examinant les pro�ls des fonctions de la table B	�� on peut remarquer que seules trois
op�rations retournent des tas	 Ces op�rations sont le g�n�rateur v� le tas vide qui surcharge
le tableau vide� et les fonctions insert�T�M� x� et supprime�T�M� x� qui d�crivent l�insertion
et la suppression d�un �l�ment	 Ces deux derni�res fonctions assurent que leurs r�sultats sont
bien des tas	 L�utilisation de toute autre op�ration est un tableau puisqu�on ne peut plus
assurer que le r�sultat est bien ordonn�	

Ces autres op�rations sont des modi�cations locales du tas utilis�es lors de l�insertion
et de la suppression	 La premi�re echqueue�A� x� supprime l��l�ment x du tableau A et le
remplace par le dernier �l�ment	 Le r�sultat est un tableau dont la taille est diminu�e de un
par rapport � celle du tableau initial	 La fonction minfils�A�M� i� donne l�indice du plus
petit �ls de l��l�ment d�indice i	 Si cet �l�ment n�a pas de �ls� c�est
�
dire si c�est une feuille�
la valeur retourn�e est �	 Remarquons la pr�sence du param�tre M n�cessaire pour obtenir
les plongements des brins lors de leurs comparaisons	

Les fonctions remonte�A�M� i� et descent�A�M� i� sont utilis�es pour permuter les �l�
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Tab� B	�� Sp�ci�cation des tableaux

Sp�c TABLE�T �TRIV� �tend INT avec

Sortes Table

Op�rateurs

v � �� Table �arbre vide�
a � Table Int Elt �� Table �ajout d�un �l�ment�
taille � Table �� Int �taille d�un tableau�
premier � Table �� Elt �premier �l�ment d�un tableau�
elt � Table Int �� Elt ��l�ment d�indice donn��
appartient � Table Elt �� Bool �test d�existence d�un �l�ment�
indice � Table Elt �� Int �indice d�un �l�ment�
modif � Table Int Elt �� Table �modi�cation d�un �l�ment�
echange � Table Int Int �� Table ��change de deux �l�ment�

Axiomes �A � Table � i� j � Int � x� y � Elt�
taille�v� � �
taille�a�A� i� x�� � i

premier�a�A� i� x�� � si i � � alors x sinon premier�A�
elt�a�A� i� x�� j� � si i � j alors x sinon elt�A� j�

appartient�v� x� � false
appartient�a�A� i� x�� y� � si x � y alors true sinon appartient�A� y�

indice�a�A� i� x�� y� � si x � y alors i sinon indice�A� y�

modif�a�A� i� x�� j� y� � si i � j alors a�A� i� y�
sinon a�modif�A� j� y�� i� x�

echange�A� i� j� � modif�modif�A� i� elt�A� j��� j� elt�A� i��

Pr�conditions

prec a�A� i� x� � �i � � 	 taille�A��
prec premier�A� � taille�A� � �
prec elt�A� i� � � � i � taille�A�
prec indice�A� x� � appartient�A� x�
prec modif�A� i� x� � � � i � taille�A�
prec echange�A� i� j� � � � i � taille�A� � � � j � taille�A�

Fin
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ments d�un tableau� a�n de les r�ordonner pour obtenir un tas	 La premi�re remonte l��l�

ment d�indice i dans l�arbre tant qu�il est plus petit que son p�re� c�est
�
dire l��change avec
l��l�ment d�indice i�� et recommence avec ce dernier �l�ment	 La deuxi�me fonction descend
l��l�ment d�indice i tant qu�il est plus grand qu�un de ses �ls et que ce n�est pas une feuille	
Pour cela� l��l�ment est �chang� avec le plus petit de ses �ls tant que l�indice de ce �ls est
di��rent de � et que l��l�ment est plus grand que ce �ls	

Les fonctions insert�T�M� x� et supprime�T�M� x�� qui ont �t� nomm�es i et s pr�c�

demment� sont d��nies uniquement pour des tas et retournent toujours des tas	 Un nouvel
�l�ment est ajout� � la �n du tableau� puis remont� dans l�arbre pour r�tablir l�ordre	 Pour
supprimer un �l�ment� on l��change avec le dernier �l�ment� puis on remonte ou descend cet
�l�ment suivant qu�il est plus petit ou plus grand que l��l�ment qu�il remplace	
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Tab� B	�� Sp�ci�cation des tas

Sp�c TAS �tend TABLE���CARTE�ORDONNEE� avec

Sortes Tas 	 Table� Elt � Brin

Op�rateurs

v � �� Tas �tas vide�
echqueue � Table Elt �� Table ��change avec la derni
re feuille�
minfils � Table �Carte Int �� Int �plus petit �ls� � pour une feuille�
remonte � Table �Carte Int �� Table �remont� d�un �l�ment�
descent � Table �Carte Int �� Table �descente d�un �l�ment�
insert � Tas �Carte Elt �� Tas �insertion d�un nouvel �l�ment�
supprime � Tas �Carte Elt �� Tas �suppression d�un �l�ment�

Axiomes �T � Tas � A � Table � M � �Carte � x � Elt�
echqueue�a�A� i� y�� x� � si x � y alors A sinon modif�A� indice�A� x�� y�
minfils�A�M� i� � si �i	 � � taille�A�

alors si elt�A� �i� 	C
s elt�A� �i	 �� alors �i sinon �i	 �

sinon si �i � taille�A� alors �i sinon �

remonte�A�M� i� � si elt�A� i��� 	C
s elt�A� i� alors A

sinon remonte�echange�A� i� i����M� i���

descent�A�M� i� � si minfils�A�M� i� � � alors A
sinon si elt�A� i� 	C

s elt�A�minfils�A�M� i�� alors A
sinon descent�echange�A� i�minfils�A� i���M�minfils�A� i��

insert�T�M� x� � remonte�a�T� taille�T � 	 �� x��M� taille�T � 	 ��

supprime�T�M� x� � si indice�T� x� � taille�T � alors echqueue�T� x�
sinon si elt�T� taille�T �� 	C

s elt�T� indice�T� x��
alors remonte�echqueue�T� x��M� indice�T� x��
sinon descent�echqueue�T� x��M� indice�T� x��

Pr�conditions

prec echqueue�S� x� � appartient�S� x�
prec minfils�S�M� i� � � � i � taille�S�
prec remonte�S�M� i� � � � i � taille�S�
prec descent�S�M� i� � � � i � taille�S�
prec insert�S�M� x� � prec angle�C� x�
prec supprime�T�M� x� � appartient�T� x� � prec angle�C� x�

Fin



��� ANNEXE B� DICTIONNAIRES ET FILES DE PRIORIT�

B�� Sp�ci	cation des dictionnaires

Les dictionnaires sont d��nis comme des arbres binaires ordonn�s	 La sp�ci�cation des
arbres binaires g�n�riques ARBRE� donn�e dans la table B	�� est param�tr�e par la sp�ci�ca

tion TRIV	 Elle d��nit les deux g�n�rateurs v� pour l�arbre vide� et d�G� x�D� qui forme par
enracinement un arbre avec deux arbres G et D et un �l�ment x	

Tab� B	�� Sp�ci�cation des arbres binaires

Sp�c ARBRE �tend T �TRIV avec

Sortes Arbre

Op�rateurs

v � �� Arbre �arbre vide�
d � Arbre Elt Arbre �� Arbre �g�n�rateur des arbres�

Fin

La sp�ci�cation DICO �tend la sp�ci�cation ARBRE dont le param�tre est instanci� par
la sp�ci�cation des ordres pour les �
cartes	 Nous d��nissons un �l�ment particulier nil qui
est utilis� pour signi�er qu�une recherche dans un dictionnaire a �chou�	 La sorte Dico est
une sous
sorte de la sorte Arbre permettant de distinguer les arbres ordonn�s des arbres
g�n�riques	 Un dictionnaire est donc un arbre cr�� par les fonctions d�insertion ins�D�M� x�
et de suppression sup�D�M� x�	

Les fonctions d�crites ici sont su�samment classiques pour ne pas n�cessiter d�explications	
Notons simplement que la fonction tinst teste si l�insertion d�un �l�ment est possible� c�est

�
dire teste si cet �l�ment est comparable aux �l�ments du dictionnaire	 Ceci est n�cessaire
car l�ordre sur les segments est partiel	 La fonction max donne le plus grand �l�ment d�un
dictionnaire et la fonction supmax supprime cet �l�ment	

La sp�ci�cation RECHERCHE� qui �tend DICO� d��nit les fonctions de recherche dans
un dictionnaire	 Ces fonctions parcourent le dictionnaire et e�ectuent les tests g�om�triques
correspondants	 Elles permettent de rechercher un segment �gal� s�cant ou co
incident au
segment d�un brin donn�e de la carte	 Les deux derni�res fonctions gmaxinf et gminsup
retournent respectivement le plus grand  petit! brin de l�arbre dont le segment est inf�rieur
 sup�rieur! � celui du brin donn� de la carte	 Ces fonctions sont utilis�es pour rechercher des
brins interagissant avec le brin courant dans l�ensemble des brins actifs� lors d�un balayage du
plan	



B��� SP�CIFICATION DES DICTIONNAIRES ���

Tab� B	�� Sp�ci�cation des dictionnaires

Sp�c DICO �tend ARBRE���CARTE�ORDONNEE� avec

Sortes Dico 	 Arbre� Elt � Brin

Op�rateurs

nil � �� Elt ��l�ment vide�
v � �� Dico �dictionnaire vide�
tins � Dico �Carte Elt �� Bool �test de possibilit� d�insertion�
ins � Dico �Carte Elt �� Dico �insertion d�un �l�ment�
max � Dico �� Elt ��l�ment maximal d�un dico�
supmax � Dico �� Dico �suppression de l��l�ment maximal�
sup � Dico �Carte Elt �� Dico �suppression d�un �l�ment�

Axiomes �G�D � Dico � M � �Carte � x� y � Elt�
tins�v�M� x� � true
tins�d�G� y�D��M� x� � si x 	C

a y alors tins�G� x�
sinon si x �C

a y alors tins�D� x� sinon false

ins�v�M� x� � d�v� x� v�
ins�d�G� y�D��M� x� � si x 	C

a y alors d�ins�G� x�� y�D�
sinon d�G� y� ins�D� x��

max�v� � nil
max�d�G� x� v�� � x
max�d�G� x�D�� � max�D�
supmax�v� � v
supmax�d�G� x� v�� � G
supmax�d�G� x�D�� � d�G� x� supmax�D��

sup�v�M� x� � v
sup�d�v� x�D��M� x� � D
sup�d�G� x� v��M� x� � G
sup�d�G� x�D��M� x� � d�supmax�G��max�G�� D�
sup�d�G� y�D��M� y� � si y 	C

a x alors d�G� y� sup�D� x��
sinon d�sup�G� x�� y�D�

Pr�conditions

prec ins�D�M� x� � prec gem��C� x� � tins�D�M� x� � x �� nil
prec max�G� � ��G �� v�
prec supmax�G� � ��G �� v�

Fin
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Tab� B	�� Sp�ci�cation des op�rations de recherche dans un dictionnaire

Sp�c RECHERCHE �tend DICO avec

Op�rateurs

gequal � Dico �Carte Elt �� Elt �recherche d�une ar�te superpos�e�
gsecant � Dico �Carte Elt �� Elt �recherche d�une ar�te s�cante�
gincident � Dico �Carte Elt �� Elt �recherche d�une ar�te incidente�
gmaxinf � Dico �Carte Elt �� Elt �recherche le max des inf d�un �l�ment�
gminsup � Dico �Carte Elt �� Elt �recherche le min des sup d�un �l�ment�

Axiomes �G�D � Dico � M � �Carte � x� y � Elt�
gequal�v�M� x� � nil
gequal�t�G� y�D��M� x� � si eqap�C� x� y� alors y

sinon si x �C
a y alors gequal�D�M� x�

sinon si x 	C
a y alors gequal�G�M� x�

sinon nil

gsecant�v�M� x� � nil
gsecant�d�G� y�D�� x� � si secant�C� x� y� alors y

sinon si x 	C
a y alors gsecant�G� x�

sinon si x �C
a y alors gsecant�D� x�

sinon nil

gincident�v�M� x� � nil
gincident�d�G� y�D�� x� � si incident��C� x� y� alors y

sinon si x 	C
a y alors gincident�G� x�

sinon si x �C
a y alors gincident�D� x�

sinon nil

gmaxinf�v�M� x� � nil
gmaxinf�d�G� y�D��M� x� � si x � y alors max�G�

sinon si x 	C
a y alors gmaxinf�G�M� x�

sinon gmaxinf�D�M� x�

Pr�conditions

prec gequal�D�M� x� � prec gem��C� x�
prec gsecant�D�M� x� � prec gem��C� x�
prec gincident�D�M� x� � prec gem��C� x�

Fin
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