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Chapitre 1

Introduction

Les opérations booléennes — union, intersection, différence, etc. — sur des objets géomé-
triques sont la base de bien des traitements en modélisation géométrique. Elles correspondent
a I’envie de manipuler, de maniére naturelle, des ensembles de points et sont la contrepar-
tie mathématique de techniques d’usinage concrétes — soudure, fraisage, percage, etc. — dont
chaque individu posséde au moins 'intuition. Elles ont été étudiées a de nombreuses reprises
[72, 64, 40, 45, 24, 41|. Mais des problémes se posent toujours quant a leur définition précise
et compléte et quant a leur robustesse [57, 49, 7].

D’abord, les opérations booléennes ont souvent été définies pour des objets dont la struc-
ture topologique n’était pas explicitement représentée, c’est-a-dire des objets uniquement
considérés comme des ensembles de points, de segments ou de facettes. Dans ces approches,
la topologie n’est introduite souvent que de maniére ad hoc, aprés coup et pour des raisons
de complexité algorithmique.

Nous voulons travailler dans un cadre de modélisation a base topologique, ou les rela-
tions d’incidence et d’adjacence entre les parties des objets sont primordiales et doivent étre
maintenues tout au long des transformations subies par les objets. Ces relations topologiques
facilitent les acces et les parcours de cellules, non seulement pour les opérations booléennes,
mais dans tous les autres traitements a effectuer par ailleurs, notamment interactifs [12|. Une
grande partie de notre travail consiste a reconstituer une topologie correcte pour des objets
ayant subi des opérations booléennes, ce qui distingue notre approche de la plupart de celles
que nous avons citées.

De plus, comme souvent en géométrie algorithmique, I’analyse, la conception et I'implanta-
tion des algorithmes correspondants sont longues et difficiles. Méme si une solution naive peut
étre décrite en quelques mots dans le cas général, les cas particuliers a prendre en compte et la
nature des structures de données utilisées conduisent a des programmes volumineux, difficiles
a maintenir et dont la correction est quasiment impossible a prouver.

Ce mémoire de thése tente d’apporter des réponses a certaines de ces préoccupations,
essentiellement par I'utilisation de méthodes formelles & tous les stades de la conception et de
I’étude des objets, des opérations et des programmes correspondants, c’est-a-dire de I'analyse
a I'implantation.

En premier lieu, dans le domaine de la modélisation, nous proposons une extension des
cartes combinatoires plongées par I'introduction de [abels, pour modéliser un ensemble d’objets
géométriques complexes en dimension 2 ou 3. Nous donnons une description mathématique,
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formelle et rigoureuse de ces objets, de leurs propriétés topologiques et géométriques et de leurs
contraintes d’intégrité. Ceci nous permet de définir, de maniére trés générale, les opérations
booléennes sur un nombre quelconque d’objets, grace a la combinaison de deux puissantes
opérations appelées raffinement et complétion des labels.

Deuxiémement, notre travail se situe dans la continuité des recherches menées a Strasbourg
sur la spécification formelle d’univers d’objets et d’opérations géométriques, ayant notamment
conduit a la conception et au développement d’un modeleur a base topologique |30, 32, 12,
14, 13, 34]. Nous décrivons formellement, par un ensemble de spécifications algébriques, les
opérations permettant la construction et la manipulation de nos objets géométriques, tout en
garantissant la conservation de leurs contraintes d’intégrité.

Troisiemement, grace a une utilisation nouvelle de la réécriture, nous décrivons le processus
générique de raffinement et de complétion des labels, & la base des opérations booléennes. A
ce niveau, nous étudions et prouvons, en dimension 2, les propriétés de terminaison et de
confluence des transformations élémentaires sous-jacentes.

Quatriémement, nous dérivons, au sens du génie logiciel, un ensemble de stratégies d’éva-
luation de plus en plus efficaces. Ce résultat est obtenu par des modifications successives
des systémes de réécriture et par l'introduction de structures de controle adéquates. Cette
approche nous permet d’étudier systématiquement la réduction de la complexité algorith-
mique jusqu’a 'obtention d’une stratégie optimale. Enfin, elle nous aide a réaliser facilement
le passage a un prototype, puis a une implantation réelle.

Des approches formelles ont déja été tentées dans des domaines connexes. Ainsi, elles se
sont avérées fructueuses dans des travaux sur la conception de langages pour l'infographie
[56], la démonstration automatique en géométrie [17, 18, 4] et la modélisation géométrique
[5, 28, 29]. Les travaux strasbourgeois [32, 14, 13| utilisent la structuration horizontale et le
raffinement vertical de spécifications algébriques pour des logiciels de grande taille.

Ici, nous combinons ces techniques avec la réécriture pour aborder un probléme algorith-
mique réputé difficile, qui constitue une sorte de benchmark pour les questions de robustesse
[79] et qui, & notre sens, est aussi un exemple-test dans le domaine des spécifications formelles
et du développement de logiciels.

1.1 Les cartes combinatoires plongées et labellées

La représentation par les bords (B-rep) et la géomeétrie constructive du solide (CSG) sont
les modéles les plus utilisés pour la description de solides polyédriques, en dimension 3. La
plupart des modeleurs combinent d’ailleurs les deux méthodes pour offrir un plus large éventail
d’applications. Dans ce cadre, la définition d’opérations booléennes est un probléme crucial,
soit pour évaluer la B-rep d’un arbre CSG [66, 3|, soit pour calculer I'union, I'intersection ou
la différence de deux solides en B-rep.

La définition des opérations booléennes souléve essentiellement des problémes dans le cas
d’objets géométriques décrits en B-rep pour laquelle de nombreux modéles ont été proposés
[65, 55]. II est courrant, dans ce cadre, de distinguer la topologie du plongement. La topologie
définit les cellules de I'objet, c’est-a-dire ses sommets, arétes, faces et volumes, ainsi que
leurs relations d’incidence et d’adjacence. Le plongement définit la position et la forme de
ces cellules, le plus souvent coordonnées de points pour les sommets, arcs de Jordan pour les
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arétes et éléments de surface pour les faces.

Dans la méthode que nous développons, il est important que les objets soient définis a
partir de subdivisions d’espaces de dimension 2 ou 3, dont la topologie est bien définie et
permet de bien sous-tendre le plongement. Aussi avons-nous exclu d’emblée les modéles de
[64, 24, 45] ou la topologie n’apparait pas nettement, méme s’ils ont servi a la définition
d’opérations booléennes.

Pour des raisons de simplicité et d’approche formelle, il est bien str plus commode d’avoir
un modéle topologique combinatoire et décrit précisément. Ceci nous conduit a écarter les
modéles décrits en termes de structures de données concrétes, comme le modéle des arétes
ailées [6], ou d’autres définis de maniére trop informelle comme le modéle de GWB décrit
par l'intermédiaire des opérateurs d’Euler sous forme de schémas [60]. Ce type d’approche
empéche une description précise et compléte des contraintes d’intégrité que doivent vérifier
les objets modélisés.

Notre approche algébrique nous fait préférer les modéles décrits, complétement, en termes
d’algébres sur des éléments d’un type unique. Aussi, nous excluons le modéle cellulaire des
SGC [67] ou apparaissent plusieurs types d’objets. Parmi les candidats possibles, nous avons
le modéle des facet-edges [27], celui des arétes radiales [76] ou celui des algébres d’arétes [44].
Mais, compte tenu de toutes les études menées jusqu’ici & Strasbourg, notre préférence va
bien str aux modeéles étendant les cartes combinatoires, c¢’est-a-dire fondés sur les notions de
brins et de permutations.

Nous ne revenons pas, ici, sur la comparaison des différents modéles qui ont été présentés
dans ce cadre, comme les cartes elles-mémes, les cartes généralisées [54] ou les pavages |2, 70].
Une discussion a ce sujet peut étre trouvée dans [55, 12]. Les cartes généralisées permettent la
représentation de subdivisions de variétés non orientables, ce dont nous n’aurons pas besoin
ici. Les pavages quant a eux sont équivalents aux cartes de dimension 3. Finalement, nous
avons préféré les cartes de dimensions 2 et 3 que nous avions plus I'’habitude de manipuler,
mais la conversion dans les autres types de modéles ne présente aucune difficulté.

Les cartes combinatoires plongées |51, 74, 73, 19| conviennent bien a nos besoins, notam-
ment parce qu’elles permettent une description commode, précise et concise des subdivisions
surfaciques et volumiques, en séparant bien, mais en faisant coexister, les aspects de topologie
et de plongement. De plus, les cartes sont définies algébriquement par une description mathé-
matique de leurs propriétés et contraintes, et ainsi indépendamment de toute implantation.

Cependant, méme avec les cartes, les objets géométriques sont souvent confondus avec
le plongement des subdivisions utilisées pour les modéliser. Cette définition implicite limite
I’ensemble des objets modélisables aux objets fermés et réguliers et les opérations booléennes
a leurs versions régularisées. Pour le modéle des cartes, cela correspond aux variétés fermées,
sans bord. En particulier, ces modéles ne permettent pas la définition d’objets dont le bord
est incomplet ou contenant des trous, cette derniére limitation étant rédhibitoire en ce qui
concerne les opérations booléennes.

Pour résoudre ce difficile probléme, nous introduisons la notion de cartes labellées. Celle-ci
nous permet de séparer la définition des objets du modéle topologique utilisé pour repré-
senter les subdivisions surfaciques ou volumiques sous-jacentes. Ainsi, nous pouvons définir
des objets ouverts ou fermés, avec ou sans bords, contenant des trous, des sommets isolés
ou des arétes et faces pendantes. La définition que nous donnons des opérations booléennes,
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essentiellement basée sur cette nouvelle notion, est alors trés générale et n’est pas limitée aux
versions régularisées.

1.2 Les opérations booléennes en modélisation

En dimension 2, les opérations booléennes robustes faisant notamment intervenir, en méme
temps, un nombre quelconque d’objets sont trés demandées. Dans le cas d’objets fermés,
ces opérations apparaissent dans des domaines comme la cartographie [35], la conception
de logiciels de dessins [40] ou la manipulation de projections d’objets 3D [41]. De plus, la
manipulation d’ensembles ouverts de points est nécessaire pour modéliser les domaines de
validité de certaines équations différentielles [67]. Mais leur conception et leur réalisation
restent des taches difficiles, ceci étant di aux problémes de robustesse et de bonne définition
des objets et des opérations.

Ainsi, dans tous les cas, les problémes de robustesse proviennent, pour l’essentiel, des
erreurs d’approximations et d’arrondis dues a I'utilisation des nombres réels dans les calculs.
Pour les résoudre, Hoffmann et Hopcroft [49] proposent de limiter les données géométriques
en ne retenant que les équations de plans et ajoutent aux tests géométriques un systéme de
raisonnement symbolique assurant qu’une nouvelle décision n’entre pas en contradiction avec
les décisions antérieures. D’autres approches purement numériques visent a controler et limiter
les erreurs d’arrondis, par exemple par 'utilisation d’intervalles de flottants [43], de rationnels
[59], ’arithmétique entiére multi-précision [38] ou, comme ont proposé Benouamer et al. 7],
d’une arithmétique rationnelle paresseuse.

Si de nombreuses études semblent répondre avec succés aux questions d’approximations
numeériques, en revanche, des doutes sérieux persistent quant au domaine exact d’application
des opérations booléennes qui ont été proposées. Plus précisément, il faut connaitre le type
d’objets effectivement concernés au départ et a I’arrivée et assurer la prise en compte de tous
les cas particuliers. Ainsi, il est souhaitable de pouvoir accepter n’importe quelles données en
entrée, provenant par exemple d’'une saisie sans controles préalables, mais de restituer aprés
opération un objet dont on garantit la totale correction. C’est dans ce cadre que se situe
notre travail, ou les opérations booléennes, notamment le raffinement, apparaissent comme
une véritable procédure de controle et de restructuration des données sous forme d’un objet
topologiquement et géométriquement sain.

Notre approche utilise en priorité la topologie, mais elle n’exclut aucune des solutions
évoquées ci-dessus concernant les questions numériques liées au plongement. Au contraire,
les informations topologiques récoltées durant la phase de raffinement nous permettent de
vérifier la validité des calculs numériques et de corriger les éventuelles contradictions qu’ils
contiennent. En effet, la nette séparation entre les aspects topologiques et les problémes de
plongement permet de localiser précisément les endroits ou les approximations numériques
jouent un role crucial.
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1.3 Les méthodes formelles

Le raffinement des cartes, qui est au coeur de notre travail, est une extension des problémes
bien connus de recherche des intersections dans un ensemble de segments [8] et d’arrangements
ou de cloisonnements de segments ou de plans [16]. Les algorithmes correspondants sont, en
général, définis informellement, en termes de structures de données concrétes et pour des cas
simplifiés, c’est-a-dire en éludant tous les cas nécessitant un traitement particulier, comme
des points alignés par exemple.

De plus, dans ce domaine, la complexité des algorithmes est cruciale. Il est donc courant
d’utiliser des structures de données complexes visant a optimiser les calculs [75, 58|, comme
des files de priorité et des dictionnaires binaires dans les stratégies de balayage du plan [62, 20|
ou des graphes d’influence ou de conflits dans les algorithmes randomisés [16|, avec parfois
une apparition inopinée, dans ces structures, de pointeurs pour accéder a certains composants
des objets.

Ces optimisations sont souvent décrites dans des pseudo-langages, voire méme dans des
langages procéduraux, aujourd’hui souvent les langages C ou C++. Ces descriptions infor-
melles conduisent a des confusions importantes entre les structures de données utilisées pour
implanter les modéles d’objets choisis et les structures servant a améliorer la complexité des
calculs.

A la complexité intrinséque des problémes abordés s’ajoutent ainsi trois difficultés ma-
jeures. Premiérement, il est généralement impossible d’exhiber le domaine de validité ou les
contraintes d’intégrité des modéles et opérations utilisés, en grande partie a cause de la confu-
sion entre les différentes structures. Deuxiémement, méme si la correction des résultats est, a
la base, démontrée formellement sur les modéles mathématiques et les cas généraux, celle-ci
n’est plus assurée pour les programmes devant prendre en compte tous les cas particuliers.
Enfin, le passage de la description d’un algorithme au programme correspondant reste une
tache souvent plus ardue que la simple conception de I’algorithme.

Pour résoudre les trois difficultés susmentionnées, nous avons adopté deux stratégies com-
plémentaires pour l'analyse, la conception et I'implantation des opérations booléennes. La
premiére, qualifiée d’horizontale, vise & une description formelle, compléte et exhaustive des
objets manipulés et des opérations nécessaires a 1’évaluation d’opérations booléennes. La se-
conde, qualifiée de wverticale, consiste & raffiner, au sens du génie logiciel, cette description
formelle, en vue d’obtenir des algorithmes de plus en plus efficaces.

Pour cela, nous employons des méthodes formelles qui sont ’objet d’un intérét croissant
dans la conception de programmes et dont une variété évoluée est formée par les spécifica-
tions algébriques [36, 9, 77| alliées a la réécriture [53, 25]. D’une part, cette approche nous
permet de nous focaliser sur les aspects logiques et conceptuels du probléme a résoudre, en
créant des types de données abstraits et des opérations dont le comportement est décrit sous
forme d’équations. D’autre part, une orientation correcte des équations en régles de réécriture
permet de rendre opérationnelle la spécification, c’est-a-dire de ’exécuter pour débusquer
d’éventuelles erreurs d’analyse ou de conception, selon une technique de prototypage logique.

Les stratégies horizontale et verticale sont étudiées depuis plusieurs années a Strasbourg,
mais jusqu’ici uniquement dans le cadre de la logique équationnelle. Elles ont conduit a la
spécification algébrique de modéles topologiques [32, 31, 33| et a la spécification détaillée
et compléte d’une hiérarchie d’objets et d’un logiciel de modélisation géométrique, Topofil,
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développé dans ce laboratoire [30, 12, 14, 13|. Notre approche est dans la continuité de ces
travaux, mais elle introduit de maniére intensive la réécriture sur des problémes algorithmiques
complexes, ou le plongement joue un trés grand role pour guider les opérations topologiques.

Nous utilisons les spécifications algébriques qui sont bien adaptées & une description
constructive, rigoureuse et homogéne des opérations de modélisation géométrique et de raffi-
nement. D’autres méthodes de spécifications ont été développées, comme VDM [52], Z |78, 71|
ou B [1]. Elles privilégient les types basés sur la notion d’ensembles au détriment de ceux qui
conduisent a des structures de données élaborées et mieux adaptées a notre problématique.

Les algorithmes de raffinement sont décrits sous forme de systémes de réécriture a dif-
férents niveaux. D’abord, les régles de réécriture permettent de reproduire intuitivement les
transformations élémentaires successives effectuées sur des ensembles d’objets. En outre, I'in-
déterminisme inhérent au déclenchement des régles de réécriture permet une description de
trés haut niveau des processus, conduisant a toute une classe d’algorithmes différents corres-
pondant a diverses stratégies de déclenchement.

Il faut bien stir s’assurer de certaines bonnes qualités des systémes de réécriture comme la
terminaison et la confluence dont les preuves ont été particuliérement étudiées. De plus, 1'uti-
lisation de systémes de réécriture se montre particuliérement adaptée au raffinement vertical.
Ainsi, par des transformations successives des systémes de réécriture et ’ajout de structures
de controle, nous avons dérivé une hiérarchie d’algorithmes correspondant a des implantations
du raffinement de cartes de plus en plus efficaces.

Enfin, pour faciliter le passage des spécifications formelles des opérations étudiées a leur
implantation, nous avons recours a un prototypage logique, réalisé en Prolog, des spécifications
et systémes de réécriture. D’autres langages de prototypage, comme OBJ3 [42] ou LARCH
[46, 47|, bien que basés sur des spécifications algébriques et de la réécriture, se sont révélés
inadéquats dans notre cas, notamment a cause de la complexité des calculs mis en ceuvre
et de la nécessité d’une interface graphique indispensable pour juger de 'effet d’opérations
géométriques.

Traditionnellement, les langages fonctionnels comme Caml permettent une implantation
rapide de spécifications formelles. Mais dans notre cas, nous avons préféré Prolog parce que
son moteur d’'inférence et sa base de faits permettent une traduction immédiate des régles
de réécriture. De plus, la version de Prolog utilisée permet un acces facile a une bibliothéque
graphique. Les spécifications formelles et le prototypage logique conduisent ensuite & une
implantation facile et correcte des algorithmes étudiés.

1.4 Structure et plan du mémoire

Dans le second chapitre, nous présentons le mécanisme de raffinement que nous employons
pour I’évaluation d’opérations booléennes, en le comparant avec les méthodes plus classiques
de découpage et recollement. Puis, nous rappelons les définitions mathématiques liées au mo-
déle des cartes combinatoires, en dimension 2 et 3, et précisons le modéle de plongement
utilisé, lié a Dorientabilité des cartes. Nous définissons alors les objets manipulés grace, no-
tamment, a la notion de labels et donnons les propriétés et les contraintes d’intégrité de ces
objets. Puis, nous proposons une méthode pour modéliser et évaluer, de maniére trés géné-
rale, des expressions booléennes sur ces objets, en faisant le rapprochement avec les méthodes



1.4. STRUCTURE ET PLAN DU MEMOIRE 15

classiques de modélisation par des arbres CSG.

Dans le troisiéme chapitre, nous donnons les spécifications algébriques des cartes et des
opérations servant a leur manipulation. Nous spécifions notamment un ensemble d’opérateurs
topologiques et géométriques nécessaires au raffinement des cartes. Dans ce cadre, nous don-
nons, dans 'annexe A, les spécifications des objets géométriques utilisés pour le plongement
de cartes en dimension 2, tels que les points, vecteurs et segments. Nous spécifions également,
les opérations permettant la gestion et la manipulation des labels.

Dans le quatriéme chapitre, nous présentons le systéme de réécriture générique réalisant
le raffinement en dimension 2. Nous démontrons sa convergence en utilisant des techniques
propres a la réécriture, comme la définition d’un ordre sémantique de réduction et I'étude
systématique des paires critiques. Nous y définissons également le mécanisme de complétion
des labels permettant I’évaluation d’opérations booléennes. Puis, nous évoquons I'influence des
approximations numeériques sur les propriétés logiques du systéme de réécriture et évoquons
quelques pistes intéressantes pour leur maitrise.

Dans le cinquiéme chapitre, nous décrivons la dérivation de cinq systémes de réécriture
correspondant a différentes stratégies pour I’évaluation du raffinement et de la complétion des
labels. Nous y abordons les problémes liés a la complexité des algorithmes issus de ces systémes
de réécriture, en montrant comment des propriétés géométriques peuvent étre utilisées pour
optimiser les stratégies de parcours. Nous décrivons, notamment, une stratégie de balayage
du plan, par 'utilisation de structures de controle évoluées telles qu’une file de priorité et un
arbre binaire de recherche.

Le sixiéme chapitre contient la définition compléte du raffinement en dimension 3 qui fait
appel & une combinaison de toutes les techniques formelles développées en dimension 2. Nous
y détaillons ainsi, sous forme de spécifications algébriques et de systémes de réécriture enrichis
par des structures de controle, I'intersection de faces quelconques non coplanaires. Nous y évo-
quons également les techniques permettant de controler la validité et la cohérence des résultats
numériques obtenus, par une confrontation de ces résultats avec les données topologiques re-
cueillies durant cette intersection. Nous précisons ensuite le mécanisme d’intersection de faces
coplanaires, qui utilise le raffinement déja défini en dimension 2, et évoquons le principe de
conversion d’'une 2-carte en faces d’une 3-carte, par I'utilisation des cartes duales.

Dans le septiéme chapitre, nous proposons une méthode de prototypage des spécifications
algébriques et des systémes de réécriture en Prolog. Nous détaillons le passage de la spécifica-
tion au prototype et discutons son intérét et les choix possibles. En particulier, nous expliquons
comment les termes modélisant les cartes sont représentés et proposons des méthodes systé-
matiques de transposition des axiomes de la spécification. Puis, nous précisons I'implantation
des systémes de réécriture et particulierement des structures de controle utilisées pour décrire
les stratégies de parcours.

Dans ce chapitre, nous abordons également les problémes liés a I'implantation en C des
spécifications et systémes de réécriture. Nous décrivons les structures de données concrétes
utilisées et 'implantation des divers opérateurs définis. Nous montrons comment le travail
réalisé durant le prototypage logique simplifie et facilite une implantation propre et rigoureuse
des algorithmes décrits formellement.

Dans le huitiéme chapitre, nous présentons quelques résultats expérimentaux. Nous don-
nons notamment, en dimension 2, un exemple de raffinement correspondant a I’arrangement
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d’un ensemble de segments. Nous proposons quelques exemples significatifs d’évaluation d’opé-
rations booléennes et montrons comment sont gérés les problémes liés a I'inclusion de com-
posantes connexes. En dimension 3, nous donnons des exemples ot le raffinement est utilisé,
dans le cadre d’études géologiques, pour la construction de subdivisions volumiques du sol a
partir de couches et de failles [48|, afin de permettre une localisation efficace en vue de calculs
en différences finies [39]. Pour finir, nous donnons des exemples de raffinement sur des objets
plus proches de ceux qui sont classiquement utilisés en CAO.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous concluons en rappelant les principaux résultats ob-
tenus, en évoquant leur limitation et les difficultés rencontrées. Nous envisageons quelques
prolongements possibles de nos travaux, tant au niveau de la modélisation géométrique que
de construction de preuves de corrections complémentaires, et proposons des applications des
méthodes formelles utilisées a d’autres domaines de la géométrie algorithmique.



Chapitre 2

Opérations booléennes, Cartes
combinatoires et Raffinement

Dans ce chapitre, nous abordons les problémes généraux liés a la définition d’objets mo-
délisés par leur bord et aux opérations ensemblistes (union, intersection, différence) sur de
tels objets. Dans la premiére section, nous rappelons les méthodes classiques d’évaluation
d’opérations booléennes, en insistant sur la notion de raffinement qui est la base de ce travail.
Dans la seconde section, nous présentons le modéle des cartes combinatoires qui est utilisé
pour modéliser la topologie sous-jacente & un objet. Enfin, dans la troisiéme section, nous
définissons précisément la notion d’objet, nous faisons le lien entre 1’évaluation d’opérations
booléennes et le raffinement des cartes combinatoires.

2.1 Opérations booléennes et raffinement

D’un point de vue général, on peut diviser les méthodes d’évaluation d’opérations boo-
léennes en deux familles étroitement liées au modéle utilisé pour la définition des objets
manipulés. Dans le premier cas, les objets de départ sont découpés en différents morceaux
qui sont ensuite assemblés pour construire le résultat. Dans le deuxiéme cas, un seul objet
est construit, le raffinement, qui contient les éléments nécessaires a ’évaluation de 'opération
booléenne.

2.1.1 Opérations booléennes par découpe du bord

Pour des raisons historiques, les objets sur lesquels sont effectuées les opérations ensem-
blistes, dans les modeleurs, sont souvent représentés par leur bord et, précisément, ce sont
des objets dont le bord est une variété. Dans ce cas, en dimension 2, les objets sont des poly-
gones simples dont le bord est une ligne polygonale modélisée, par exemple, par une liste de
sommets.

En dimension 3, les objets considérés sont des solides polyédriques dont le bord est une 2-
variété, ou une surface fermée sans bord, modélisés par exemple grace & une structure d’arétes
ailées [6]. Le déroulement d’une opération booléenne entre deux tels objets, A et B, se divise
principalement en 4 étapes [66] :

17
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1. Recherche des intersections existant entre les bords de A et B

2. Subdivision de A et B par découpage de leurs bords le long des intersections trouvées;
3. Sélection des morceaux ainsi obtenus qui appartiennent au résultat ;
4

. Construction du résultat par assemblage des parties sélectionnées.

Les opérations booléennes sur des objets dont le bord est une variété sont obligatoirement
limitées a leur version régularisée. La régularisation d’une opération * entre deux objets A et
B, consiste a considérer que le résultat de A x B est la fermeture de l'intérieur du résultat
théorique de cette opération [72, 66]. La régularisation implique que le résultat de A x B est
encore un objet dont le bord est une variété et assure donc la stabilité de ces opérations par
rapport a ’ensemble des objets modélisables.

q
»
A N/ @
' B E /
P ] < -
(a) Deux objets A et B se chevauchant (b) Leurs subdivisions

7

(c) A union B (d) A inter B (e) A moinsB (f) Bmoins A

F1G. 2.1: Exemples d’opérations booléennes en dimension 2

Exemple 2.1.1 La figure 2.1 montre un exemple de calcul avec la méthode mentionnée ci-
dessus, en dimension 2. Un carré A et un triangle B sont définis par leur bord (a). Apres
avoir calculé les intersections entre leurs arétes et sommets, les deux objets sont découpés
en morceauz (b). Ces morceaux sont alors utilisés pour construire le résultat des différentes
opérations booléennes entre ces objets (c). O

Ce type de méthodes souléve plusieurs problémes. D'une part, les opérations booléennes
ainsi définies sont limitées a des objets représentés par leur bord et dont le bord est une variété.
Ce type d’objets ne permet pas de représenter les cloisons internes que ’on peut souhaiter
conserver dans le résultat. De plus, pendant la phase de découpe, les objets intermédiaires ne
sont plus des objets représentés par leur bord, puisque ce bord peut étre ouvert. Ceci conduit
a manipuler plusieurs modéles pour les objets ou & manipuler des objets ne vérifiant pas les
contraintes d’intégrité fixées pour le modéle initial.

D’autre part, ces méthodes sont peu robustes. En effet, comme Hoffman et Hopcroft
'ont montré [49], les approximations numériques, notamment lors de la phase de subdivi-
sion, peuvent conduire a des bords incompatibles pour les parties de A et B & recoller et
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ainsi empécher une reconstruction correcte. Comme mentionné précédemment, des méthodes
numériques ont largement été utilisées pour résoudre ce type de problémes, mais nous pen-
sons qu'une approche différente, basée sur la topologie et une définition précise des objets
manipulés s'impose ici.

2.1.2 Opérations booléennes par raffinement

Une autre méthode a été introduite par Weiler [75] pour le 2D et étendue depuis au 3D
[24]. Elle se déroule en 2 phases dont la premiére consiste en grande partie a découper les
cellules de A et B en cellules plus fines, compatibles avec les 2 objets, ce que 'on appellera
coraffinement :

1. Coraffinement de A et B par découpage des cellules sécantes de A et B et reconstruction

des relations d’adjacence entre celles-ci;

2. Sélection des parties du coraffinement appartenant au résultat.

D’un point de vue général, un objet peut étre vu comme un ensemble de cellules, c’est-a-
dire un ensemble de sommets, arétes, faces en dimension 2, auquel on ajoute en ensemble de
volumes en dimension 3.

(0] O

(a) Deux subdivisions, O est I’ origine d’ un repére commun

O O

(b) Leur superposition comme ensemble

de sommets, aretes et faces (c) Leraffinement de cet ensemble

FiG. 2.2: Exemple de raffinement en dimension 2

Exemple 2.1.2 La figure 2.2 montre deuz objets en dimension 2 (a) représenté séparément
pour la clarté de la figure, mais partageant un point de référence commun O. Ces deux objets
sont superposés en un ensemble de sommets, arétes et faces (b) qui est ensuite auto-raffiné (c).
Au total, les sommets, arétes et faces superposés sont fusionnés, les arétes et faces sécantes
sont coupées en leurs lieux dintersection qui sont ajoutés a l’ensemble construit en tant que
sommets ou arétes, et finalement les arétes passant par un ou plusieurs sommets sont coupées
aux points d’incidence. O

Le coraffinement peut étre généralisé a un nombre quelconque d’objets, en regroupant
ceux-ci, dans un unique ensemble de cellules pouvant contenir des intersections (intersec-
tions franches, incidences, superpositions ou recouvrements). Nous parlerons alors de 1'auto-
raffinement ou, plus simplement, du raffinement de cet ensemble.
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Pratiquement, le raffinement d’un tel ensemble consiste & construire un nouvel objet conte-
nant toutes les cellules de I’ensemble de départ modifiées ou découpées pour prendre en compte
les intersections existant entre elles. Ainsi, le résultat du raffinement est un objet dont ’en-
semble des cellules ne contient plus aucune intersection. Le résultat de 'opération booléenne
désirée est alors obtenu, a partir du raffinement, en y sélectionnant les parties utiles.

(a) Trois solides polyhedriques

/
L |1 /
L —
/
/ /
(b) Leur superposition comme ensemble (c) Le raffinement de cet ensemble

de sommets, aretes et faces

FiG. 2.3: Exemple de raffinement en dimension 3

Exemple 2.1.3 La figure 2.3 montre trois objets en dimension 3 (a) qui sont superposés en
un ensemble de cellules (b) qui est raffiné (c). Au total, les sommets, arétes et faces superposés
sont fustonnés, les arétes et faces sécantes sont coupées en leurs lieux d’intersection qui sont
ajoutés a l’ensemble construit en tant que sommets, arétes ou faces, et finalement les arétes
et faces passant par un ou plusieurs sommets sont coupées auz points d’incidence. O

Lorsque le résultat du raffinement comporte plusieurs composantes connexes distinctes, et
donc ne s’intersectant pas, chacune d’elle est complétement incluse dans une face, en dimension
2, ou dans un volume, en dimension 3, des autres composantes. Diverses techniques permettent
de construire et gérer ces relations d’inclusion entre composantes connexes.

La premiére est basée sur la construction d’'un arbre dont chaque aréte représente une rela-
tion d’inclusion entre deux composantes [37]. Elle impose donc la gestion d’arbres d’inclusion
extérieurs au modéle utilisé pour représenter les objets.

La seconde, que nous utilisons, consiste a ajouter a I’objet modélisé des arétes, en dimen-
sion 2, ou des faces, en dimension 3, reliant les différentes composantes connexes. Elle permet
I’utilisation exclusive des relations d’adjacence ou d’incidence autorisées par le modéle.
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(a) Un objet de dimension 2 contenant (b) Un objet de dimension 3 contenant
5 composantes connexes 3 composantes connexes

F1G. 2.4: Exemples d’inclusions de composantes connezes

Exemple 2.1.4 La figure 2./ montre deur exemples d’objets formés de composantes connezxes
distinctes, en dimension 2 (a) et en dimension 3 (b). Les arétes ou les faces ajoutées pour
représenter les relations d’inclusion y sont représentées par des lignes pointillées ou des faces
grisées. a

Le modeéle des cartes combinatoires de dimension n [55] que nous utilisons, permet de
modéliser des subdivisions de variétés de dimension n. L’utilisation des cartes de dimension
2 et 3 pour modéliser respectivement des objets de R? et R?, permet de représenter des
objets contenant des cloisons internes ou des arétes et faces pendantes. Cette possibilité est
particuliérement intéressante, comme nous le verrons plus loin, dans le cadre d’une utilisation
de raffinement. D’autres modéles, comme la structure d’arétes radiales [76], permettent ce
type de représentation. Le modéle des SGC (Selective Geometric Complexes) introduit par
Rossignac, basé sur la notion de cellules, est utilisé avec une forme similaire de raffinement
dont la trame est donnée dans [67].

L’utilisation du raffinement a l'avantage de conduire a des algorithmes permettant de
controler la topologie des objets manipulés, ce qui les rend moins sensibles aux erreurs d’ap-
proximations. En effet, deux cellules s’intersectant sont découpées simultanément ce qui per-
met de controler, et ainsi conserver, la validité de la topologie de ’ensemble.

Des algorithmes particuliers peuvent étre décrits en restreignant les types des ensembles
de départ utilisés. Par exemple, ’ensemble de départ peut représenter un objet saisi sans
vérifications ou sans contraintes, c¢’est-a-dire un objet pouvant contenir des intersections ou
dont les relations d’incidence sont incomplétes. Le raffinement de cet objet correspond a sa
restructuration topologique, au sens oti, aprés son raffinement, I’objet ne contient plus aucune
intersection et toutes les relations d’incidence ont été complétées. Si ’ensemble de départ est
un ensemble quelconque de faces, le raffinement correspond a la construction d’une subdivision
volumique basée sur ces faces. Dans la suite, nous verrons en détail le raffinement, en dimension
2 ou 3, d’objets modélisés par des 2- ou 3-cartes combinatoires plongées |55, 30, 13|.

2.2 Cartes combinatoires
Un des principaux intéréts des cartes combinatoires est qu’elles permettent de distinguer,

pour les objets manipulés, leur topologie de leur plongement. La topologie définit les cellules
de l'objet, c’est-a-dire ses sommets, arétes, faces et volumes, ainsi que leurs relations d’ad-
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jacence et d’incidence. Le plongement définit la position et la forme de ces cellules, le plus
souvent, coordonnées de points pour les sommets, arcs de Jordan pour les arétes et éléments de
surface pour les faces. Les deux aspects coexistent bien dans la notion de carte combinatoire
plongée qui permet une description commode, précise et concise des subdivisions planaires ou
volumiques. Nous ne revenons pas ici sur la comparaison avec des modeles traditionnels tels
que celui des arétes radiales [76]. On trouvera une discussion a ce sujet dans [55, 13].

2.2.1 Définition de base

Nous présentons ici quelques notions de base sur les cartes combinatoires (voir [54, 55, 13|
pour de plus amples détails). Les définitions des cartes et des opérations les manipulant font
amplement appel aux permutations et a diverses notions qui leur sont liées. Nous commencons
donc tout d’abord par quelques rappels mathématiques.

Définition 2.2.1 Soit E un ensemble fini.

— Une permutation sur E est une bijection de E dans lui-méme ;

— Toute permutation o sur E peut étre représentée sous forme de cycles. St x1,...,x, et
y sont des éléments de E, la notation o = (x1,...,x,)...(y) signifie que o(x;) = ;11
pouri€[l,n —1), o(z,) =z et o(y) =y ;

— Une permutation o de E est une involution si et seulement si pour tout x de F,
o(o(x)) =x;

— Un élément x de E tel que o(x) = x est appelé un point fize de la permutation o.

Ces quelques préliminaires nous permettent maintenant de définir formellement les cartes
combinatoires. Nous nous limitons ici aux cartes de dimension 2 et 3 qui sont utilisées par la
suite.

Définition 2.2.2 Une 2-carte est un triplet (B, «g, 1) ot :
— B est un ensemble fini dont les éléments sont appelés brins ;
— aq est une involution sur B sans point fize;

— ay est une permutation sur B.

Définition 2.2.3 Une 3-carte est un quadruplet (B, ap, a1, ) ot :
— B est un ensemble fini de brins;
— o et ay sont des involutions sur B et oy est sans point fixe;

— «p est une permutation sur B telle que ag o ay soit une involution sur B.

Le brin est I’élément de base pour la définition d’une carte. Il est possible de lui associer
plusieurs sémantiques. La plus courante consiste a considérer un brin comme une demi-aréte
orientée. Alors, les fonctions «; correspondent a la liaison ou a la couture de brins a chaque
dimension ¢. Ainsi, deux brins images I’'un de 'autre par «q sont dits [i€s par oy, ou 0-liés, et
forment une aréte topologique de la carte. Pour définir des ensembles plus complexes de brins
liés les uns aux autres, nous utilisons la notion d’orbite décrite ci-dessous.
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Définition 2.2.4 Soient E un ensemble fini, o une permutation dans E et x un élément
de E. On appelle orbite de x par rapport o o ’ensemble noté {o)(x) et défini par :

(o) (@) = {z,0(2),0%(x),...,0"(2)}

ot k est le plus petit entier naturel tel que o**(z) = .
Notons que si o est une involution, ses orbites contiennent au plus 2 éléments, et que si
de plus o est sans point fize, ses orbites sont formées par exactement deux éléments.

Dans une carte dont l'ensemble des brins est B, l'orbite (o)(x) d’un brin x de B par une
permutation o regroupe les brins liés les uns a la suite des autres par o, a partir de x. Ainsi
dans une 2-carte, une aréte {x,ag(x)} est 'orbite par oy d'un brin z. De méme, (o) (z),
lorbite de x par rapport a «q, représente un sommet topologique de la 2-carte, c’est a dire un
ensemble de brins incluant x et 1-liés entre eux.

(& Unbrin: Troisbrins 1-liés: (b)
/ 1 1 57
' 6
2 -7 6
Deux brins O-liés: 2 7 4
3 -3 4
| o '

F1G. 2.5: Représentation graphique et exemple de 2-carte

Exemple 2.2.1 La figure 2.5 montre une 2-carte dont l’ensemble des brins est {1, —1,2,—2,
3,—3,4,—4,5,-5,6,—6,7, =7} et les permutations, décrites sous forme de cycles, sont :

- ap=(—1,1)(-2,2)(-3,3)(—4,4)(—5,5)(—6,6)(=7,7) ;
~ oy = (1,2)(-2,3)(—3,—4,7)(4, —6) (=7, 6,5, —1)(=5).

Ainsi, ap(1) = —1, ap(—=1) = 1 et Uorbite (a)(1) = {1,—1} forme une aréte. De
méme, aq1(6) = 5, ai1(5) = —1, ai(—1) = =7 et ay(—7) = 6. Ainsi, lorbite (a1)(6) vaut
{6,5,—1,=7}, ce qui représente l’ensemble des brins du sommet du brin 6. O

La notion de face orientée, dans une 2-carte, peut étre définie trés simplement. La fonction
¢1, définie par p;(z) = ay(ap(x)), permet de parcourir les brins d’une face orientée. Ainsi,
dans une 2-carte C' et pour tout brin x de C, on définit la face topologique orientée de x
comme étant I’ensemble des brins de 1'orbite (¢1)(x).

Exemple 2.2.2 Dans la figure 2.5, ¢1(=7) = =3,01(=3) = =2,01(=2) = 1,p1(1) = —T7,
et ainsi (p1)(=7) = {=7,-3,-2,1} est l'ensemble des brins de la face orientée de 7 qui
correspond rectangle de la figure. De la méme facon, les brins 7,6 et 4 correspondent triangle
et les brins —4,—6,5,—5,—1,2 et 3 forment la face extérieure. O

Pour les 3-cartes, on distingue deux types d’arétes ou de sommets suivant que 1’on prend
en compte les liaisons par s ou non. Ainsi, deux brins liés par aqy forment une aréte simple
et une liaison par a; correspond a la 1-couture de deux brins dans un sommet simple. La
figure 2.6 montre les conventions utilisées pour représenter les brins et les liaisons par aq et
o d’une 3-carte.
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/o IS NN

Un brin Deux brins 0-liés Deux brins 1-liés Une face ouverte Une face fermée

F1G. 2.6: Exemple de faces pour les 3-cartes

Comme pour les 2-cartes, la face orientée d'un brin x est orbite (¢;)(z). Une face orientée
est dite fermée lorsqu’elle ne contient aucun point fixe pour a4, et ouverte dans le cas contraire.
Notons que puisque «; est une involution, un ensemble d’arétes simples 1-cousues deux a deux
définit soit une seule face orientée ouverte, soit exactement deux faces orientées fermées qui
sont symétriques I'une de ’autre dans le sens ot les brins de la seconde sont les images de la
premiére par «q et réciproquement. Nous appellerons face (non orientée) 1’ensemble des brins
de deux faces orientées fermées symétriques.

La liaison par as correspond a la 2-couture de deux faces le long d’une aréte. Un ensemble
d’arétes simples reliées entre elles par des 2-coutures forme une aréte multiple, ou plus sim-
plement une aréte, de la 3-carte. On parle également de sommets multiples, ou de sommets,
par opposition aux sommets simples.

La condition imposant que ag o as soit une involution signifie que si x est 2-lié¢ a y alors
ap(y) et 2-1ié & ap(z), c’est-a-dire que les 2-coutures sont réguliéres et réalisées sur des arétes
entiéres. Les faces sont 2-cousues entre elles pour former des volumes. Notons que plus de
deux faces peuvent étre 2-cousues autour d’une méme aréte.

— |l
(a) vue d’ ensemble (b) vue avec faces éclatées,
' les 2-liaisons sont représentées en gris

(c) détails des 2-coutures de 3 faces, i 5
les 2-coutures sont représentées par des fleches

F1G. 2.7: Exemple de carte et détails de 2-coutures

Exemple 2.2.3 La figure 2.7 montre une 3-carte (a), ses faces (b) et le détail des 2-coutures
d’une aréte (c). Pour les brins numérotés, les permutations sont en notation cyclique :

- ap=(-1,1) (-2,2) (—3,3) (—4,4) (-5,5) (—6,6);
— ;= (=3,-5) (3,6) (4,—6) (—=4,5) ... ;
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-y = (=4) (4)(=9)(5)(-6)(6) (-1,-3,-2) (1,2,3).

Autrement dit nous avons : ap(l) = —1, ag(—1) = 1 et ainsi lorbite {1, —1} est une aréte
simple; a;(—3) = =5, a;(=5) = =3 et donc {—3, =5} est un sommet simple. Concernant
les 2-liaisons, nous avons as(—4) = —4 et donc Uaréte simple {4, —4} n'est pas 2-cousue;

as(1l) =2, ay(2) = 3 et ax(3) = 1 ce qui implique que les faces contenant les brins 1,2 et 3
sont 2-cousues le long d’une méme aréte.

On peut vérifier que les autres brins de ces arétes simples, —1,—2 et —3, sont 2-liés
ensemble comme le demande la contrainte sur as et que intuitivement cette derniére implique
que les 2-liens entre —1,—2 et —3 sont réalisés dans le sens inverse de ceux qui existent entre
1,2 et 3. Enfin, les ensembles {1,2,3,6,7,8} et {1,2,3,—1,—2, —3} forment respectivement
un sommet et une aréte triples. O

Les cartes de dimension n permettent de modéliser des subdivisions de variétés de dimen-
sion n orientables et fermées. Ainsi, une 2-carte est une subdivision de surface sans bord et une
3-carte, une subdivision de volume sans bord. Dans le cadre de notre travail, nous n’utilisons
les cartes que pour modéliser des subdivisions du plan R? ou de I’espace R3.

2.2.2 Cellules d’une carte et orientations

Les cartes permettent de définir des cellules pour lesquelles existe une orientation implicite.
Nous avons déja vu les notions de sommet, d’aréte et de face qui sont les cellules de dimension
0, 1 et 2. Les cartes modélisent des subdivisions de variétés orientable. Ainsi, le choix d’un
brin dans une cellule définit une orientation de celle-ci. Vue depuis le brin z, 'aréte {z, ay(x)}
est orientée de x vers ag(z). L’orientation d’une face orientée est directement héritée de celle
de ses arétes.

Pour les 3-cartes, une face contient, nous ’avons vu, deux faces orientées symétriques.
Elles ont des orientations opposées puisque les brins de 1'une sont les images par «q des brins
de 'autre et appartiennent donc aux mémes arétes, mais avec des orientations opposées. Les
deux faces orientées d’une face définissent intuitivement ses deux cotés.

Ainsi, si la face orientée d’un brin z correspond a un coté, nous dirons intuitivement qu’elle
pointe vers le volume adjacent a ce coté, alors la face orientée de () pointe vers le volume
adjacent a l'autre coté.

La fonction o, définie par po(z) = as(ay(z)), permet de passer de la face orientée de x
poitant vers un volume a la face orientée adjacente a I'aréte de x poitant vers le méme volume.
Ainsi dans une 3-carte, le volume de z est l'orbite (1, p2)(x) qui est ’ensemble des brins que
I’on peut atteindre en appliquant un nombre quelconque de fois ¢, et s.

Intuitivement, le volume orienté de x est formé par les brins des faces orientées pointant
vers un méme volume et donc reliées deux a deux par 5. Les volumes héritent de I'orientation
de leurs arétes ou faces orientées. Les volumes orientés sont définis sans ambiguité, nous
parlerons donc a partir d’ici simplement de volumes.
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2.2.3 Carte duale et vue constructive

La notion de carte duale permet de voir les cartes de facon constructive et donc plus
intuitive. En changeant la sémantique associée aux brins et aux liaisons, on peut voir une
carte comme un assemblage de cellules. Cette aspect nous sera utile par la suite.

Définition 2.2.5 Le dual de la 2-carte C' = (B, ag, aq) est la 2-carte C* définie par le triplet
(Ba ¢)27 ¢1); avec .

-1 =mom

- 2=y
Définition 2.2.6 Le dual de la 3-carte C' = (B, g, a1, @2) est la 3-carte C* définie par le
quadruplet (B, ds, ¢o, 1), avec :

-1 =mom

~ P2 =m0

- Pz =

La sémantique qui nous intéresse pour les cartes duales est la suivante. Un brin est vu
comme une aréte orientée. Les brins sont liés par ¢; pour former des faces orientées. Comme
¢1 est une permutation, les faces orientées sont des cycles de brins et donc toujours fermées.
Les faces orientées sont cousues ensemble le long de deux arétes d’orientations opposées par
la fonction ¢,. Enfin pour le dual des 3-cartes, les volumes sont définis par un ensemble de

face orientée cousues par ¢o. La fonction ¢3 permet de coller deux volumes le long de deux
faces d’orientations opposées.

Exemple 2.2.4 La figure 2.8 montre la vue duale de la 2-carte de la figure 2.5. Les brins et
les liaisons par ¢, sont représentés par des fleches, les liaisons par ¢o par des traits épais gris.
Notons que la face orientée externe apparait ainsi explicitement et quelle a une orientation
wnverse a celle des autres faces orientées. O

F1G. 2.8: Représentation duale d’une 2-carte

2.2.4 Plongements

Les cartes ne décrivent que la topologie de subdivisions. Décrire la géométrie d’un objet
dont la topologie est modélisée par une carte, revient a plonger cette derniére. Cette opération
consiste a associer a chaque cellule de dimension d d’une carte un objet géométrique de
dimension d isomorphe & une boule unité ouverte de dimension d (un point, un segment
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ouvert, un disque ouvert ou une sphére ouverte). Nous associons ainsi un point & un sommet,
une courbe ouverte a une aréte, une surface ouverte a une face et, pour les 3-cartes, un
polyédre ouvert a un volume. Le i-plongement d’un brin est alors I'objet géométrique associé
a sa cellule (orientée) de dimension i.

Bien que des plongements plus sophistiqués puissent étre définis, nous n’utilisons ici que
des plongements linéaires, c’est-a-dire polygonaux pour les 2-cartes et polyédriques pour les
3-cartes. De plus, seuls les 0-plongements sont explicitement définis, les autres étant impli-
citement définis par leurs bords. Chaque sommet est 0-plongé sur un point de l'espace de
plongement, c’est-a-dire un point de R? pour les 2-cartes et de R® pour les 3-cartes.

Définition 2.2.7 Une n-carte plongée est un n + 2-uplet (B, «y, ..., Q,_1,T), 0U :
- (B, g, ..., an_1) est une n-carte;
— Ty est une fonction qui a chaque sommet de B associe un point de R ;

Ainsi, le 1-plongement d’une aréte est l'intérieur du segment joignant les 0-plongements de
ses sommets. Le 2-plongement d’une face est I'intérieur du polygone défini par les plongements
de ses sommets et arétes, ce polygone devant étre plan pour les 3-cartes. Enfin, le 3-plongement
d’un volume est l'intérieur du polyédre défini par les plongements de ses sommets, arétes et
faces.

Il existe deux exceptions a ces définitions : la face non bornée d’'une 2-carte et le volume
non borné d’une 3-carte sont respectivement plongés sur l'extérieur d’'un polygone et d’un
polyédre.

Définition 2.2.8 Pour une n-carte plongée, (B, vy, . .., a,_1,T0), les i-plongements d’un brin
x de B sont définis par :

- m(x) = Uintérieur du segment orienté [my(x), mo(co(x))] ;
— mo(x) = Uintérieur du polygone orienté {mo(y), T1(y) }ye(oi) (@) 5
— mo(x) = Uintérieur du polyedre orienté {mo(y), ™ (y), T2(Y) }ycior o)) -

Comme les cellules d’une carte sont orientées, les plongements de dimension supérieure
ou égale & 1 héritent une orientation implicite. Dans une 2-carte, ceci permet de distinguer la
droite et la gauche d’une aréte et ainsi de définir I'intérieur d’une face comme étant a droite
des arétes qui la constituent.

De méme, pour les 3-cartes, l'orientation permet de définir la normale d’une face pointant
vers le volume auquel elle appartient. Enfin, cette orientation permet de distinguer les faces
et volumes internes bornés des faces et volumes externes non bornés.

2.2.5 Partition de I’espace de plongement

Nous aurons besoin dans la suite de vérifier qu’'une carte modélise une partition de son
espace de plongement. Les notions de genre ou de caractéristique d’Euler peuvent étre utilisées
pour controler formellement si une 2-carte est planaire 51|, ¢’est-a-dire plongeable dans le
plan, ou si une 3-carte est plongeable sans auto-intersection dans R3.

Ces notions sont cependant uniquement topologiques et indiquent la possibilité d’un plon-
gement qui réalise une partition. Elles ne suffisent pas & nos besoins car une carte planaire
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peut étre plongée de maniére non-planaire, c’est-a-dire avec un plongement ne vérifiant pas
les conditions ci-dessous.

Nous dirons qu'une carte modélise une partition de son espace de plongement lorsque
I’ensemble de ses plongements a toute dimension est une partition de R? pour les 2-cartes ou
R? pour les 3-cartes. Ce qui signifie que les plongements recouvrent entiérement 1’espace de
plongement sans aucune intersection. Nous parlerons alors de cartes bien plongées.

Définition 2.2.9 Une n-carte plongée, (B, ap, ..., a,_1,mT), est bien plongée si ’ensemble
de ses plongements, I1(B) = {mo(z), ..., 7 (2) }sep, vérifie les deux propriétés suivantes :
- U p=R";
p€ell(B)

- Vp,qell(B), p#q=pnNg=0;

La définition implicite des plongements de dimension supérieure ou égale a 1 et 1’orientation
des cellules permet d’obtenir un nombre restreint de conditions & vérifier pour qu’une carte
soit bien plongée.

Proposition 2.2.10 Une 2-carte est bien plongée si elle vérifie les cing conditions :

(1) deux sommets distincts sont 0-plongés sur des points distincts ;

(i7) le 0-plongement d’un sommet n’est inclus dans aucun 1-plongement ;
deux arétes distinctes sont 1-plongées sur des segments non sécants;
tout sommet est bien classé;

une aréte n’est pas 1-plongée sur un segment de longueur nulle.

o G

(a) mal classé ) bien classé ) mal classé

F1G. 2.9: Sommets bien et mal classés : les fléches représentent les 1-liaisons

La condition (i) assure que des brins 0-plongés sur des points égaux appartiennent au
méme sommet, ce qui implique que toutes les 1-liaisons possibles existent. Les conditions (i7)
et (i4i) assurent que les segments et points utilisés pour les plongements ne s’intersectent pas.

La condition (iv) signifie que lorsque les arétes incidentes & un sommet sont parcourues
dans le sens des liaisons par «q, leurs 1-plongements tournent dans le sens trigonométrique
autour du sommet (voir figure 2.9). Elle implique intuitivement que les faces ne se replient
pas sur elles-mémes.

Toutes ces conditions assurent que les intersections entre 2-plongements sont vides ce qui
n’a donc pas a étre vérifie. La condition (v), bien qu’elle ne soit pas nécessaire, est ajoutée
pour la qualité de la représentation.

En exprimant les choses plus formellement en termes d’involution et en notant angle(x)
I’angle du segment 7, (x) avec un axe quelconque, fixé dans le plan R?, on obtient :
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Proposition 2.2.11 Une 2-carte plongée, (B, g, oy, m), est bien plongée si elle vérifie les
cing conditions qui suivent :

(1) Vo,y € B, (an)(x) # (o) (y) = molz) # mo(y) ;

(¢0) Vz,y € B,  mo(z) ¢ m(y);

(iid) Yo,y € B, (o) (x) # (ao)(y) = m(z) Nmi(y) =0
) v

(v € B, 3 xp € (a1)(x) tel que angle(xy) = min{angle(y)}yc(a,) @) €t tel que

la suite { angle(x), angle(ay (70)), . . ., angle(a¥(z0))} soit croissante,
k étant le plus petit entier tel que O () = x¢ ;
(v) Vo € B, m(x) #0;
Avec le méme principe, pour les cartes de dimension 3, on a :

Proposition 2.2.12 Une 3-carte est bien plongée si elle vérifie les trois conditions :

(1) deuz faces distinctes sont 2-plongées sur deuzx polygones dont les intérieurs sont d’inter-
section vide et dont les bords ne partagent que des segments non sécants et des points
qui sont des 1- ou 0-plongements des brins des deux faces;

(i7) deux arétes distinctes sont 1-plongées sur des segments distincts;

(i7i) toute aréte est bien classée ;

La condition () assure que l'intérieur de deux 2-plongements est d’intersection vide. Elle
implique, de plus, que les segments et points de leurs bords sont d’intersection vide ou égaux.
Dans ce dernier cas, la condition (i) assure que ce sont les 1-plongements de brins appartenant
a une méme aréte (liés par o). Cette condition (i7) implique également que toutes les 2-liaisons
possibles existent.

De la méme maniére que précédemment, la condition (ii7) signifie intuitivement que les
faces incidentes & une méme aréte tournent correctement autour de cet axe, ce qui implique
que les polyédres correspondants aux 3-plongements ne se replient pas sur eux-mémes. Nous
détaillerons plus loin, en termes de normale, la définition de cette condition.

La condition (i) implique qu’'une 3-carte bien plongée respecte les contraintes fixées a
la dimension 2, c’est-a-dire que des faces coplanaires vérifient les contraintes fixées pour les
2-cartes. Comme dans une 3-carte «; est une involution, la condition (i) pour deux faces
coplanaires s’exprime naturellement de facon plus simple que dans le cas des 2-cartes.

Nous aurions pu écrire les conditions de bon plongement pour les 3-cartes de maniére
plus formelle, comme dans la proposition 2.2.11. Cependant, une telle description serait trop
absconse ici et les détails de ces conditions seront longuement discutés lors de la définition du
raffinement en dimension 3.

2.3 Evaluation d’arbres CSG et cartes labellées

2.3.1 Définition des objets et arbres CSG

Les cartes combinatoires que nous venons de définir ne permettent pas une définition
explicite des objets. En général, on confond I'objet définit par une carte avec son plongement,
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en ne considérant pas la face ou le volume extérieur. Ainsi, un objet modélisé par une carte est
usuellement considéré comme étant I’ensemble des points, segments, polygones et polyédres
sur lesquels sont plongées ses différentes cellules.

Cette définition implicite empéche la modélisation de plusieurs objets au sein d’une méme
carte. De plus, elle limite la notion d’objets aux objets fermés et régularisés. En effet, dans
une carte, il est impossible de distinguer une cellule de son bord. Ceci conduit forcément a
limiter les opérations booléennes a leurs versions régularisées.

Pour résoudre ces problémes et séparer la notion d’objet modélisé de la notion de subdi-
vision fournie par les cartes, nous définissons un objet comme étant un ensemble quelconque
de cellules d’une carte bien plongée. Cette définition permet de définir toutes sortes d’objets
et en particulier des objets non régularisés, avec des faces ou des volumes troués et contenant
des sommets ou arétes isolés, des arétes ou faces pendantes.

En restreignant cette définition, on peut aisément retrouver les définitions plus classiques,
utilisées en CAQO. Par exemple, en dimension 3, un objet formé uniquement de volumes internes
d’une 3-carte et de toutes les faces, toutes les arétes et tous les sommets incidents a ces
volumes, définit un solide polyédrique fermé et régularisé au sens classique.

Avant de donner les définitions précises des objets, examinons les propriétés intuitives que
’on souhaite obtenir pour ce modéle. Le but final étant la définition d’opérations booléennes, il
doit permettre de modéliser, & la fois, des objets désignés par un utilisateur et toute expression
ensembliste sur ces objets.

Ainsi, nous commencgons par définir des objets identifiés, c’est-a-dire auxquels on a donné
un nom. Un objet (général) est alors une expression booléenne d’objets identifiés ou non. Il
faut garder a l'esprit que de tels objets ne sont désignés, en fait, que par des expressions
booléennes d’identificateurs.

Le but essentiel de cette approche est de fournir & notre modéle d’objets la puissance
d’expression des modéles CSG, ou un objet est définit comme une expression booléenne de
primitives du modeéle. Les objets que nous appelons identifiés joue ici le role de primitives. La
différence essentielle est que nos objets identifiés peuvent étre aussi complexes que possible,
puisque formés d’un ensemble quelconque de cellules d’une carte sélectionnées par 1’utilisateur.
Ceci inclut bien siir des primitives formées de cartes labellées par avance.

Nous incorporons cette notion d’objet au modéle des cartes en I’étendant par la notion
de label, pour obtenir ce que nous appelons des cartes labellées. Un objet est un ensemble de
cellules d’'une carte donnée qui doit pouvoir contenir un nombre quelconque de tels objets.
Ainsi, chaque cellule d'une carte peut appartenir & un ou plusieurs objets, voire méme aucun
si cette cellule n’est utilisée que pour en définir d’autres.

Pour représenter cette notion d’appartenance, nous associons a chaque brin d’une carte et
pour chaque dimension ¢ un ¢-label. Le i-label d’un brin est I’ensemble des identificateurs des
objets auxquels appartient la cellule de dimension ¢ de ce brin.

Définition 2.3.1 Une n-carte labellée est un (2n+4)-uplet (B, a, ..., 01,70, L, Poy - -+ Pn),
ot :

- (B,ag,...,0n 1,m0) est une n-carte plongée ;
— I est un ensemble d’identificateurs, ou de noms, d’objets;

~- pi: B— P(I), 0 <i<n, estune fonction qui, & un brin de B, associe [’ensemble des
identificateurs des objets auxquels appartient sa cellule de dimension i ;
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Cette définition non restrictive des cartes labellées autorise la création de cartes avec
des labels incomplets, c’est-a-dire que les brins d’une méme cellule peuvent avoir des labels
différents. De plus, une carte labellée peut étre mal plongée et donc contenir des intersections.

Nous verrons que cette possibilité est utile pour la définition du raffinement d’une carte
labellée et pour une évaluation locale et uniquement topologique des opérations booléennes.
Cependant, pour une définition sans ambiguité des objets, il est nécessaire de définir la notion
de carte bien labellée, pour laquelle tous les brins d’une cellule de dimension 7 portent le méme
i-label. Les objets seront alors définit sur des cartes bien labellées et bien plongées.

Définition 2.3.2 Une n-carte, (B, ap, ..., 1,70, L, po, ..., pn), pour n€[2,3], est bien la-
bellée si :

~ Vo € B et Vy € (ou)(x) on a po(y) = po(x);

- Yz € B on api(z) = pi1(ag(x)) ;

~Vz € B et Vy € (p1)(x) on a pa(y) = p2(z) ;

- Vx € B etVy € (¢1,p2)(x) on a ps3(y) = ps(x), pour n = 3.

Un objet est alors constitué des i-plongements des brins d’une carte dont les i-labels
vérifient certaines conditions. Comme les cartes doivent aussi bien représenter des objets
explicitement définis que des objets résultant d’opérations booléennes, la définition des objets

est réalisée en deux étapes. Pour un objet indentifié par o, la condition sur les labels des brins
est qu’ils contiennent o, ce qui formellement donne la définition suivante :

Définition 2.3.3 Soit C = (B, ag,...,0n_1,T0, 1, po,- -, pn) une n-carte bien labellée et bien
plongée. Un objet identifié O, d’identificateur o, de C' est défini par :

0= LnJ {m(x), tel que v € B et o € p,(x)}
i=0

Un objet est alors une expression booléenne d’objets identifiés. Les objets sont donc définis
par induction comme des objets identifiés ou comme union, intersection ou différence de deux
objets ou comme le complément d’un objet. La définition d’un objet s’écrit alors formellement :

Définition 2.3.4 Un objet O est soit :

— un objet identifié ;

- O=AUB, ou A et B sont des objets;

- O0O=ANDB, ou A et B sont des objets;

- O=A\B, ou A et B sont des objets;

~ O =A, ou A est un objet.

Cette définition des objets est similaire & celle des arbres CSG. Cependant son intérét
réside dans le fait que l'utilisation de la labellisation des cartes permet de transformer les
tests géométriques, nécessaires dans le cadre de la CGS, en des tests sur les labels.

En effet, dans une carte C' bien plongée et bien labellée, pour tester si le i-plongement
d’une cellule appartient a un objet, il suffit de tester une condition sur le i-label d’un brin

x de cette cellule. En notant cond(O, z,1) la condition d’appartenance du i-plongement d’un
brin x de C' a 'objet O, la définition des objets devient :
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Définition 2.3.5 Soit C = (B, ag,...,0n_1,T0, 1, po,- .-, pn) une n-carte bien labellée et bien
plongée. Un objet O de C' est :

0= U {mi(z), tel que x € B et cond(O, z,1)}

avec .

— cond(O, x, 1) pi(x), si O est un objet de base d’identificateur o;
— cond(O, x, 1) nd(A z,1)y cond(B,x,i), si O = AUB;

- cond(O, x, 1) nd(A, x,i) 5 cond(B, z,1), si O = ANB;

- cond(O,x,i) = cond(A x, i) A cond(B, x,i), si O = A\ B;

— cond(O, x,i) = =cond(A, z,1), si O = A.

Cette définition transforme ainsi une expression booléenne de primitives en une expression
booléenne de conditions a vérifier sur les labels. De plus, elle permet une définition des objets
sans ambiguité. Une carte bien plongée réalisant une partition de son espace de plongement,
les cellules de la carte sont bien définies et sans intersection. Un objet formé de ces cellules est
donc correctement défini, au sens ot chaque cellule est distincte des autres. On empéche, ainsi,
que deux cellules se chevauchant puissent simultanément appartenir ou ne pas appartenir a
un objet.

Dans la suite, et notamment dans les exemples, nous confondrons, pour simplifier, un objet
identifié avec son identicateur. De méme un ensemble d’indentificateurs sera représenté par
un mot, par exemple A pour 'ensemble {A} et AB pour I'ensemble {A, B}.

(a) Ununique objet A (c) Deux objets A et B dans une carte
A A A A A A A A A A
() @ ——— @ - o 6] e ———M— @ - o
A A
B B AB AB AB
A A e o —0
I
Bl B AB| . A
|
A° A A Offgf'A' A % A ©°a

F1G. 2.10: Exzemples d’objets en dimension 2

Exemple 2.3.1 La figure 2.10 montre deuz cartes labellées modélisant ['une un objet A et
Uautre deux objets A et B. Pour plus de clarté, seul un label par cellule est représenté, sous
la forme de lettres majuscules placées a coté de chaque cellule. L’objet A est le méme dans
les deuz cartes. Il est formé, dans la carte de gauche (a), d’une face carrée, de J arétes et 5
sommets (a). Dans la carte de droite (b), les cellules de A ont été subdivisées, mais l'union de
leurs plongements est la méme. L’objet B est formé de deux faces rectangulaires, de 4 arétes
et 4 sommets (b). Remarquons que les cellules appartenant a la fois a A et a B sont marquées
AB dans la figure.

Les conventions graphiques pour les cellules, en fonction de leur label, sont les suivantes :
pour les faces et les sommets, ceux de label A sont en gris, ceux de label B en gris clair, ceur
de label AB en gris foncé et les autre, i.e. ayant un label vide, sont en blanc. Pour les arétes,
celles de label A sont représentées par des segments pleins, celles de label B par des tirets,
celles de label AB par des segments épais et les autres par des pointillés. O
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Les objets, tels que nous les avons définis, sont donc des ensembles de points, puisque
formés de ’ensemble des plongements de certaines cellules d’une carte sous-jacente. Ces en-
sembles de points peuvent étre non réguliers et ouverts. Avec cette définition, un objet ne
posséde plus de structure topologique explicite. Cependant, il faut noter qu’un objet posséde
une topologie induite de sa carte sous-jacente. Les relations d’adjacence et d’incidence entre
les cellules d’une carte se reflétent sur les ensembles de points formant les objets qui sont
définis par la labellisation de cette carte.

Il était également possible définir les objets par des ensembles de cellules d’une carte, en
considérant qu'un objet est une sous-carte de la carte labellisée dont les brins sont ceux qui
vérifient les conditions décrites pour les labels. Nous aurions pu ainsi obtenir directement, aux
niveaux des objets, les notions topologiques définies pour la carte sous-jacente. Mais dans ce
cas, il n’était plus possible de modéliser des objets ouverts ou non réguliers puisque dans une
carte une cellule est définie par son bord. De plus, le principe de sélection et d’extraction défini
dans la section suivante permet d’obtenir une sous-carte minimale nécessaire a la modélisation
d’un objet obtenu par évaluation d’opérations booléennes.

2.3.2 Evaluation d’opérations booléennes

Nous avons vu que pour évaluer un objet défini par une expression booléenne, il était
intéressant de calculer le raffinement des objets de départ et que le résultat de 'opération
était obtenu en sélectionnant les parties nécessaires du raffinement. Cette idée est généralisée
a travers le raffinement des cartes labellées, de fagon & prendre en compte la définition des
objets donnée ci-dessus.

Considérons une carte labellée, mal plongée et mal labellée. Le raffinement de cette carte
consiste a la transformer de maniére a ce qu’elle soit bien plongée et bien labellée. Pour bien
comprendre cette idée centrale, examinons ce que peuvent étre de telles cartes. Supposons
que nous avons deux cartes bien plongées et bien labellées modélisant, sans ambiguité, deux
objets A et B.

Si on fusionne naivement ces deux cartes, on obtient une unique carte contenant deux
composantes connexes qui peuvent s’intersecter. Cette carte est donc mal plongée. Le raffine-
ment uniquement géométrique, comme défini précédemment, de cette carte la transforme en
une carte bien plongée, mais siirement mal labellée.

Une deuxiéme transformation que nous appelons complétion des labels et qui utilise uni-
quement les propriétés topologiques de la carte, c’est-a-dire les relations d’incidence et d’adja-
cence entre ses brins, la transforme en une carte bien labellée. Dans cette derniére, les cellules
appartenant a l'intersection de A et B auront comme label 'ensemble AB.

Exemple 2.3.2 Dans la figure 2.11, deur composantes connexes d’une carte définissent deux
objets A et B. Celles-ci sont représentées séparément en (a) et (b), pour la clarté de la figure,
mais partagent un point de référence O commun. Les conventions graphiques sont les mémes
que précédemment.

Dans le raffinement (c) de cette carte, les cellules ont été subdivisées et les labels complétés.
Le résultat de ’opération booléenne B \ A est sélectionné (d) en vidant les labels des cellules
n’appartenant pas au résultat, c’est-a-dire ici celles dont le label ne contient pas b ou contient a.

Si nécessaire, on peut ensuite extraire une carte plus petite représentant le résultat (e) en



34 CHAPITRE 2. RAFFINEMENT ET CARTES COMBINATOIRES

(a) Objet A (b) Objet B (c) Raffinement de la carte
A A A A A B B B A A A A A
@ - o) 0-=-—-=-=-=--- o ) [©) @ - o)
: A‘ A
| B B AB AB AB
A A | O ----- (o] O-—---- @ m——— @
e ° ' .
B B : | AB A
® ) : O - o) : o —— @ o
A O A A : X A A A A A
| B, B
o - --—----- o : O - o
B B B |
. . | .
(d) Difference ensembliste B\ A ®————— —— - °
B B B
(¢} O v O -rrrin- o
: : K (e) Extractionde B\ A (f) Extraction de
B B : B B I'intersection de A et B
®-—-———- O---- 0 . - ®-—--—- o .
| . . : ’ | : AB _ AB AB
! : : I : ° °
: o ---- 0 - O : O AB .
I o) I o) '
B, B : B, B : o -0
I i ! : ©
X O - o X O ----- o)
| |
| |
- - - ---—-- o - - - - --—-- (¢}
B B B B B B

Fi1G. 2.11: Exemple de raffinement d’une carte labellée

supprimant les cellules dont tous les labels sont vides. La figure (f) représente l'extraction de
AN B dont les cellules sont celles dont le label est AB. O

Lorsque le résultat du raffinement contient plusieurs composantes connexes, chacune d’elles
est complétement incluse dans une face en dimension 2, ou dans un volume en dimension
3, d’'une autre. Ceci est assuré par le fait qu’aprés le raffinement, les bords de deux cellules
distinctes ont une intersection vide. Remarquons qu’une composante connexe peut étre incluse
dans la face ou le volume extérieur des autres composantes. Ainsi les composantes connexes
sont emboitées les unes dans les autres, ce qui classiquement définit un trou, dans une face
ou un volume des premiéres. Ceci peut empécher le raffinement de compléter correctement
les labels.

o b)) o------

Fi1G. 2.12: Exzemples avec deux composantes connexes

Exemple 2.3.3 Dans la figure 2.12 (a) ot seuls les labels de faces sont représentés, deux
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objets A et B sont modélisés. Ils sont superposés, en (b), pour que A représente un trou dans
B. Le raffinement ne modifie rien a la carte (b).

En effet, les bords de A et B ne s’intersectent pas. Donc, les propriétés d’incidence ne
suffisent pas pour déduire que A est situé a lintérieur de B. Le résultat correct serait la
subdivision (c).

Notons que si B est modélisé avec une face interne, comme en (d), alors le résultat correct
est obtenu par le raffinement puisque les bords de A et B s’intersectent alors. a

Ce probléme n’est pas lié a la définition que nous avons donnée pour le raffinement, mais
est uniquement dia au fait que les cartes combinatoires ne permettent pas de représenter ce
type de trous.

Les méthodes classiques pour résoudre ce type de probléme passent par la construction
d’un arbre d’inclusion pour les composantes connexes. Dans un tel arbre, une aréte entre deux
composantes indique que la deuxiéme est un trou dans une face ou un volume de la premiére.
Cette technique implique 'utilisation d’une structure plus complexe, ce qui, a notre sens, n’est
ni nécessaire ni satisfaisant.

La solution que nous utilisons consiste a ajouter une aréte entre les deux composantes
connexes. On peut, en effet, considérer qu'une aréte de I’arbre d’inclusion a la méme signifi-
cation qu’une aréte reliant deux composantes d’une carte. De plus, ceci permet de résoudre
le probléme, sans avoir a modifier la définition des objets et du raffinement des cartes label-
lées. La seule modification a apporter est que le raffinement, outre la subdivision des cellules
sécantes, doit relier entre elles les composantes connexes.

2.3.3 Représentation et évaluation d’arbre CSG

Pour simplifier la présentation, nous avons présenté, dans la section précédente, des exem-
ples d’opérations booléennes entre deux objets. Cependant, la définition des objets basée sur
les cartes labellées et la définition du raffinement permet d’étendre ces méthodes a la définition
et a I’évaluation d’arbres CSG. De plus ces définitions fournissent naturellement la possibilité
d’éditer les opérations booléennes a calculer.

Rappelons qu’un arbre CSG est un arbre dont les feuilles sont des primitives et dont les
nceuds sont étiquetés par des opérations booléennes. Les primitives d'un tel arbre peuvent
étre représentées par différentes composantes connexes d’'une méme carte labellée pouvant
s’intersecter. Un arbre CSG peut donc étre représenté par une carte mal plongée et mal
labellée a laquelle on associe une expression booléenne sur les identificateurs d’objets.

L’évaluation d’un arbre CSG correspond alors au raffinement de la carte, puis a la sélec-
tion des cellules du raffinement dont les labels vérifient 1’expression booléenne. De plus, le
raffinement de I’ensemble des primitives de cet arbre est calculé en une seule fois. Ainsi, tous
les arbres CSG ayant les mémes primitives et des opérations différentes aux nceuds peuvent
étre évalués par simple sélection dans le raffinement, puisque la phase de sélection et séparée
de la phase de raffinement.

Cela rend possible une édition interactive des arbres CSG [24], car la modification de
I’expression booléenne n’entraine qu’une simple modification de la sélection, puisque tous les
arbres construits avec des primitives identiques conduisent & un raffinement identique.
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Chapitre 3
Spécifications algébriques

Pour formaliser la notion de subdivision et pour éviter les problémes dus aux structures
de données concrétes et a la spécificité des langages de programmation, les cartes et les
opérations les manipulant sont définies a travers une spécification algébrique [36]. Celle-ci
décrit le comportement d’un ensemble de sélecteurs et constructeurs de cartes a travers une
théorie équationnelle du premier ordre. Des détails complémentaires sur les spécifications
algébriques des cartes et sur les opérations de base peuvent étre trouvées dans [30, 13, 32, 14|
et sur I'usage d’algebres et de spécifications formelles en modélisation géométrique dans [34].

Malgreés nos efforts pour améliorer la lisibilité des spécifications données dans ce chapitre,
elles restent parfois absconses. Cependant, notons tout de suite qu’il n’est pas nécessaire de
les lire en détail pour comprendre la démarche adoptée. L’essentiel est de percevoir comment
s'imbriquent les différents modules et d’examiner les profils des fonctions et parfois leurs
préconditions. Les axiomes sont expliqués de maniére plus informelle, dans le texte, les plus
importants étant schématisés par des figures et des exemples.

3.1 Spécification de base

Nous utiliserons, dans la suite de ce chapitre, un certain nombre de spécifications standard
que nous ne redonnons pas ici. Les premiéres sont BOOL et INT qui définissent respective-
ment les booléens et les entiers avec les opérations logiques et arithmétiques habituelles. Des
exemples de telles spécifications peuvent étre trouvées dans [42].

Nous aurons, de plus, besoin de manipuler des données géométriques. Les spécifications
des opérations spécifiques a ce travail seront données par la suite et dans 'annexe A. Ces
opérations utilisent des nombres, sous formes de rationnels, de réels ou de décimaux a virgules
flottantes, et des opérations arithmétiques sur ces nombres. Nous utiliserons, dans la suite, une
spécification FLOAT définissant le type Float correspondant, suivant le contexte, & 'un ou
Iautre des types de données précédemment cités. Les spécifications classiques des rationnels
apparaissent également dans [42]| et des explications complémentaires sur l'utilisation des
nombres sont données dans I'annexe A.

37
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3.2 Spécification des 2-cartes

Dans cette section, nous spécifions algébriquement les 2-cartes et les opérations topolo-
giques qui leur sont liées. Pour simplifier I’écriture des spécifications, nous utilisons les entiers
pour représenter les brins.

3.2.1 Générateurs - Sélecteurs de base - Préconditions

Les 2-cartes sont définies a partir de trois générateurs de base v,10 et (1 |30, 32|. Intuiti-
vement, ces opérations sont les opérations élémentaires servant a la construction des 2-cartes,
a partir d’une carte vide et par insertions et liaisons successives de brins. Plus précisément,
lopération v crée une carte vide. L’opération [0(C,z,y) insére deux nouveaux brins z et y
dans la carte C' et crée une 0-liaison entre ces deux brins. L’opération [1(C, x,y) crée une
1-liaison depuis le brin z vers le brin y.

Ainsi, dans la carte (0(C,z,y), on a ap(z) = y et ap(y) = x, le O-lien étant symétrique
puisque « doit étre une involution. Et dans la carte [1(C,z,y), on a «;(x) = y, mais pas
toujours a; (y) = z, puisque «; doit définir une permutation qui n’est pas nécessairement une
involution. Nous aurons besoin plus loin que ces générateurs de base commutent entre eux,
pour pouvoir considérer comme égales des cartes qui ont été construites en appliquant les
générateurs dans un ordre différent.

F1G. 3.1: Une 2carte simple

Exemple 3.2.1 La carte de la figure 3.1 est représentée par un des termes suivants :

C = 1(11(10(10(10(v, —1,1), —2,2), —3,3), -1, 2), 2, 3)
ou C' = 11(10(11(10(10(v, —3,3),-2,2),2,3),-1,1), —1,2)

ou par tout autre permutation valide des générateurs de base. O

Le profil des générateurs de bases et les axiomes de permutations sont donnés dans la
spécification 2-CARTE-GEN de la table 3.1 ou nous utilisons un style d’écriture proche de
celui qui est proposé dans [77]. Ainsi dans chaque spécification, le mot clé Spéc donne le nom
du module de spécification, le mot clé étend précise les modules importés et étendus dans le
nouveau module, le mot clé avec introduit le corps du module. Ce corps est divisé en quatre
parties. La premiére partie, Sortes, décrit les nouvelles sortes introduites dans le module.
La seconde, Opérateurs, donne le profil des opérateurs définis dans le module, alors que la
troisieme, Axiomes, et la derniére, Préconditions, expriment respectivement les axiomes
et les préconditions précisant le comportement et 'usage de ces opérateurs.

Les sortes correspondent intuitivement a des types abstraits dont les éléments sont cons-
truits par les générateurs. Dans la spécification 2-CARTE-GEN, la sorte Brin est définie
comme étant égale a la sorte Int. La sorte 2Carte, définie dans ce module de spécification,
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TAB. 3.1: Générateurs des cartes

Spéc 2-CARTE-GEN étend BOOL, INT avec

Sortes Brin = Int,2Carte (renomme la sorte Int en Brin)
Opérateurs

v : — 2Carte (carte vide)

[0 : 2Carte Brin Brin — 2Carte (0-ligison)

I1 : 2Carte Brin Brin — 2Carte (1-ligison)

Axiomes (C : 2Carte ; x,y,z,t: Brin
10(10(C, z,y), z,t) =10(10(C, z,t), x,y
l]'(l]'(C7 x’ y)7 Z7 t) = ll(l1(07 Z7 t)7 x’ y
lO(l]'(C7 x’ y)7 Z7 t) = ll(l0(07 Z7 t)7 x’ y

Fin

)
)
)
)

recouvre I’ensemble des termes de type abstrait 2Carte et représentant une carte de dimension
2. Ces termes sont construits a partir des générateurs v, [0 et [1 qui sont les fonctions qui ont
une valeur de retour de sorte 2Carte. Les termes de sortes 2C'arte sont donc soit v la carte
vide, soit un terme composé d’'insertions et liaisons successives dans la carte vide.

Les générateurs v, [0 et [1 permettent la construction d’ensembles de brins 0- ou 1-liés
sans contraintes. Pour nous assurer que nous construisons bien des cartes, nous utilisons
des préconditions qui définissent des contraintes limitant 1’utilisation de chaque opérateur.
Afin de pouvoir définir ces préconditions et pour pouvoir observer les cartes construites, nous
définissons un ensemble d’observateurs ou de sélecteurs de base, ag, a1, a_1 et e, dont les deux
premiers correspondent aux fonctions ag et oy utilisées dans la définition des cartes.

Ces sélecteurs devant permettre I'observation de toute carte, nous leur ajoutons un pa-
ramétre de sorte 2Carte. Ainsi les sélecteurs ay(C,z) et ay(C,x) donnent respectivement
Iimage d’un brin x par les fonctions ag et «q, dans la carte C. Le sélecteur e(C,x) teste
I’existence du brin x dans C.

Pour pouvoir définir a; comme une permutation totale, méme si tous les liens ne sont pas
explicitement construits, nous définissons la fonction «_;(C, z) qui est U'inverse de ay, et les
fonctions aldl, alil et all qui testent la présence de 1-liens explicites sur le brin . Nous avons
vu que le générateur [1(C, z,y) crée un 1-lien depuis z vers y. Nous dirons que ce lien est un
1-lien direct depuis x et un 1-lien indirect vers y.

Ainsi, ald1(C, x) test ’absence de 1-lien direct depuis z, et donc, renvoie vrai si z n’a pas
été explicitement lié & un brin y, par 'utilisation de [1(C’, z,y). Respectivement, alil(C, x)
teste ’absence de 1-lien indirect vers = créé par l'utilisation de [1(C’,y, z). Et la fonction
all(C, ) teste absence de 1-lien direct ou indirect sur x.

La figure 3.2 schématise I’é¢tude de cas utilisée dans la spécification de ;. Lorsque 1’'on
cherche I'image, 2’ = oy (11(C, z,y), 2), de z par oy, dans une carte ou il existe un 1-lien de x
vers y, trois cas ce présentent.

Dans le premier cas (a), z appartient au sommet de z et y, mais il n'y a pas de 1-lien de z
vers z'. Alors la suppression du 1-lien entre x et y déconnecte le sommet. Le brin 2’ recherché
est I'image par a; de z, dans la carte C' ou le sommet a été éclaté.

Dans le deuxiéme cas (b), z appartient au sommet de x et y et il y a un 1-lien de 2z vers
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TAB. 3.2: Sélecteurs de base et préconditions des générateurs

Spéc 2-CARTE étend 2-CARTE-GEN avec

Opérateurs
e : 2Carte Brin — Bool (existence)
ag,a1,a-1 : 2Carte Brin — Brin (fonctions d’adjacence)
all,aldl,alil : 2Carte Brin — Bool (absence de 1-liens,directs,indirects)

Axiomes (C : 2Carte ; z,y,z : Brin)
e(v, z) = faux
G(IO(C,CE,y), Z) = (Z = .’17) \/(Z = y) \% G(C, Z)
e(I1(C,z,y),2) = e(C, 2)

ao(I0(C,z,y),z) =si z=x alors y
sinon si z = y alors =
sinon «ay(C, z)
ay(v,2) =z
a1 (I1(C,z,y),z) =si z=x alors y
sinon si z = a1 (C,y) alors a4 (C, z)
sinon «a;(C, z)
a-1(v,2) =z
a-1(I1(C,z,y),z) =si z =y alors z
sinon si z = a1 (C, z) alors a-1(C,y)
sinon a1 (C, 2)

alil(v,z) = vrai
(11(C,z,y),z) = si z = y alors fauz sinon alil(C, z)

—~

all(C, z) = ald1(C, z) A alil(C, 2)

Préconditions
prec e(C,z) = vrai
prec [0(C,z,y) = x # y A e(C,z) A —e(C,y)
prec I1(C,z,y) = x Zyre(C,x) A e(C,y) A aldl(C,z) A alil(C,y)
prec o(C,z) = prec a;(C,z) = prec a1 (C,z) = ¢(
prec aldl(C,z) = prec alil(C,x) = prec all(C,z) = e(C, x)

Fin

(d) Sil n'y apasde 1-lien depuis z vers 7 (b) S'il y aun 1-lien depuisz vers 7'

F1G. 3.2: Etude de cas pour la recherche de z' = a1 (C, z)
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Z'. Alors la suppression du 1-lien entre x et y ne change pas la configuration du sommet et la
recherche peut continuer dans C'. Le troisiéme cas n’est pas représenté et correspond au cas
ol z n’appartient pas au sommet de x et y. Ce cas est traité comme le second et la recherche
continue dans C.

Les sélecteurs ci-dessus nous permettent de définir précisément les contraintes d’intégrité
sur les cartes en donnant des préconditions a I'utilisation de [0 et [1. Ces contraintes assurent
que, pour une carte C, g et «y sont respectivement une involution sans point fixe et une
permutation de I’ensemble des brins. Elles consistent a vérifier pour [0(C, z, y) que les brins x
et y sont distincts et n’existent pas déja dans C' et pour [1(C, x,y) que = et y sont distincts,
existent dans C' et sont libres de 1-liens respectivement direct et indirect.

Les préconditions sont introduites par le mot clé prec. L’expression prec op(xy,...,2,) =
c(x1,...,x,) signifie que 'opérateur op peut étre utilisé avec les paramétres zy ...z, si la
condition ¢(zy,...,x,) est évaluée & vrai. Les sélecteurs susmentionnés et les préconditions

sur les générateurs de base sont définis dans la spécification 2-CARTE de la table 3.2.

Dans les spécifications, lorsque nous définissons un sélecteur, nous exprimons son compor-
tement envers chaque générateur de base sous forme d’équations. En écrivant ces derniéres, il
apparait que certaines signifient uniquement qu’un générateur, g, n’a pas d’effets sur le sélec-
teur, s. C’est le cas, par exemple, pour le troisiéme axiome définissant e. De telles équations
sont de la forme s(g(C,...),...) =s(C,...).

Comme dans [56], pour simplifier la lecture des spécifications, nous omettons certaines
de ces équations, dont nous dirons qu’elles sont implicites, en sachant qu’elles peuvent étre
reconstituées automatiquement. Ainsi dans la table 3.2, les axiomes entre, respectivement, ayq
et [1, et, ay,a_y et [0, n’apparaissent pas.

La spécification 2-CARTE décrit complétement les cartes de dimension 2 et les opérateurs
permettant de les construire. La sorte 2C'arte ainsi définie vérifie la définition mathématique
qui en a été donnée. Il est, en effet, aisé de vérifier que ag et «; sont respectivement une
involution sans point fixe et une permutation. Ceci pourrait étre prouvé en utilisant les axiomes
et les préconditions définissant ces fonctions, comme cela a été réalisé dans [33].

Une 2-Carte est représentée par une classe d’équivalence de termes de sorte 2C'arte formés
par des applications successives des générateurs de base dont 'ordre d’application est indif-
férent tant que leurs préconditions sont vérifiées. Une carte peut ainsi étre représentée par
n’importe lequel des termes de cette classe d’équivalence.

Nous avons défini un ensemble restreint de sélecteurs qui suffissent a observer les cartes.
On peut noter que ces sélecteurs observent de la méme facon tous les termes représentant une
méme carte.

3.2.2 Opérateurs topologiques

Pour pouvoir manipuler commodément les cartes et, en fait, les termes les représentant,
nous aurons besoin d’opérateurs topologiques de plus haut niveau. Nous séparons ces opéra-
teurs en trois familles : les constructeurs et les destructeurs qui modifient la topologie d'une
carte en y ajoutant ou supprimant des éléments, et les sélecteurs, ou observateurs qui per-
mettent d’observer les propriétés topologiques de ses brins.

L’ensemble de ces opérateurs est défini dans la spécification 2-CARTE-TOPO, décrite dans
la table 3.3, étend la spécification 2-CARTE. Comme pour les sélecteurs, certains axiomes
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implicites, de la forme op(g(C,...),...) = g(op(C,...),...), ol op est un opérateur et g un
générateur, sont omis pour la description des constructeurs.

TAB. 3.3: Opérateurs topologiques sur les cartes

Spéc 2-CARTE-TOPO étend 2-CARTE avec

Opérateurs
ca : 2Carte Brin Brin Brin — 2Carte
dll,ds : 2Carte Brin — 2Carte
da,dai : 2Carte Brin — 2Carte
eqs,eqa : 2Carte Brin Brin — Bool

coupe une aréte en insérant deus brins)
détache un brin de son sommet)
détruit une aréte, une aréte isolée)
teste ’égalité de 2 sommets, 2 arétes)

e e e e

Axiomes (C : 2Carte ; z,y,z,2',y' : Brin)
ca(l0(Cyx,y),z, 2",y ) =siz=xyz=y
alors [1(11(10(10(C, z, "), y,4"), 2", y"), y', x")
sinon [0(ca(C, z,z',y"), z,y)

dil(11(C,x,y),z) =siz =xy 2z =y alors dI1(C, z)
sinon [1(dl1(C, 2),z,y)

ds(C,z) = siall(C, z) alors C
sinon si a1 (C, z) = a1 (C, z) alors di1(C, z)
sinon [1(dI1(C, z),a-1(C, z), a1 (C, 2))

dai(l0(C,z,y),z) =si z=xy z =y alors C
sinon [0(dai(C, 2),x,y)
da(C, z) = dai(ds(ds(C, z), a0 (C, x)), z)

eqe(C,z,y) = (y = z)v(y = ao(C, z))

eqs(C,x,y) = eqs' (C, z,x,y)
eqs' (C,xo,x,y) = si (r = y) alors vrai
sinon si a;(C, z) = o alors faux
sinon egs'(C, zo, 1 (C, z),y)
Préconditions
prec ca(C, z,z',y") = e(C, 2) o prec 10(C,z',y")
prec dl1(C,z) = prec ds(C,z) = e(C,x)
prec dai(C,z) = e(C,x) p all(C,z) A all(C, ag(C, x))
prec da(C,z) = e(C, x)
prec eqs(C, z,y) = prec eqa(C,,y) = e(C,) n ¢(C,y)

Fin

Deux sélecteurs supplémentaires, eqa et eqs, testent 1’égalité de deux arétes et celles de
deux sommets. Pour cela, la fonction eqa(C, x,y) teste si y appartient a Uaréte de z, ¢’est-a-
dire si y est égal & x ou & ap(C, z). La fonction eqs(C, z,y) teste si y appartient au sommet
de x en parcourant ce sommet grace a la fonction auxiliaire eqs'(C, xy, z,y), oul xy est le brin
de départ du parcours et x le brin courant.

Le seul constructeur défini ici est la fonction ca(C,z,z',y’) qui coupe une aréte en deux.
Dans une carte C, I'aréte formée par les brins x et y = o(C, ) est coupée en deux en insérant
les brins 2’ et 3’ entre x et y pour former deux nouvelles arétes {z,z'} et {¢/, y}. La figure 3.3
donne une description graphique de cette fonction. Pour réaliser cette opération, dans la carte
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e—+—e@ _p —+—eo—{+—o
y X y
lacarte C calC, x,x", y")

F1G. 3.3: Illustration du constructeur ca(C,x,x',y")

ca(C,z,z',y") le O-lien entre x et y est détruit, des O-liens sont ajoutés entre x,z’ et y,y et
des 1-liens sont ajoutés entre x’ et /.

AN A

di1(C, x) lacarte C ds(C, x)

F1G. 3.4: Illustration des destructeurs dl1(C,x) et ds(C,y)

Les premiers destructeurs servent & manipuler les sommets. Les fonctions dl1(C,x) et
ds(C, ), représentées figure 3.4, détachent le brin x du sommet auquel il appartient. La
différence réside dans le fait que dl1 détruit simplement toutes les 1-liaisons de z, tandis que
ds, aprés avoir détruit les 1-liaisons de z, place un 1-lien entre les brins a_1(C, x) et oy (C, z),
évitant ainsi I’éclatement du sommet auquel appartenait x.

Les autres destructeurs servent a supprimer des arétes. La fonction dai(C,z) détruit une
aréte isolée qui est une aréte dont les deux brins sont libres de 1-liens. Précisément, dai(C, )
supprime le 0-lien entre les brins x et y = ap(C, ) et ainsi supprime ces deux brins de C.
La fonction da(C,x) détruit une aréte quelconque en deux phases. Elle détache d’abord les
brins z et y de leur sommet transformant l’aréte {x,y} en une aréte isolée et utilise ensuite
dai(C, z) pour supprimer cette aréte.

La spécification 2-CARTE-TOPO définit un ensemble d’opérateurs topologiques permet-
tant la manipulation des 2-cartes. Cet ensemble de fonctions est suffisant pour la construction
du raffinement qui sera décrite plus loin. Les opérateurs sont définis de telle fagon que, s’ils
sont appliqués a deux termes distincts représentant une méme carte, alors ils donnent le méme
résultat.

3.2.3 Opérateurs de plongement

Nous décrivons, dans cette section, les opérations de plongement pour les cartes de dimen-
sion 2. Nous utilisons pour cela une spécification des objets géométriques de R? qui définit
les sortes Point et Segment. Dans celle-ci, un segment est défini par le terme gs(p, q), ou p
et ¢ sont deux points. La fonction egp(p, q) teste si les points p et ¢ sont égaux. La spéci-
fication GEO-2D concernant les objets géométriques de R? et les spécifications POINT-2D,
VECTEUR-2D et SEGMENT-2D qu’elle utilise, sont décrites précisément dans 'annexe A.

Le plongement des sommets d’une carte est réalisé par la fonction gp0(C, z, p) qui 0-plonge
le sommet du brin z sur le point p, dans la carte C'. Cet opérateur est décrit dans la spéci-
fication 2-CARTE-PLONGEE de la table 3.4. Notons que, dans cette derniére, un ensemble
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d’équations implicites peut étre ajouté automatiquement pour spécifier le comportement des
opérateurs topologiques précédemment définis vis-a-vis de ce nouveau générateur.

Comme nous souhaitons que le plongement d’'un sommet puisse étre porté par n’importe
lequel de ses brins, un axiome liant gp0 et [1 est ajouté. Cet axiome stipule que si deux brins
sont 1-liés alors le fait de placer le plongement sur I'un ou 'autre, conduit & deux cartes égales.

Une carte C Lacarte gp0(C, t, p)

F1G. 3.5: Fxemple de plongement et conventions graphiques

Exemple 3.2.2 La figure 3.5 montre un exemple de plongement dans une carte C. Dans la
carte gp0(C, t,p) le sommet de t, contenant les brins t,y et z, est plongé sur p. L’ utilisation de
gp0(C,y,p) ou gp0(C, z,p) aurait conduit au méme résultat. Les plongements sont schématisés
par un nom de point encadré qui est relié, par une courbe en pointillée, a un des brins du
sommet plongeé. O

Des axiomes supplémentaires sont également écrits pour exprimer le fait que le généra-
teur gp0 doit pouvoir, pour les mémes raisons que précédemment, commuter avec les autres
générateurs. Ces axiomes et les équations implicites susmentionnées n’apparaissent pas dans
la table 3.4.

De méme que précédemment, nous définissons un ensemble de sélecteurs et de destructeurs
de base pour le plongement. Les fonctions my et m; renvoient respectivement les 0- et 1-
plongements d’un brin. Ainsi, 7o(C, z) donne le point sur lequel est 0-plongé le sommet de x
dans C. La fonction m(C,z) retourne le 1-plongement de z, c’est-a-dire le segment orienté
[p, ¢, représenté par le terme gs(p, q), si z et «y(C, x) sont 0-plongés sur p et q. Pour écrire les
préconditions sur le plongement, nous avons besoin de la fonction Ip0(C, x) qui teste si z est
libre de O-plongement dans C', c¢’est-a-dire non plongé. Enfin, nous définissons un destructeur
de plongement dp0 qui détruit le O-plongement d’un sommet.

Les préconditions de plongement stipulent que seuls les brins libres de plongement peuvent
étre plongés et imposent que les sélecteurs 7y, m; et dp0O soient appliquées a des brins plongés.
Les générateurs de base et les opérations topologiques ont été définies pour des cartes non
plongées. Certaines de ces opérations doivent étre contraintes pour ne pas agir sur des brins
plongés, ce qui revient a ajouter des conditions de non-alignement & leurs préconditions.

Pour cela nous utilisons la syntaxe prec op(z1,...,z,) +=c(z1,...,x,) signifiant que la
condition ¢(z1, ..., x,) doit étre ajoutée au préconditions précédentes de 'opérateur op. Ainsi,
afin d’assurer qu’il n’y a toujours qu’un seul plongement par sommet, la fonction /1 ne peut
lier deux brins que si I'un d’eux n’est pas plongé et les fonctions dl1 et ds ne peuvent agir que
sur des sommets non plongés. De méme, les fonctions da et dai ne peuvent détruire que des
arétes dont aucun des deux sommets n’est O-plongé.
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TAB. 3.4: Spécification des opérations de base pour le plongement

Spéc 2-CARTE-PLONGEE étend 2-CARTE-TOPO,GEO-2D avec

Opérateurs
gp0 : 2Carte Brin Point — 2Carte (générateur de 0-plongement)
mo : 2Carte Brin — Point (0-plongement d’un brin)
m : 2Carte Brin — Segment (1-plongement d’un brin)
Ip0 : 2Carte Brin — Bool (liberté de 0-plongement)
dp0 : 2Carte Brin — 2Carte (destruction d’un 0-plongement)

Axiomes (C : 2Carte ; z,y : Brin ; p: Point)
gpO(11(C, z,y), =, p) = gpO(IL(C, ,y),y,p)

WO(gpo(Cvmap))y) = si eqv(x,y) alors p sinon WO(Oa y)
771(0) 1‘) = gS(WO(O x):’]TO(C; aO(C) 1‘)))
Ip0(v, ) = vrai
Ip0(gp0(C, x,p),y) = si equ(x,y) alors faux sinon Ip0(C,y)
dp0(gp0(C, z,p),y) = si equ(z,y) alors C sinon gp0(dp0(C,y),x, p)
Préconditions
prec l]-(cv T, y) += lpO(C, 1‘) \% lp0(07 y)
prec dl1(C,z) +=1p0(C,x
prec ds(C,z) +=p0(C, z)
prec dai(C,z) +=Ip0(C, z) A Ip0(C, ap(C, x))
prec da(C,z) +=1p0(C, z) A Ip0(C, ap(C, z))
prec gp0(C, z,p) = e(C,z) A Ip0(C, z)
prec 7o (C,x) = prec dp0(C,z) = e(C, z) A ~lp0(C, x)
prec 71 (C,z) = e(C,x) A —|lp0(C, z) A lp0(C, ap(C, z))
Fin




46 CHAPITRE 3. SPECIFICATIONS ALGEBRIQUES

3.2.4 Opérations géométriques de base

Dans cette section nous définissons quatre opérations géométriques, c’est-a-dire des opé-
rations qui agissent a la fois sur la topologie et le plongement d’une carte. La premiére,
dsp(C, x), détache le brin x de son sommet plongé et duplique son plongement. La seconde,
dap(C, x), détruit I’aréte plongée de z. La troisiéme, cap(C, x, p) coupe I'aréte plongée de x
au point p. La derniére n(C') fournit deux nouveaux brins pour C. Toutes sont décrites dans
la spécification 2-CARTE-GEOL1 de la table 3.5. Les deux principales sont schématisées dans
la figure 3.6.

TAB. 3.5: Spécification des opérations géométriques de base

Spéc 2-CARTE-GEO1 étend 2-CARTE-PLONGEE avec

Opérateurs
dsp : 2Carte Brin — 2Carte (détachement d’un sommet plongé)
dap : 2Carte Brin — 2Carte (destruction d’une aréte plongée)
cap : 2Carte Brin Point — 2Carte (coupure d’une aréte plongée)
n : 2Carte — (BrinBrin) (couple de nouveauz brins)

Axiomes (C : 2Carte ; z,y,z',y’ : Brin ; p: Point)
dsp(C,x) = si all(C,x) alors C
sinon ng(ng(dS(de(C’, .’17), .’17), T, To (07 .’L')), a1 (Ca CU), o (07 .’L'))

dap(C, z) = da(dp0(dp0(dsp(dsp(C, ), ap(C, x)),x), ao(C, x)), )

cap(C,z,p) = gp0(gp0(ca(C, z,2",y"), 2", p),y', p)
avec (z',y") = n(C)

n(C) = (maz(C) + 1,mazx(C) + 2)
max(v) =0
maz(10(C, z,y)) = max3(max(C),x,y)
Préconditions
prec dsp(C,z) = e(C,z) A ~lp0(C, x)
prec dap(C,z) = e(C, z) A ~lp0(C, x) » —~Ip0(C, ap(C, x))
prec cap(C,z,p) = e(C,x)

Fin

X X .y
E— *———F—eo —p o e~ | e
@ X'
Lacarte cap(D,x,p) ;
UnecarteC La carte dps(C,x) Une carte D X' ety’ sont des nouveaux brins

F1G. 3.6: Représentation graphique des fonctions dsp et cap

Plus précisément, la fonction dsp(C,z) commence par détruire le plongement de z, puis
détache x de son sommet et replonge = et un brin du sommet sur ’ancien plongement de x. La



3.2. SPECIFICATION DES 2-CARTES 47

fonction dap(C, x) détache les sommets de 'aréte avec dsp, puis détruit les O-plongements de
ses deux brins et enfin 'aréte elle-méme avec da. L’opération cap(C, z,p) coupe l'aréte {z,y}
plongée sur le segment gs(q,r) en deux, au point p. Pour cela, elle coupe Paréte topologique
avec ca(C,x,x',y"), o 2’ et 3’ sont deux brins fournis par n(C'), et plonge les brins 2’ et y' sur
le point p. On obtient alors deux nouvelles arétes {x,z'} et {y/,y} plongées respectivement
sur les segments gs(q, p) et gs(p,r).

La derniére fonction, n(C'), retourne un couple de nouveaux brins pour la carte C, obtenus
par la fonction maz(C) qui donne le brin le plus grand de la carte C. Rappelons ici que
les brins sont en fait des entiers. Les nouveaux brins sont alors simplement maz(C) + 1
et max(C) + 2. La fonction max3(i, j, k) retourne le plus grand des 3 entiers 7,j et k. La
fonction n retourne un couple de brins que nous avons représenté par la sorte (Brin Brin).
Nous aurions pu définir une sorte pour les couples de brins et les opérateurs permettant de
générer ces couples et d’obtenir séparément les deux membres d’un couple. Cependant, pour
simplifier, nous admettons ici les résultats multiples et les produits cartésiens de sortes.

3.2.5 Sélecteurs géométriques

Pour la définition du raffinement, nous aurons besoin de tester les conditions de planarité
pour une carte. Dans la spécification 2-CARTE-GEO2 de la table 3.6, un ensemble de sélec-
teurs géométriques est défini. Il est basé sur un ensemble d’opérations de tests géométriques
sur les points et segments dont la définition est donnée dans la spécification GEO-2D et qui
est détaillé dans I’annexe A.

La fonction eqsp(C, z,y) teste si les O-plongements des sommets de x et y sont des points
égaux, ce qui est réalisé par la fonction egp définie dans I'annexe A. La fonction nullap(C, x)
teste si une aréte est plongée sur un segment nul, c’est-a-dire dont les extrémités sont égales.
L’opération eqap(C, x, y) teste si deux arétes sont plongées sur des segments égaux, c’est-a-dire
si le plongement de leurs sommets sont égaux deux a deux.

Les autres opérations de 2-CARTE-GEO?2 sont relatives aux recherches d’intersections. La
fonction incident(C, x,y) teste si le sommet de x est géométriquement incident a l'aréte de y,
c’est-a-dire si le point sur lequel est plongé = est a 'intérieur du segment sur lequel est plongé
l'aréte de y. La fonction incident2(C, x,y) retourne vrai si et seulement si un des sommets
des arétes de z et y est géométriquement incident a I'autre aréte. La fonction secant(C, z,y)
teste si les arétes de x et y sont sécantes, c’est-a-dire plongées sur des segments dont les
intérieurs ont une intersection non vide. Et enfin, 'opération intersection(C, x,y) retourne le
point d’intersection entre deux arétes sécantes.

3.2.6 Opérations géométriques sur les sommets

Une autre tache du raffinement est de gérer le probléme du bon classement des sommets.
Pour cela, nous définissons un ensemble de fonctions permettant, d’une part, de tester si
un sommet est bien classé et, d’autre part, de fusionner deux sommets classés. La fonction
class(C, x) teste si le sommet de z est bien classé. L’opération fusion(C,x,y) fusionne deux
sommets distincts, bien classés, qui sont O-plongés sur des points égaux. Elle modifie les
liaisons par «a; existant dans ces deux sommets, pour former un unique sommet bien classé.
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TAB. 3.6: Spécifications des sélecteurs géométriques

Spéc 2-CARTE-GEO2 étend 2-CARTE-GEQO!1 avec

Opérateurs

eqsp : 2Carte Brin Brin — Bool

nullap : 2Carte Brin — Bool

lgap : 2Carte Brin — Float

eqap : 2Carte Brin Brin — Bool
incident : 2Carte Brin Brin — Bool
incident2 : 2Carte Brin Brin — Bool
secant : 2Carte Brin Brin — Bool
intersection : 2Carte Brin Brin — Point

Axiomes (C : 2Carte ; z,y : Brin ; p: Point)

eqsp(C,z,y) = eqp(mo(C, ), m0 (C, y))
nullap(C, z) = eqsp(C, x, ao(C, x))

égalité des plongements de 2 sommets)
nullité du plongement d’une aréte)
longueur du plongement d’une aréte)
égalité des plongements de 2 arétes)
incidence d’un sommet & une aréte)
co-incidence des sommets d’arétes)
arétes plongées sécantes)

point d’intersection de deuz arétes)

NN N N N N N

lgap(C, x) = si nullap(C, z) alors 1 sinon lgseg(m (C, z))

eqap(C,z,y) = [eqsp(C, z,y) r eqsp(C, a0 (C,z),a0(C,y))]
v[egsp(C, x,a0(C,y)) A eqsp(C, ao(C, x),y)]

incident(C, z,y) = incident(mo(C, z), 71 (C,y))
incident2(C, z,y) = incident2(m (C, z), 1 (C, y))
secant(C,x,y) = secant(m(C, z), m (C,y))
intersection(C, x,y) = intersection(m (C, z), m (C,y))

Préconditions

Fin

prec eqsp(C,z,y) = prec mo(C, z) A prec mo(C,y)
prec nullap(C,z) = prec 7 (C, x)

prec lgap(C,z) = prec 71 (C,x)

prec eqap(C,x,y) = prec 71 (C,x) A prec 71 (C,y)
prec incident(C,z,y) = prec mo(C,x) A prec 71 (C,y)
prec incident2(C, z,y) = prec m1(C,z) A prec w1 (C,y)
prec secant(C,z,y) = prec w1 (C,z) A prec 71 (C,y)

prec intersection(C, x,y) = prec secant(C,xz,y) » secant(C, z,y)
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Le classement des arétes autour d’un sommet est basé sur le classement des angles d’inci-
dence de ces arétes. L’opération angle(C, x) donne 'angle, compris entre 0 et 27, entre 1’axe
vertical et le segment orienté sur lequel est plongée I'aréte de x. Notons que le classement des
sommets est indépendant du choix de ’axe utilisé pour le calcul de I'angle.

Comme nous ’avons vu précédemment, pour tester si un sommet est bien classé, la mé-
thode la plus simple est de vérifier que la suite des angles des arétes du sommet, débu-
tant par ’aréte d’angle minimal, est croissante. Nous utilisons donc une fonction auxiliaire
anglemi, (C, x) qui renvoie le brin du sommet de = dont P’aréte est d’angle minimal. La fonction
class réalise alors simplement un parcours du sommet a partir du brin obtenu par angle,,;,,
pour tester si la suite des angles est croissante. Les préconditions de class et de fusion sont
définies par la fonction auxiliaire Ip0_s(C, x) qui teste I’absence de plongement sur le sommet
de x et sur les sommets adjacents.

La fonction fusion(C, x,y) utilise la fonction fusion’ pour interclasser les brins par angles
croissants. Cette derniére démarre avec les 2 brins d’angles minimaux des sommets de z et y,
puis parcourt ces 2 sommets en réorganisant, au fur et & mesure, les liaisons par «; entre leurs
brins. La fonction auxiliaire [1sp(C, x,y), utilisée par fusion-auz place un 1-lien entre deux
brins plongés sur des points égaux, en veillant & ce que I'un des plongements soit supprimé
pour satisfaire les préconditions de [1.

g 0@ P

y' =x1 .
(8 x ety n'ont pas de 1-lien (cl) il y aun 1-lien direct depuis x

(b) x ""apasde 1-lien, il y aun 1-lien direct depuisy (c2) il y aun 1-lien direct depuis x
F1G. 3.7: Ftude de cas pour la fusion de deux sommets

La figure 3.7 schématise les différents cas de la définition de la fonction fusion'(C,z,vy).
Notons que dans cette figure les points p et ¢ sont égaux, mais sont représentés légérement
écartés 'un de 'autre pour plus de clarté.

Dans cette figure, les segments et fléches pleines représentent les brins manipulés et les
1-liaisons existantes. Les brins = et y sont les brins courant de la fusion et le brin noté z;
est I'image de x par a; lorsqu’elle est requise. Le cas (a), pour lequel x et y ne possédent
aucune 1-liaison, correspond au cas trivial ou & la condition d’arrét de la fusion. Le cas (b),
pour lequel x n’a pas de 1-liens, correspond a I'arrét du parcours du sommet de z, la fusion
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TAB. 3.7: Spécifications des opérations géométriques pour les sommets

Spéc 2-CARTE-GEO8 étend 2-CARTE-GEQO2 avec

Opérateurs
angle : 2Carte Brin — Real (angle d’une aréte plongée)
class : 2Carte Brin — Bool (test du classement d’un sommet)
fusion : 2Carte Brin Brin — 2Carte (fusion de deux sommets)

Axiomes (C : 2Carte ; z,y : Brin ; p: Point)
angle(C, z) = si nullap(C, z) alors 0 sinon angle(m(C, x))
anglemin(C,x) = angle! . (C,z,x)
angle! . (C,xg,z) = si (a-1(C,z) = xo) v(angle(C,a-1(C,z)) > angle(C,x)) alors
sinon angle),,..(C, zo,a-1(C, ))
class(C, z) = class'(C, anglenmin(C, x), anglemin (C, z))
class'(C,xo,x) = si (a1 (C,x) = xo) alors vrai
sinon (angle(C, z) < angle(C,a1(C, x))) A class'(C, zg, a1 (C, z))

[1sp(C,z,y) = 11(dp0(C,y),z,y)
fusion(C,z,y) = fusion'(C, anglenin(C,x), anglenin(C,y))

fusion'(C,x,y) = si angle(C,x) > angle(C,y)
alors fusion'(C,y,x)
sinon si all(C, z)
alors si all(C,y)
alors 1sp(C, z,y)

sinon [1sp(fusion'(dsp(C,y),y,a1(C,y)), z,y)
sinon si angle(C, a1 (C, z)) > angle(C,y)
P

)
alors 1sp(fusion'(dsp(C, z),y, a1 (C,x)),z,y)
sinon [1sp(fusion'(dsp(C,x), a1 (C, x),y), z, a1 (C,x))

Ipo_s(C,z) = Ip0(C, z) A lpo(C, z, x)
Ipo_s'(C, xg,x) = si (a1 (C, ) = xo) alors Ip0(C, ap(C, x))
sinon Ip0(C, ap(C, ) A lpol(C, xg, a1 (C, x))
Préconditions
prec angle(C, z) = prec 7 (C, x)
prec class(C,z) = e(C,x) A ~lpos(C, x)
prec llsp(C, T, y) = prec eqsp(c> T, y) A eqsp(c> T, y) A —|€q8(0, T, y)
prec fusion(C,z,y) = prec [1sp(C,x,y) » ~lpos(C,x) » =lpos(C, z) A class(C, x) A class(C,y)
Fin
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continuant alors avec les brins du sommet de y. Les deux cas (c¢) sont les cas généraux. Pour
(c1), angle de x; est plus grand que I'angle de y et pour le cas (¢2) c’est la situation inverse.
Pour ces deux cas la fusion continue avec les brins z’ et y'.

Les fleches blanches et les segments en pointillés représentent les brins et 1-liaisons qui
peuvent éventuellement exister et illustrent ’avancement de la fusion. La fonction fusion’ est
récursive. Pour schématiser cet aspect, les brins sur lesquels la récursion s’effectue sont notés
2" et y'. Aprés 'appel récursif, une liaison est placée entre les deux premiers brins du futur
sommet. Elle correspond a l'utilisation de la fonction [1sp dans les spécifications. Les fleches
noires avec des tirets représentent ces 1-liaisons ajoutées aprées ’appel récursif.

3.3 Opérations de manipulation des labels

Dans cette section nous décrivons les opérations liées a la manipulation des labels dans une
carte plongée. Pour simplifier, nous utiliserons des entiers comme identificateurs d’objets. Un
label est ainsi un ensemble d’entiers. Nous ne détaillons pas les opérations sur les ensembles
dont les spécifications classiques peuvent étre trouvées dans [42]. Rappelons que pour un brin,
son ¢-label est I’ensemble des objets identifiés auxquels appartient sa cellule de dimension ¢,
avec 1€{0,1,2}. Donc le 0-label correspond au sommet, le 1-label a 'aréte et le 2-label a la
face du brin.

La table 3.8 décrit les générateurs de label gl0, gl1 et gl2, pour chaque dimension. Nous
n’avons pas détaillé les axiomes de permutations entre ces nouveaux générateurs de base et
les générateurs de base précédemment définis. Un ensemble d’axiomes implicites décrit le
comportement des opérateurs précédemment définis avec les générateurs de plongement, ainsi
que le comportement des opérations sur les labels décrites dans cette section vis-a-vis des
générateurs des cartes.

La table 3.8 spécifie un ensemble de sélecteurs, label0, labell et label2, permettant d’obtenir
le label d’un brin a chaque dimension. Elle définit également un ensemble de fonctions, sl0, sl1
et sl2, servant a supprimer le label d’un brin. Leurs axiomes ne sont pas donnés car ils sont
tout a fait semblables aux sélecteurs correspondants.

La définition des sélecteurs et leurs préconditions imposent qu’il n’y ait qu’un O-label par
sommet et qu’'un 1-label par aréte. Par contre, chaque brin d’une face posséde son propre 2-
label. Ceci est nécessaire pour I’évaluation d’opérations booléennes par complétion des labels
et sera justifié par la suite.

Pour assurer la préservation des labels pendant le raffinement géométrique, comme cela
sera expliqué plus loin, nous aurons besoin d’opérations géométriques prenant en compte les
labels. Ces opérations doivent, d’une part, ne pas créer de vide ou de trous. Ainsi, lors des
coupures d’arétes, les nouveaux brins qui sont insérés dans la carte doivent hériter de labels
cohérents avec les labels des brins auxquels ils sont reliés. Pour cela nous définissons une
opération de coupure d’arétes labellées capl(C,x) qui coupe Paréte de x et recopie les labels
de x et ay(C, z) sur les nouveaux brins.

Par ailleurs, nous aurons besoin d’opérations permettant d’éviter la perte d’information
due a la suppression d’aréte. Nous définissons une opération de fusion de deux arétes labellées
fapl(C,x, z) qui détruit 'aréte de z aprés avoir ajouté ses labels a ceux de Paréte de z.

Enfin, comme il ne doit y avoir qu’un 0-label par sommet, nous définissons une opération
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TAB. 3.8: Spécification des opérations de base pour les labels

Spéc 2-CARTE-LABELLEE étend 2-CARTE-GEO3 avec

Sortes Label = Set[Int] (les labels sont des ensembles d’entiers)

Opérateurs
gl0 : 2Carte Brin Label — 2Carte
gll : 2Carte Brin Label — 2Carte
gl2 : 2Carte Brin Label — 2Carte générateur de 2-label)
sl0 : 2Carte Brin Label — 2Carte suppression d’un 0-label)

(générateur de 0-label)
(
(
(
sll : 2Carte Brin Label — 2Carte (suppression d’un 1-label)
(
(
(
(

générateur de 1-label)

sl2 : 2Carte Brin Label — 2Carte suppression d’un 2-label)
labelO : 2Carte Brin — Label 0-label d’un brin)
labell : 2Carte Brin — Label 1-label d’un brin)
label2 : 2Carte Brin — Label 2-label d’un brin)

Axiomes (C : 2Carte ; x,y : Brin ; L : Label)
/* aziomes de permutations */

labelO(v,z) = 0
label0(glO(C, z, L), y) = si equ(x,y) alors L sinon label0(C,y)

labell(v,x) =
labell(gl1(C iz, L),y) =siy ==z v y = ap(C, z) alors L sinon labell(C,y)

label2(v,z) = 0
label2(gl2(C,z,L),y) = si y == z alors L sinon label2(C,y)
Préconditions
prec glO(C,z, L) = label0(C,z) = DAL # 0
prec gl1(C,z,L) = labell(C,z) = DAL #0
prec gi2(C,x,L) = label2(C,x) = DAL £ 0
Fin

TAB. 3.9: Spécification des opérations géométriques avec labels

Spéc 2-CARTE-GEOLABEL étend 2-CARTE-LABELLEE avec

Opérateurs
capl : 2Carte Brin Point — 2Carte (coupure d’aréte labellée)
fapl : 2Carte Brin Brin — 2Carte (fusion d’arétes labellées)
fusionl : 2Carte Brin Brin — 2Carte (fusion de sommets labellées)

Axiomes (C : 2Carte ; z,y : Brin)
fusionl(C, z,y) = glO(fusion(sl0(sl0(C, z),y), z,y), z,label0(C, x) U label0(C, y))

Préconditions

Fin
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de fusion de sommets labellés fusionl(C, z,y) qui fusionne les sommets des brins = et y aprés
avoir regroupé leurs 0-labels. L’ensemble de ces opérations est spécifié dans la spécification
2-CARTE-GEOLABEL, détaillée dans la table 3.9. Seul I'axiome de fusionl est donné. Les
axiomes des deux autres opérations sont semblables et sans intérét. Ces trois opérations
suppriment les labels des brins concernés, réalisent 1’opération géométrique associée, puis
réinsérent des labels qui sont soit la copie des anciens pour capl, soit I'union des anciens en
cas de fusion.

3.4 Spécification des 3-cartes

Les 3-cartes sont spécifiées exactement comme les 2-cartes. Le seul changement correspond
a 'ajout d’un générateur [2(C, x, y) réalisant une 2-liaison entre les brins x et y.
J g Ly Y )

TAB. 3.10: Générateurs des 3-cartes

Spéc 3-CARTE-GEN étend BOOL, INT avec

Sortes Brin = Int,3Carte (renomme la sorte Int en Brin)
Opérateurs

v : — 3Carte (carte vide)

[0 : 3Carte Brin Brin — 3Carte (0-ligison)

I1 : 3Carte Brin Brin — 3Carte (1-liaison,)

12 : 3Carte Brin Brin — 3Carte (2-liaison)

Axiomes (C : 3Carte ; z,y,z,t: Brin)
axiomes de permutation

Fin

Nous ne détaillons pas les spécifications des opérateurs topologiques et géométriques pour
les 3-cartes. Ils sont définis de la méme facon qu’en dimension 2. La seule différence se situe
au niveau des définitions de a; et ay. Pour les 3-cartes, «a; est une involution et donc définie
comme l'est ag pour les 2-cartes, alors que as est une involution qui est définie comme 1’est
«y pour les 2-cartes.

Nous présentons, par contre, les seuls opérateurs topologiques différents et qui seront
utilisés lors du raffinement 3D. Ces opérateurs sont schématisés dans la figure 3.8.

y 4 y 4 y 4+ q Py 4 i

1 1 p 1 pse——q 1 pe—e— | p q
X 1 Xi- 1 Xi- 1 Xi- 1 Xi- 1 T
UnecarteC iS(C,x,p) ia(C,x,p,q) i2a(C,x,p,q.r) cutf(C,x,y,p,q)

F1G. 3.8: Exemple d’opérateurs topologiques sur les 3-cartes

L’opération is(C,x,p) insére un sommet plongé sur p dans l'aréte de x. L’opération
ia(C,z,p,q) insére une aréte double plongée sur le segment [p,q] et telle que le sommet
plongé sur p soit inséré dans l'aréte de x. L’opération i2a(C, z,p, q,r) est un raccourci pour
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insérer deux arétes doubles, plongées sur [p,q| et [¢,r]. Elle est utilisée pour insérer l'aréte
[q, 7] & Uintérieur de la face de z, en la rattachant a son bord au point p. La derniére opération,
cutf(C,z,y,p,q) coupe localement une face en deux morceaux séparés par une aréte double
plongée sur [p, ¢, entre les brins = et y.

Enfin, dans le raffinement 3D, nous utilisons une opération de fusion d’arétes qui réorganise
les 2-liaisons autour de deux arétes. Cette opération est définie exactement comme la fusion de
sommets en dimension 2. La seule différence se situe au niveau du calcul de 'angle permettant
I'interclassement. En dimension 3, 'angle utilisé est I’angle que forme le plan de la face d’un
brin autour de I’axe formé par son aréte.



Chapitre 4

Le ratiinement des cartes en dimension 2

L’auto-raffinement d’une carte combinatoire plongée et labellée revient a lui appliquer
un certain nombre de transformations, mettant en jeu les opérations géométriques décrites
précédemment, jusqu’a ce qu’elle remplisse les conditions de planarité et de bonne labellisation
définies dans la proposition 2.2.11 et la définition 2.3.2. Ce raffinement se divise en deux
étapes. La premiére transforme la carte jusqu’a ce qu’elle soit bien plongée. La seconde réalise
la complétion des labels. Ces deux étapes sont séparées car la complétion des labels repose
sur la comparaison des labels des différentes cellules de la carte et nécessite donc que celles-ci
soient complétement calculées.

Tous les algorithmes permettant d’évaluer un tel raffinement doivent appliquer le méme
type d’opérations. Les seules différences existant réellement entre ces algorithmes se situent
dans les stratégies choisies pour 'application de ces modifications. Ainsi, un bon moyen pour
décrire formellement ces transformations, en se libérant des problémes liés au choix d’une stra-
tégie, consiste a utiliser les techniques de réécriture. Chaque transformation élémentaire, et
les conditions sous lesquelles elle peut étre appliquée, peut étre décrite par une régle de réécri-
ture conditionnelle. L’ensemble de ces régles constitue un systéme de réécriture conditionnel
modulo [10, 26].

Nous utilisons cette méthodologie car elle a I'avantage de permettre une décomposition
du raffinement en un ensemble de transformations élémentaires et indépendantes qui est une
expression précise et concise du raffinement. De plus, en rejetant a un autre niveau le choix
d’une stratégie d’application des transformations, cette méthode conduit & une définition
simple et lisible d’'une opération a priori complexe. Enfin, cette approche permet, comme
nous le verrons dans la seconde section, la démonstration d’un certain nombre de propriétés
logiques des transformations décrites et, en particulier, la terminaison et la confluence.

Le choix de la réécriture pour décrire le raffinement, a la place des spécifications algé-
briques que nous avons utilisées jusqu’ici, se fonde également sur le fait que, & notre sens,
la réécriture permet de rendre plus naturellement la notion de transformations successives.
De plus, la forme méme des régles de réécriture nous permettra, dans le chapitre suivant,
d’étudier diverses stratégies pour ’application des ces regles.

%)
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4.1 Le systéme de réécriture

Dans cette premiére section, nous décrivons le systéme de réécriture définissant le raffine-
ment d’une carte combinatoire plongée. Pour simplifier cette premiére description, nous ferons
abstraction des labels de la carte. Les problémes liés a la manipulation des labels et a leur
complétion seront abordés dans une section suivante.

Dans la suite, une régle R du systéme de réécriture sera écrite suivant la syntaxe suivante :

condition
R: % si { -

condition,,
ol au numérateur figure la carte initiale C' et au dénominateur la carte C” aprés transforma-
tion. Les conditions 1 & n situées apres le si, lorsqu’elles sont évaluées a vraz, permettent le
déclenchement de cette régle. Notons que 'ordre d’évaluation des conditions n’a ici aucune
importance. Les régles de réécritures sont illustrées graphiquement dans la figure 4.1 et des
explications intuitives sont données ci-aprés. Nous verrons plus loin une description formelle
du systéeme de réécriture.

[p-. g
l
X y L
\
z
w 4>R2
y
21«/ ~
X RB'

Fi1G. 4.1: Hllustration graphique des régles de réécriture

Les régles de réécriture décrivent les transformations a effectuer sur une carte pour qu’elle
vérifie les conditions décrites dans la proposition 2.2.11. Ces transformations découlent sim-
plement de ces conditions. En fait, pour chacune d’elles, on définit une régle qui modifie la
carte si elle contient un brin ou un couple de brins ne la vérifiant pas.

Ainsi, la premiére régle R, supprime, si elle existe, une aréte nulle, représentée par une
boucle, plus visible, dans la figure 4.1. Lorsque deux arétes sont superposées, la régle R,
supprime 'une des deux. La régle R3 réalise la coupure par incidence. Lorsqu’un sommet est
incident & une aréte, celle-ci est coupée en deux. La régle R, est la coupure par intersection.
Lorsqu’il existe une intersection franche entre deux arétes, celles-ci sont coupées en leur point
d’intersection.
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Les deux derniéres regles traitent les sommets. La régle R5 fusionne deux sommets distincts
ayant le méme 0-plongement. La derniére reégle Rg éclate les sommets non classés. Lorsqu’un
brin appartient & un sommet non classé, il est détaché de ce sommet. Cette régle est appliquée
jusqu’a ce que le sommet restant soit bien classé ou complétement éclaté. Le sommet sera
alors correctement reconstruit par Rs. Dans la figure 4.1, et uniquement pour Rg, les liaisons
par o sont représentées par des arcs de cercles.

TAB. 4.1: Systeme de réécriture pour le raffinement des cartes plongées

R - gp0(C, z, p)

1 si nullap(gp0(C, z,p), )
dap(gp0(C, x, p), z)

R, - gp0(gp0(C, z,p), 2, q)
2

: si eqap(gp0(gp0(C, z,p), 2, q), , 2)
dap(gp0(gp0(C, z,p), 2,q), 2)

R3 X ng(ng(C,x,p),z,q) . {—nnullap(ng(ng(C,x,p),z,q),z)
~ cap(gp0(gp0(C, z,p), 2,9), z, q) incident(gp0(gp0(C, z,p), 2,q), 2, )

Ry :

9p0(gp0(C, z,p), 2, q) .

~—— si secant(gp0(gp0(C, z,p), 2, q), z, 2)
cap(cap(gp0(gp0(C, z,p), 2, ), @, ), 2, i)

avec 1 = intersection(gp0(gp0(C, z,p), z,q),x, z)

Rs : ng(ng(C,x,p),z,q) si {_quU(C,J?,Z)
" fusion(gp0(gp0(C, z,p), 2,q),x,2)  |eap(p;q)
0(C
R : 9p0(C, 7, p) si —class(gp0(C, z,p), x)

* dsp(gp0(C, z,p), x)

La table 4.1 montre la définition formelle du systéme de réécriture décrit ci-dessus. La
réécriture est effectuée modulo les équations de la spécification des cartes. Précisément, lorsque
I’on cherche a appliquer une régle a une carte C' donnée, contenant un sous-terme u, on cherche
a unifier ce sous-terme u avec le numérateur de I'une des régles.

Pour cela, on utilise les équations des spécifications, et notamment les équations de permu-
tation, pour remplacer u par un terme lui étant égal et pouvant s’unifier syntaxiquement avec
un numérateur. Cette étape correspond, pour I’essentiel, & une commutation des générateurs
de base [0,[1 et gp0 dans u, jusqu’a ce que les générateurs en téte du terme correspondent au
motif décrit par un numérateur. Puis u est remplacé dans la carte C' par le dénominateur de
la régle utilisée. On dit, dans ce cas, que la réécriture est effectuée modulo les équations de la
spécification.

Exemple 4.1.1 Dans la régle Ry de la table 4.1, le numérateur, N = gp0(C, x, p), correspond
a une carte N dans laquelle un brin x et plongé. La condition nullap(gp0(C, x,p), x) précise
que Ry peut étre déclenchée si 'aréte de x est nulle. Le dénominateur D = dap(gp0(C, x,p), x)
décrit laction a effectuer sur N, en [’occurrence la suppression de cette aréte. La régle Ry peut
donc se lire de la facon suivante : s’il existe dans N un brin x dont ’aréte est nulle, cette
derniere est détruite. O
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Les transformations induites par le déclenchement d’une régle de réécriture ne doivent pas
pouvoir engendrer des erreurs de précondition dans la carte a raffiner. Pour cela, il faut ajouter
des contraintes a la méthode de réécriture que nous avons esquissée ci-dessus. Une régle ne
peut étre utilisée que si les préconditions des opérations apparaissant dans ses conditions de
déclenchement sont remplies et si ces mémes conditions sont évaluées a vraz.

De plus, il faut que le remplacement du sous-terme transformé engendre une carte correcte,
c’est-a-dire dont les générateurs vérifient toutes leurs préconditions. Intuitivement, cela signifie
que 'on ne peut réécrire un sous-terme d’une carte que s’il contient toutes les informations,
les liens et les plongements, concernant les brins sur lesquels portent les transformations.

Pour une définition formelle de la réécriture, nous notons R l’ensemble des régles du
systéme de réécriture, E' ’ensemble des équations des spécifications algébriques des 2-cartes
et s =t le fait que deux termes s et ¢ sont égaux modulo un nombre quelconque d’équations
de E. Nous notons, de facon plus condensée, C' R C" le fait que la carte C' se réécrit en
la carte C' en utilisant une des régles de R, modulo les équations de E. Et pour une régle
particuliére, nous écrivons ¢y p ... ¢ | n — d ol n est numérateur de cette régle, d son
dénominateur et les ¢; ses conditions de déclenchement. La définition formelle de la relation

P est alors la suivante :

Définition 4.1.1 Soient une carte C' représentée par le terme s et une carte C' représentée

par le terme t, alors C' i C'" si et seulement si :

- u est un sous-terme de s a la position p, u =5 |, ;

- il existe une régle ¢y p...nCm | 0 — d et une substitution o tel que u soit égal modulo
E an dont les variables sont associées a celles de u par o, u = no ;

- les conditions de déclenchement c; et leurs préconditions sont évaluées a vrai ;

- t est égal a s dans lequel on a remplacé v par d dont les variables sont substituées de la
méme fagon, t = s[do], ;
- t est un terme correct apres ce remplacement.

Dans la table 4.1, on peut remarquer que les numérateurs sont toujours décrits avec le
générateur gp0. Ceci est di au fait que les conditions font toutes appel a des tests géométriques
et nécessitent donc des brins plongés. De plus, il faut que les permutations utilisées durant
la phase d’unification n’entrainent pas d’erreurs de précondition. Or gp0 a la propriété de
toujours pouvoir permuter vers I’extérieur du terme. Ainsi son utilisation assure que les autres
générateurs, le [0 ayant réalisé I'insertion des brins concernés et les [1 définissant leurs 1-
liaisons, peuvent toujours se trouver a l'intérieur du terme décrivant un numérateur.

La phase de recherche pour unifier s au numérateur d’une régle peut étre vu comme un
test existentiel, puisque le plongement d’un brin assure son existence. C’est pourquoi, pour
condenser ’écriture des régles et pour permettre une lecture plus aisée, nous noterons x € C'
dans les conditions d’une régle pour signifier que x est un brin qui apparait dans 1'un des
générateurs, et en particulier gp0, de la carte C'. Ainsi la notation x € C' est un raccourci pour
C = gp0(C',x,p) et xeC 5 zeC pour C' = gp0(gp0(C’, x,p), z,q) modulo les permutations.
Notons que cette notation peut donner I'impression que le systéme simplifié de la table 4.2
n’est pas un véritable systéme de réécriture au sens de [26], puisque a premiére vue des
variables n’appartenant pas au numérateur sont introduites dans le reste des régles. Ce n’est
bien str pas le cas.
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TAB. 4.2: Systeme de réécriture simplifié avec tests existentiels

. C .{:1:60 R - C s {xeC’AzeC’
" dap(Cx) nullap(C, ) Y cap(eap(C, z,0), 2,9) secant(C,x, 2)
avec i = intersection(C, x, z)
reCprzel

RQ:LSi {:EEC/\ZGC 5:#& —equ(C, z,y)

dap(C, z) eqap(C, , ) fusion(C, z,y) eqsp(C, 1, y)
rzeCprzel

R3: CL si ¢ —nullap(C, 2) Rg : % si {f;is(c z)

cap(C, . p) incident(C, z,x) sp(C, ) ’

Le systéme de réécriture de la table 4.2 décrit complétement et clairement le raffinement
d’une carte. Le résultat, lorsque plus aucune régle ne peut étre déclenchée, vérifie bien les
conditions de planarité décrites dans la proposition 2.2.11. En effet, si 'une des conditions
n’était pas remplie, il est aisé de voir que I'une au moins des régles pourrait étre déclenchée.
Il nous reste ainsi a vérifier, d’'une part, que le raffinement est calculable, c’est & dire que
le processus de transformation termine, et d’autre part, que le résultat est unique et donc
ne dépend pas de l'ordre de déclenchement des régles. Ces démonstrations, données dans les
deux sections qui suivent, sont rendues possibles par le formalisme utilisé.

4.2 Terminaison

4.2.1 Généralités

La premiére qualité que 1'on attend d’un systéme de réécriture, ainsi que de tout calcul
informatique traditionnel, est sa terminaison [53]. On dit qu’un systéme est a terminaison
finie lorsqu’il n’existe pas de suite infinie d’applications de régles et cela quelles que soient les
données initiales. Ainsi, dans notre cas, partant d’une carte donnée et appliquant les régles du
systéme, on arrive, au terme d’'un nombre fini de réécritures modulo, a une carte ne pouvant
déclencher aucune des régles. Cette carte est une forme normale de la carte initiale par rapport
au systéme de réécriture.

La méthode standard pour montrer la terminaison d’un systéme de réécriture, est la
construction d’un ordre de réduction sur les termes, c’est-a-dire bien fondé et monotone, tel
que I'application d’une régle transforme un terme donné en un terme plus petit pour cet ordre.
Les ordres classiques utilisent la syntaxe des termes et un pré-ordre, appelé une précédence,
sur les symboles de fonctions [53, 10, 25].

Or, dans notre cas la construction d’un tel ordre est difficile car, syntaxiquement, la taille
d’une carte augmente lors de son raffinement, des brins et des liaisons pouvant y étre ajoutés.
Bien siir, il est possible de construire des ordres de réduction basés sur la syntaxe méme dans
ce cas. Mais ici, il est clair que le systéme termine, en fait, parce que le nombre d’intersections
ou de sommets superposés dans une carte diminue lors de son raffinement, ce qui est une
mesure sémantique et non pas syntaxique de ’avancement du processus.
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Pour résoudre ce probléme délicat, nous nous appuyons sur la technique de [15] qui repose
sur 'utilisation d'un ordre sémantique > e, plus riche qu'un ordre reposant purement sur
la syntaxe, car faisant intervenir le sens que ’on donne aux régles de réécriture. Cet ordre,
également basé sur une précédence, fait intervenir, de surcroit, une mesure des cartes, notée
m. Lorsque deux termes ne peuvent étre comparés syntaxiquement en utilisant la précédence,
leurs mesures respectives sont comparées.

La mesure m doit faire apparaitre 1’état de raffinement d’une carte. Pour cela, notons
que les régles de raffinement se divisent naturellement en deux groupes. Le premier, formé
des régles Ry a R4, gére les arétes. Le second, formé par Ry et Rg, rectifie les sommets.
Nous considérons alors la mesure comme un couple (m0, m1) dont les composantes mesurent
I’avancement des transformations réalisées par ces deux groupes.

4.2.2 La composante my

La composante mg doit décroitre strictement en cas de coupure ou de suppression d’arétes.
La premiére idée serait de considérer comme mesure la somme des carrés des longueurs des
arétes. En effet, lorsque ’on coupe une aréte de longueur [ = a+b en deux arétes de longueurs
a et b non nulles, on a bien (a+ b)? > a® + b*>. De méme, la suppression d’une aréte non nulle
soustrait un réel strictement positif de cette somme. Pourtant, cette mesure ne convient pas
car elle ne construit pas un ordre bien fondé. Il existe, en effet, des suites de réels positifs
décroissantes et infinies.

Cette premiére idée nous guide cependant vers une solution plus subtile, basée sur le
méme principe, mais utilisant des entiers. Nous remplagons la longueur [ d’'une aréte non
nulle par lentier [[| qui lui est immédiatement supérieur ou égal. Une aréte nulle étant
toujours comptée 1, on a [I] > 1. Montons que pour a et b rééls, [a +b1% > [a]? + [b]? si
et seulement si [a] > 2 et [b] > 2, en utilisant la proposition suivante.

Proposition 4.2.1 [a+b]=[a]+ [b] oua+b] =[a]+[b] —1.

Preuve 4.2.1 Cette premiere proposition se montre aisément en utilisant la définition de

R

a = [a]—a, avec acl0,]1]

B = [b]—0b, avec fel0,1]
a+b = Ja]+[b]+7, avecy=—(a+p3)¢c]—2,0]
l[a+b] = [a]+[b]+]y], avec|[y]=0ou—1.

Proposition 4.2.2 [a+b1% > [a]*+ [b]? si et seulement si [a] > 2, et, [b] > 2.

Preuve 4.2.2 En effet, dans le cas ot [a+b] = [a]+ [b], alors le résultat est immédiat et
lorsque [a+b] = [a]+ [b] — 1, alors :

[a+b]% > [a]*+[b]?
< 2[al[b] —2[a]=2[b]+1 > 0
& fal(fo] =2)[b1([a]=2)+1 > 0
Sla]l>2 et [b]>2
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O

Il reste alors un probléme pour les arétes de longueur inférieure ou égale a 1. Pour le
contourner il suffit de diviser les longueurs des arétes par la moitié de la longueur minimale
des arétes non nulles de la carte et de compter 2 pour une aréte nulle. Les mesures considérées
seront alors toujours supérieures ou égales a 2. Notons que cette longueur minimale existe
et est non nulle car ’ensemble des brins est fini. Formellement nous obtenons la définition
suivante :

Définition 4.2.3 mg =1 > [2I(x)/= 12, avec :
©2EC
{ 1 si l’aréte de x est nulle;

- l(x) = L .

longueur de ’aréte de x sinon.

-e= grﬂrélg {l(z)}.

La somme est divisée par 2, car elle est réalisée sur I’ensemble des brins de la carte et donc
chaque aréte est comptée deux fois.

4.2.3 La composante mq

La composante m; doit rendre compte de I’état de reconstruction des sommets. La régle
Rs, fusionnant deux sommets, en supprime toujours un. La régle Rg ajoute un sommet, mais
fait disparaitre un brin non classé. Nous pouvons donc définir m;(C) comme étant le nombre
de sommets dans la carte C, plus 2 par brin appartenant & un sommet non classé. Les régles du
premier groupe pouvant faire augmenter le nombre de sommets, la composante mq doit avoir
plus de poids que m;. La mesure d’une carte sera donc le couple m(C) = (mgy(C'), m(C)).

4.2.4 Spécification de la mesure d’une carte

La mesure m et ses deux composantes sont spécifiées dans la table 4.3 qui nécessite quelques
explications. La spécification MESURE importe le module NAT qui décrit les entiers naturels
et les opérations arithmétiques usuelles sur ces nombres. La composante myg est calculée via
une fonction auxiliaire my(C, £) qui fait intervenir la valeur de €(C') calculé au préalable. Cette
fonction auxiliaire additionne les longueurs des arétes complétement plongées.

Ainsi, lorsque 'on rencontre le générateur gp0(C, x, p), si autre brin, ag(C,x), de aréte
de x n’est pas plongé on ne compte rien et on supprime ce plongement. Sinon, on ajoute la
longueur de l'aréte de x, obtenue par la fonction lgap(C, ) définie dans la table 3.6, a la
mesure de la carte de laquelle on a supprimé l'aréte de z, avec la fonction dap(C, x) définie
dans la table 3.5.

Le comportement vis-a-vis de [0 est implicite, et vis-a-vis de [1 consiste a supprimer le
1-lien qui n’intervient pas dans le calcul, en dupliquant correctement les plongements avec
dsp.

La composante m; compte les sommets et dépend donc des 1-liaisons. Sa définition est
basée sur la suppression systématique des 1-liaisons. Ainsi, si on rencontre le générateur [1,
on supprime cette liaison, ce qui augmente de 1 le nombre de sommets, puis on totalise le
nombre de sommets restant dans la carte auquel on soustrait 1. Lorsque les brins rencontrés
avec le générateur [1 appartiennent & un sommet non classé on ajoute 2 au calcul précédent.
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TAB. 4.3: Spécification de la mesure d’une carte

Spéc MESURE étend 2-CARTE-GEO3,NAT avec

Opérateurs
m : 2Carte — (Nat Nat) (mesure d’une carte)
m0 : 2Carte — Nat (premiére composante)
ml : 2Carte — Nat (seconde composante)

Axiomes (C : 2Carte ; x,y,z : Brin ; p: Point)
m(C) = (mo(C), m1(C))

mo(C) = mg(C,e(C))
mg(v,e) =0
mo(I1(C, z,y),€) = mg(dsp(11(C, z,y), z),€)
mg(gp0(C, z,p),e) = silp0(C, ao(C, x)) alors m{(C,e)
. sinon [2lgap(gp0(C, z,p), x)/e|* + mg(dap(gp0(C, z, p), z),€)
e(v) =

e(gp0(C,z,p)) = si lp0(C, ap(C, z)) alors e(C)
sinon min(lgap(C, z),e(dap(gp0(C, =, p), x)))

myi(v) =0
m1(10(C, z,y)) =2+ m1(C)
m1(I1(I1(C, z,y),y,2)) = six = z alors m (dsp(I1L(I11(C, z,v),y, 2),y))-1
sinon si class(I1(11(C, z,y),y, 2),y)
alors my (dsp(I11(11(C, z,y),y,2),y)-1
sinon 2 + my (dsp(I11(11(C, z,y),y,2),y))-1
m1(11(C,x,y)) = m1(C)-1 si all(C, z) A all(C,y)
ma(gp0(C, 2, p)) = my (C) si all(C,) r al1(C, a0(C, 7))

Fin
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Si le générateur en téte est gp0 on peut supprimer ce plongement a condition que les
brins z et «y(C, x) soient libres de 1-liens. C’est ce qui est exprimé par le mot clé si. Dans
le cas contraire, le plongement reste nécessaire aux calculs des angles. Il faut donc appliquer
des permutations jusqu’a ce que les 1-liens apparaissent en téte et soient supprimés par la
méthode précédente.

Enfin, lorsque 'on arrive au générateur d’insertion [0, il n’y a plus de 1-liens ni de plon-
gement et on compte les deux sommets créés par cette insertion d’aréte.

4.2.5 L’ordre sémantique

L’ordre sémantique est basé sur une précédence sur les symboles de fonctions, notée »=.
Une précédence est précisément un pré-ordre bien fondé, c’est-a-dire une relation binaire tran-
sitive et réflexive telle qu’il n’existe pas de suite strictement décroissante infinie. La relation
d’équivalence ~ associée a = est définie par : f = ¢ si et seulement si f = g et g >= f. L'ordre
partiel, strict et bien fondé, noté >, associé a = est défini par f > ¢ si et seulement si f = g,
et non g = f.

La précédence reflete la hiérarchie utilisée pour la définition des opérations. Ainsi, intui-
tivement, f = ¢ signifie que f est définie en fonction de g. Deux opérations définies par une
récursion croisée sont donc équivalentes pour la précédence. Pour définir »=, nous divisons les
symboles de fonctions selon leurs profils, ce qui nous donne les groupes suivants :

— Pour les fonctions n’agissant pas sur les cartes :

G générateurs des sortes de base (Bool, Int, Point, Seg, ...);

O les autres opérations sur ces sortes (opérations géométriques et arithmétiques) ;
— Pour les fonctions agissant sur les cartes :

G. les générateurs des cartes (v, (0,1 et gp0);

S. les sélecteurs sur les cartes qui sont les fonctions ayant un argument de sorte 2Carte
et une valeur de retour qui n’est pas de sorte 2Carte;

C. les constructeurs et destructeurs des cartes qui sont les fonctions ayant un argument
et une valeur de retour de sorte 2Carte.

En effet, tous les opérateurs sont définis en fonctions des générateurs des sortes leur corres-
pondant, et les fonctions sur les cartes étendent les opérations arithmétiques et géométriques.
La précédence correspond a l'ordre de ces groupes. Ainsi, pour toute fonction g de G, o de
O, g de G., sde S.et cde C,,onac=s =g =03 g Et, pour deux fonctions f et ¢ du
méme groupe, on a f = g et g = f, c’est-a-dire f ~ g.

Apreés ces préliminaires, nous pouvons maintenant définir I’ordre sémantique :

Définition 4.2.4 Soient s et t deuz termes avec s = f(S1,...,8,) et t = g(t1,...,tm), alors
S >sem t Si et seulement si s >gom ti, pour tout i, et une des quatre conditions suivantes est
remplie :

(1) i tel que s; Zsem t
(i) f =g
(iii) f~ g et NAT = m(s) > m(t)
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(iv) f =g et NAT =m(s) =ml(t) et (s1,...,5n) Ssem (1, tn)

ol >, est Pextension lexicographique de >, [25] et NAT | p signifie que 'on peut
démontrer dans l'algébre des entiers définie par la spécification NAT que p est un théoréme.
Si s est une constante alors n = 0 et, respectivement, si ¢ est une constante alors m = 0.
Enfin, des variables ne sont pas comparables par la précédence sauf si elles sont égales.

Les deux premiéres conditions apparaissant dans la définition de >,,,, représentent la
partie syntaxique de cet ordre basée sur la précédence. Les deux derniéres forment la partie
sémantique de 'ordre. La quatriéme condition ne sera d’ailleurs pas utilisée dans la suite.

Dans [15], on montre que 'ordre sémantique ainsi défini est un ordre de réduction. Alors, le
systéme de réécriture R est a terminaison finie s’il est >,,,-orientable, ¢’est-a-dire si chacune
de ses régles l'est. Une régle ¢y p...pCn | n — d est >gp-orientable si Uon a n >, vrai,
n >sem C; pour tout ¢ et n >, d.

Enfin, 'ordre sémantique a la propriété de sous-terme, c¢’est-a-dire qu’un terme est toujours
plus grand qu’un de ses sous-termes, et est stable par substitution, c’est-a-dire que pour tous
termes, s et ¢, et toute substitution o, s >, t = SO >em to.

4.2.6 Démonstration de la terminaison

Pour démontrer la terminaison du systéme de réécriture, nous allons vérifier que chaque
régle est >, ,-orientable. La premiére condition, n > ., vraz, est remplie grace a la condition
(ii), en raison de la définition de la précédence. En effet, la constante vrai appartient au
groupe G et dans toutes les regles le symbole de fonction apparaissant en téte du numérateur
n est gp0 qui fait partie du groupe G.. On a donc gp0(C, x,p) >sem vTai.

La seconde condition a vérifier est n >, ¢;, pour tout i. Les ¢; sont tous des termes dont
le symbole de téte est un sélecteur du groupe S.. En utilisant le fait que les préconditions de
ses sélecteurs doivent étre évaluées & vrar pour pouvoir déclencher une régle, on peut réduire
les ¢; a des termes dont les symboles de téte sont des opérations géométriques du groupe O.
Comme dans le premier cas, n a pour symbole de téte gp0eG,.. Donc n >, ¢; est vérifié
par la condition (ii) et grace a la précédence. Voyons, pour nous convaincre, la démonstration
détaillée de cette condition pour la régle R;.

Preuve 4.2.3 Montons que gp0(C, x,p) >gem nullap(gp0(C, x, p), x). Les préconditions de la
fonction nullap sont prec nullap(Cy, x) = e(Cy, z) » ~Ip0(Cy, x) o 7lp0(Cyh, ap(Cy, x)). Dans
la carte gp0(C,z,p), on peut monter formellement, en utilisant directement les aziomes de
la spécification, que x existe, e(gp0(C, z,p),z) = vrai, et est plongé, =lp0(gp0(C, x,p),z) =
vrai. Il faut donc encore que cette carte vérifie la condition —Ip0(gp0(C, x,p),y) = vrai, en
remplagant le terme ao(gp0(C, z,p), x) par y pour simplifier [’écriture.

D’apres la définition de [p0, ceci est vérifié si le sommet y est plongé par lutilisation du
générateur gp0 sur un brin du sommet de y. En utilisant les axiomes de permutation, on peut
amener ce générateur sur le brin y et en téte de terme. On peut ainsi affirmer qu’il existe un
terme C" et un terme q tels que C' = gp0(C’,y, q). Cette phase constitue une démonstration
inductive, valide dans les algébres engendrées correspondant a la spécification. Alors :

gp0(C,z,p) = gp0(gp0(C",y,q),z,p), avecy = ag(gp0(C,z,p),x)
nullap(gp0(C, z,p),z) = nullap(gp0(gp0(C’,y,q),z,p), x)
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eqsp(gp0(gp0(C",y, q), x, p), z,y)
= eqp(p,q)

en utilisant les axiomes définissant nullap et eqsp, donnés dans la table 3.6.

Or gp0(C, z,p) >sem eqp(p, q), puisque U'on a gpO(C, x,p) >sem p et gpO(C, 2, p) >sem ¢, P
et q étant des sous-termes de gp0(C, x,p), et gp0 > eqp, ce qui permet de remplir la condition
(ii). Ceci conclut la démonstration de n > ¢1, pour la régle R;. O

Pour les autres sélecteurs et les autres régles, il est facile de voir qu’en appliquant le méme
raisonnement et aprés simplification on arrive au méme type de résultat. Il nous reste donc
a démontrer que n >, d pour toutes les régles. Ceci se fait en utilisant la définition de la
mesure des cartes pour vérifier la condition (iii), ¢’est & dire que NAT = m(n) > m(d) pour
chaque régle. Voyons la démonstration pour la régle R;.

Preuve 4.2.4 Montons que gp0(C,z,p) >sem dap(gp0(C,z,p),x). De méme que précédem-
ment, les préconditions impliquent que le brin représenté par le terme an(C, x) et noté y, est
plongé sur un point q et donc qu’il existe un terme C' et un terme q tels que C' = gp0(C",y, q).
La démonstration consiste alors en une étude de cas.

Premier cas : Supposons que les brins x et y ne sont pas 1-liés, c’est-a-dire que le terme
C" ne contient aucune occurrence du générateur I1 faisant intervenir les termes x et y. Alors,
le générateur [0 ayant réalisé [insertion des brins x et y, et dont une occurrence existe dans
C" d’apres les préconditions, peut étre amené en téte de terme, ce qui se démontre encore
une fois par induction structurelle. Ainsi, apres permutation, on peut affirmer qu’il existe un
terme C" tel que :

gp0(C, z,p) = gp0(gp0(10(C", z,v),v,q),z,p)

Alors, en utilisant les axiomes définissant dap, on obtient :
dap(gp0(C, =, p), z) = C"
On a donc pour la mesure mg des deux cartes :

mo(gp0(C, z,p)) = mo(gp0(gp0(10(C", 2,Y),y,q),z,p))
mg(gp0(gp0(10(C", 2,y),y,q), x,p), )

= [2/21% + mg(dap(gpO(gpO(10(C", z,y),y,q), %, p), x), €)
= [2/e12 +mp(C",e)

= [2/]% 4+ mo(C")

= [2/21% + mo(dap(gp0(C, z,p), x))

avec € = &(gp0(gp0(10(C", x,y),y,q),x,p)). L’aréte de = étant nulle, sa longueur vaut 1,
d’apres les aziomes de la table 3.6 définissant la fonction lgap. Il est aisé de voir que [2/s]?

0 est un théoreme dans l'algebre des entiers, c’est-a-dire que NAT | [2/e]? > 0. Alors, la
condition (iii) est vérifiée :

NAT E my(gp0(C, z,p),e) > my(dap(gp0(C, z,p), ), €)

Second cas : Supposons que x posséde deux 1-liens et que y n’en ait pas. Précisément,
supposons qu’il existe deux occurrences de [1 dans C' faisant intervenir x et deux brins x,
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et x_q tels que v1 = a1 (C,x) et vy = a_1(C,x). Le principe de la démonstration reste le
méme, mais les générateurs [1 doivent étre amenés en téte de terme avec le générateur [0.
En effet, ces trois générateurs ne peuvent commuter sans contredire les préconditions de [1
qui précisent qu’un brin ne peut étre 1-lié que s’il a préalablement été inséré. On a alors, de
maniére similaire :

gp0(C,z,p) = gp0(gpO(11(I11(10(C", z,y),x, 1), x_1,2),Y,q), T, D)
dap(gp0(C,z,p),z) = gpO(I1(C",z_1,x1),x1,p)

la mesure mqy ne dépendant pas des 1-liens, les mesures des deux termes a comparer sont les
mémes que précédemment et la condition (iii) est encore vérifiée.
Il reste alors a vérifier la condition s >gsem ti, pour tout i, soit :

ng(ng(ll(ll(lO(C",a:,y),x,xl),x,l,x),y,q),x,p) >sem ll(claxflaxl)
gp0(gpO(IL(IL(I0(C", 2, ), @, 21), T-1, ), Y5 @), T D) >sem T
ng(gp()(ll(l].(lO(Cl,l‘,y),Z',Il),l'_l,l'),y,Q),l',p) >sem P

Les deuz derniéres inégalités sont immédiatement vérifiées car x1 et p sont des sous-termes
du membre de gauche. La premiére nécessite une étape supplémentaire. La condition (iii) est
encore vérifiée car le membre de droite, [1(C",x_1,x41), contient un plongement de moins que
pour la démonstration précédente et donc a une mesure mg plus petite. Il reste alors a vérifier
les trois inégalités suitvantes :

gp0(gpO(11(11(10(C", z, y), z, 1), -1, 2),Y,4), £, D) >gem C"
gp0(gpO(11(11(10(C", &, y), z, 1), -1, 2),Y,4), T, D) >sem L1
ng(gp()(l].(l].(lO(C,,fL',y),l‘,$1),I_1,I),y,Q),I,p) >sem T

Ces inégalités sont immédiatement vérifiées car C',x_y et x1 sont des sous-termes du membre
de gauche.

Les autres cas de 1-liaisons sont traités de la méme maniere que les seconds cas traités
completement ci-dessus. Il y a au total seize cas possibles, car pour chacun des brins x et y il
existe quatre possibilités de 1-liaisons. O

Une démonstration de méme nature peut facilement étre effectuée sur les autres régles,
en utilisant les équations définies dans les spécifications et par étude de cas sur la forme des
termes représentant les cartes. La définition informelle de la mesure suffit pour se convaincre
que cela est réalisable, bien que les calculs soient, il faut ’avouer, effrayants. Nous concluons
donc cette section en affirmant que le systéme de réécriture R est & terminaison finie.
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4.3 Confluence locale et convergence du systéme

4.3.1 Généralité

La seconde propriété attendue pour un systéme de réécriture est sa confluence [53]. In-
formellement, un systéme est confluent si, lorsque qu’un terme peut étre réécrit de deux
maniéres différentes menant a deux termes distincts, on peut réécrire ces deux termes en un
méme terme. Intuitivement cela implique que le résultat de application d’un nombre quel-
conque de régles ne dépend pas de 'ordre dans lequel ces régles ont été appliquées. Lorsqu’un
systéme termine, sa confluence est équivalente a sa confluence locale. La difficulté vient ici
du fait que la réécriture d’une carte se fait modulo la théorie équationnelle E' définie par les
spécifications.

Précisément, la relation L définie précédemment, est localement confluente si, lorsqu’une
carte peut se réécrire de deux fagons distinctes, Cy e Cy et Cy —= C1], alors il existe deux

R/E
cartes C, et C/ obtenues par des réécritures successives, C; —= -+ — C,, et C] —=

C' | telles que Vo ait Cy & C v L
s que l'on ait C), = C] .

L’égalité entre les cartes est ici ’égalité modulo les équations de E et & un renommage des
brins prés, car les numéros des brins donnés par l'opération n dépendent de 1’ordre de création
de ces brins. Précisément, on a C,, = C, s’il existe deux cartes C' et C" telles que C,, = C,

.= C"et C ~ C'. Larelation C,, = C signifie qu'on peut montrer que les cartes C,, et C' sont
égales et ceci en utilisant un nombre quelconque d’équations de E. La relation C' ~ C’ signifie
qu'’il existe un isomorphisme de cartes ¢ tel que C' = ¢(C"), ce qui correspond intuitivement
au renommage des brins. Le diagramme suivant qui généralise le diamant classique, résume
la situation :

C, W W C, % C
Vs
Co ¢
\[ *
Ci w22 0w On 7 O

La méthode classique pour démontrer la confluence locale d’un systéme de réécriture
est basée sur I’étude des paires critiques du systéme [25]. Une paire critique est formée des
membres droits de deux régles dont les membres gauches se superposent et qui, intuitivement,
correspondent a une ambiguité du systéme. Précisément, si [ — r et s — ¢ sont deux régles
du systéme, p la position d'un sous-terme non variable de s et p 'unificateur le plus général
de s |, et [, alors ’équation ¢y = spu[rpu), est une paire critique. Le terme sy se réécrit soit
ti avec la régle s — t, soit sp[rul, en réécrivant le sous-terme a la position p avec | — r.
On dit que la paire critique est joignable, s’il existe deux suites de réécriture transformant
t et spf[rpl, en deux termes t' et s’ égaux. Le diagramme en losange suivant schématise la
situation :
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Dans notre cas la réécriture est conditionnelle et s’effectue modulo les équations de E. La
conjonction des conditions de déclenchement de deux régles superposables doit étre ajoutée a
la paire critique qu’elles définissent [26, 10|. De plus, les superpositions entre les équations de
E et les régles de R doivent étre considérées. Dans ce cas, les paires critiques sont divisées,
pour plus clarté, en quatre groupes : les pics, les chutes a droite, les chutes a gauche et les
ponts critiques [25].

Définition 4.3.1 Soientcip...anCpn|n—detcin...nc, | n — d deux régles de R, s =t
et s = t' deux équations de E. S’il existe une position p non variable et une substitution p
telles que :

— np |,=n'p, alors U'équation conditionnelle ¢y p ... A Co ACL A - A Coy | du=mnpld p], est
un pic critique de RUFE ;

~ nu |p= su, alors U'équation conditionnelle ¢y p...xcy | dp = npltp), est une chute @
gauche critique de RU F ;

— sp |p= npu, alors Uéquation conditionnelle ¢y x...ncCm | t = spldp], est une chute a
droite critique de RUE ;

— S |p= s, alors Uéquation tp = splt'p], est un pont critique de RU E.

np % nultul, ti % sp

dp i l l ; spldplp

chute a gauche chute a droite

t = sp = splt'ulp

pont

Les pics correspondent aux paires critiques d’un systéme classique que nous avons évoqué
précédemment. Les autres cas sont schématisés par les trois diagrammes ci-dessus, dans les-
quels les fleches représentent 'utilisation d’une régle de R et = représente I'utilisation d’une
équation de F.

Le systéme est alors localement confluent si toutes les paires critiques sont joignables. Pour
le démontrer, il suffit, pour chaque paire critique, de trouver les suites de réécriture permettant
de fermer le diagramme, correspondant intuitivement aux pointillés des schémas. D’autres mé-
thodes moins exhaustives existent pour des systémes de réécriture ayant des caractéristiques
syntaxiques précises. A notre connaissance, aucune de ces méthodes ne s’applique dans notre
cas, essentiellement parce que les paires critiques ne peuvent étre étudiées, ici, qu’a travers
des considérations sémantiques.

4.3.2 Démonstration de la confluence locale

Pour nous convaincre que le systéme de réécriture présenté ici est bien localement confluent,
nous n’étudions pas toutes les paires critiques possibles car ce serait trop long et rébarbatif.
Quelques considérations informelles et un exemple de preuve typique des problémes a résoudre,
pour chaque type de paire critique, nous semblent suffisant.

Dans le cas des pics ou des chutes, une paire critique fait intervenir une, ou deux, équa-
tions de E. Les seules équations pouvant étre unifiées de cette fagon sont les équations de
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permutations. Or les opérateurs sont définis dans les spécifications algébriques de maniére a
étre insensibles a ces permutations. De plus, les préconditions des générateurs fournissent des
contraintes fortes pour les permutations et limitent ainsi 'effet des paires critiques. Voyons
dans le détail, le cas d’une chute critique a gauche, faisant intervenir une équation de permu-
tation et la régle Rs.

Preuve 4.3.1 L’équation gp0(I0(C",2',y"), 2", p") = 10(gp0(C", 2", p'),«',y'), obtenue en re-
nommant les variables, et la réegle Ry que nous écrivons ici :

eqap(gp0(gp0(C, z,p), z,q), z, 2) | gp0(gpO(C, z, p), 2, q) — dap(gp0(gp0(C, z,p), 2,q), 2)
peuvent s’unifier pour former une chute critique gauche, avec la substitution :

C = 10(C" 2y
xr = 2
/
p =D
La chute critique s’écrit précisément :

eqap(gp0(gp0(10(C", 2", y'), 2", p'), 2,9), 2', 2) |
gp0(10(gp0(C", 2", p'), 2", y"), 2, q) = dap(gpO(gp0(10(C’, 2',y"), 2", p"), 2, 4), 2)

Les préconditions qui englobent le mécanisme de réécriture, impliquent que les brins x' et
y' apparaissant comme parameétres du générateur [0 que ['on permute, sont distincts de z et de
son image par oy, que nous notons zy dans la suite. En effet, la condition est eqap(. .., 7', z)
dont les préconditions stipulent en particulier que z et zy existent et sont plongés. Si nous
avions z = x' ou z = y' alors zy serait égal a y' ou x'. Le générateur [0 apparaissant dans
le terme correspondrait a ’insertion de z et zy. Ceci est impossible puisque cela impliquerait
que zg ne soit pas plongé, le plongement d’un brin étant réalisé apres son insertion d’apres
les préconditions.

De méme, les brins &' et y' ne correspondent pas a des brins des sommets de 2’ ou 2,
puisque les générateurs [1 réalisant leurs 1-liens avec z ou zy devraient apparaitre aprés leur
insertion, ce qui n’est pas le cas. Ces deuxr arguments, peuvent étre formellement justifiés en
utilisant les spécifications des préconditions et des opérateurs entrant en jeu dans le raisonne-
ment.

La conséquence de ces remarques est que [’on peut appliquer une permutation pour faire
passer [0 en téte du terme de gauche et lut appliquer ensuite la régle Ry. De méme que
précédemment, les spécifications peuvent étre utilisées pour vérifier que les conditions de dé-
clenchement sont encore évaluées & vrai apres ces permutations. On obtient alors une suite
de réécritures pour le membre de gauche :

gpO(10(gp0(C", 2", p'), 2", y/), 2, q)
10(gp0(gp0(C", 2", p"), 2,q), 2", y)
10(dap(gp0(gp0(C", 2", p'), 2,q), ), 2", y')
dap(gp0(gp0(10(C", 2", y"), 2", D), 2, 4), 2)

avec la regle Ry

CTEAT
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La derniére étape se justifie de la méme fagon. Comme ' et y' n’appartiennent ni o ’aréte
de z ni a ses sommets, les axiomes définissant dap nous assurent que les permutations sont
possibles. Le dernier membre de droite est égal au terme de droite de la chute critique. Le
diagramme correspondant peut donc étre refermé et la chute est joignable. O

Le cas de pics critiques est plus délicat, puisque lorsque deux régles peuvent étre appli-
quées les transformations induites modifient la géométrie de la carte et donc I’évaluation des
conditions de déclenchement. Un exemple typique de ce probléme intervient lorsqu’un sommet
est plongé sur le point d’intersection de deux arétes sécantes, {x,y} et {z',y'}. Si on utilise la
régle R3 de coupure par incidence pour couper l'aréte {x, y}, alors dans la carte en résultant,
les arétes de x et y n’intersectent plus l'aréte {z',y'}. D’autre part, si on utilise la régle R,
pour découper ces deux arétes alors le sommet n’est plus incident aux arétes en résultant.
Des considérations géométriques doivent alors étre utilisées pour démontrer que le pic critique
correspondant est joignable.

Pour rechercher les pics critiques du systéme, il faut essayer d’unifier les numérateurs
des différentes régles. Les termes correspondant a ces derniers ont tous en téte un ou deux
générateurs gp0. Les unifications possibles sont donc semblables, ce qui nous permet quelques
remarques communes a tous les pics critiques. Soient deux régles, notées ¢ | gp0(C, z,p) — d
et ¢ | gpO(C,2',p') — d', la premiére unification possible consiste simplement & identifier
les variables des deux termes de gauche. Alors, un pic critique a la forme générale suivante
cad|d=d.

Les pics de ce type peuvent étre écartés trés simplement. En effet, la conjonction ¢ ¢
des conditions de déclenchement est toujours évaluée a faux. Par exemple et intuitivement,
deux arétes sécantes ne peuvent étre superposées ou nulles et deux sommets égaux ne peuvent
appartenir a des arétes sécantes. Ceci peut étre démontré grace aux spécifications de tests
géométriques d’intersection, d’incidence et d’égalité ou de nullité d’arétes.

Nous écartons donc toutes ces unifications et ne considérons ainsi que celles qui font
intervenir un véritable sous-terme d’'un numérateur. Seules les régles dont le numérateur
comporte deux occurrences de gp0 peuvent étre unifiées de cette facon. Les pics sont donc
formés par une régle quelconque et une régle faisant intervenir un couple de brins et dont on
réécrit un sous-terme strict.

Examinons en détail le pic formé, par exemple, par les régles R4 et R3 en notant ¢4 et c3
leurs conditions de déclenchement, pour ne pas alourdir leur expression déja complexe, et en
renommant leurs variables pour plus de clarté :

ca(,2) | gp0(gp0(C, x,py), 2,p.) 7 cap(cap(gpO(gpO(C, 2, py), 2, p2), @, 1), 2,4)
cs(t,u) | gp0(gp0(C’,t,p1), uspu) 7 cap(gpO(gp0(C',t, 1), u, Pu)st, Pu)
Preuve 4.3.2 Le pic critique est formé avec la substitution suivante :
C" = gp0(C,z,ps)
t = =z
bt = P

Donc le terme gp0(gp0(gp0(C, x,ps), 2,D.), u, pu) vérifie les conditions c4(x, 2) A c3(z, u).
Intuitivement cela signifie que x et z appartiennent o des arétes sécantes, notées {x,x'} et
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{z,7'}, et que le sommet de u est incident & 'aréte de z. Ce terme peut se réécrire de deux
fagons distinctes qui conduisent au pic suivant :

ca p ¢z | cap(gp0(gp0(gp0(C, x,pg), 2,02), U, Du), 2, Pu) =
gp0(cap(cap(gp0(gp0(C, z,ps), 2,p2), T, 1), 2, 1), U, Dy

Le membre de gauche est obtenu en appliquant Rz et donc en coupant, au point p,, ['aréte
{z,2'} en deuz arétes {z,z3} et {z},2'}, ol 23 el z} sont deux nouveaux brins de la carte. Le
membre de droite est obtenu en appliquant Ry et donc en coupant, en leur point dintersection
i, les arétes {x,x'} et {z,7'}. Les quatre arétes obtenues sont notées {x, x4}, {x),x'}, {2, 24}
et {2}, 2'}. Les deux réécritures possibles et les notations des brins sont schématisées dans la
table 4.2.

F1G. 4.2: Notation utilisée pour les brins

Pour construire les suites de réécritures permettant de fermer le diagramme, il faut alors
considérer trois cas, représentés dans la figure 4.3, en fonction des positions relatives, sur
l'aréte de z, des points i et p, ou ont eu lieu les découpes d’arétes.

F1G. 4.3: Les trois positions possibles pour les points © et p,

Premier et second cas : Dans les deux premiers cas, la démonstration consiste a appli-
quer R, au terme obtenu avec R3 et inversement a appliquer R3 a celut obtenu avec Ry. Nous
allons détailler le premier cas qui est en fait celui qui est schématisé dans la figure 4.2.

Dans le membre de gauche, obtenu par R, les arétes {x,x'} et {z, z3} sont encore sécantes
et leur point d’intersection est encore 1. Ceci peut étre démontré en remplacant, dans le calcul
d’intersection, le point sur lequel est plongé z' par le point p, sur lequel est maintenant plongé
23, et en utilisant le fait que p, était incident a l'aréte {z,z'}. On peut donc lui appliquer Ry.

Par contre, dans le membre de droite, obtenu par Ry, le sommet de u n’est plus incident a
laréte de z, mais a celle de 2}, ce qui se démontre de la méme fagcon. On peut alors appliquer
R3 aux brins 2 et u.

Dans les deux membres, pour pouvoir appliquer la régle déterminée ci-dessus, il faut pou-
voir exhiber les générateurs gp0 voulus en téte de termes. Cela est réalisé en utilisant les
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axiomes de la fonction cap pour réduire les termes a des générateurs de base. Comme pour la
démonstration de la terminaison, les préconditions peuvent étre utilisées pour déduire la forme
que doivent avoir ces termes. Aprés applications des régles correspondantes et simplification,
on obtient deuz cartes identiques, mais avec des brins différents, les nouveaux brins zs, . .., T
étant créés avec deux ordres distincts. Il est alors aisé de trouver lisomorphisme de carte qui
est une fonction échangeant simplement les entiers représentant ces brins.

Troisiéme cas : Dans ce cas, p, est égal a 1. Si on commence par appliquer Ry, on coupe
les arétes {x,x'} et {z,2'} au point i. On obtient donc trois sommets (les deux nouveaus et u)
dont deux sont plongés sur i et un sur p,. Par contre, si on commence par appliquer Rz, on
coupe Uaréte {z,2'} en p,. Apres permutations et simplification, on peut monter que, comme
i = pu, le sommet u est incident & l'aréte {x,x'}. On applique alors R3 qui coupe cette aréte
en p, et on obtient ainsi trois sommets plongés sur p,.

Pour refermer complétement le diagramme il suffit alors d’appliquer la régle de fusion de
sommets sur ces trois sommets jusqu’a n’avoir plus qu’un sommet plongé sur p,. Alors, on
obtient des cartes égales a un isomorphisme pres, qui correspond encore a un renommage des
nouveaur brins apparus pendant le processus. Ceci conclut la démonstration du fait que le pic
est joignable. O

Une démonstration de méme type peut étre effectuée pour les autres pics. Nous affirmons
donc que le systéme est localement confluent. Comme il est & terminaison finie, il est donc
convergent [25]. Ceci implique que pour chaque terme il existe une forme normale unique
modulo 2. Le systéme de réécriture peut donc étre vu comme une fonction de normalisation
des cartes qui associe a une carte quelconque, une unique carte bien plongée : le raffinement
de cette premiére.

4.4 Complétion des labels

4.4.1 Principe de base

Aprés raffinement, une carte est bien plongée. Les cellules des différents objets qu’elle
modélise ont été découpées, en cellules plus petites, ou fusionnées. De plus, toutes les relations
d’incidence ou d’adjacence existant entre elles, ont été mises a jour ou complétées. Toutes
les intersections ou superpositions qui existaient entre des objets de la carte de départ, ont
disparu. Ainsi, si deux objets de la carte de départ se recouvraient, leur intersection a été
implicitement calculée et est modélisée, aprés le raffinement, par un ensemble de cellules.

Pour pouvoir évaluer, une expression booléenne entre des objets modélisés par une carte,
il faut pouvoir déterminer a quel(s) objet(s) correspondent les cellules du raffinement de celle-
ci. Traditionnellement, cette classification des cellules est réalisée en recherchant pour chaque
cellule le ou les objets auxquels elle appartient. Pour cela, on utilise des tests géométriques
comme des localisations de points ou l'utilisation de normales indiquant l'intérieur d’une
cellule [72, 66], souvent combinés avec des informations obtenues durant le calcul d’intersection
[49].

La méthode que nous présentons ici, basée sur la complétion des labels, utilise unique-
ment les informations topologiques existant dans le raffinement, et en particulier les relations
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d’adjacence et d’incidence entre les cellules. Le principe de base est de détecter les cellules par-
tagées par plusieurs objets, aprés le raffinement, et de compléter leurs labels en tenant compte
des nouvelles relations d’incidence ou d’adjacence trouvées. Avant de détailler ce mécanisme
de complétion, examinons un exemple simple.

] ] ]
T T T
A A A Al A Al
} } } IA }
1 B | 1 B ' B' 1 A AB' B'
B Al B ABl g
A Ie 1 A le
T, 4 T Al Al T A aBl T
BI T 1 T T B T
B 1
., B . B B . B
T T T
Deux faces labelléesaet b Leur raffinement Complétion des labels

Fi1G. 4.4: Complétion des labels pour l'intersection de deuz faces

Exemple 4.4.1 Considérons deuz faces orientées sécantes appartenant a deux objets, d’iden-
tificateurs A et B, représentées dans la figure 4.4. Avant le raffinement, les 2-labels des brins
de ces deuz faces valaient respectivement les ensembles {A} et {B}, notés A et B. Apreés
le raffinement, la face correspondant a leur intersection est formée de morceauxr d’arétes des
deux faces initiales. Les brins de ces arétes ont des 2-labels valant A ou B. On a donc une face
dont les brins ont des labels différents. On peut en déduire qu’elle appartient a ’intersection
recherchée. Les 2-labels des brins de cette face doivent donc étre remplacés par [union des
2-labels, soit ici l’ensemble {A, B}, noté AB.

De plus, les arétes qui appartenaient a la face B, avant le raffinement, et dont les 2-labels
ont été mis a jour, sont a l'intérieur de la face de A. Le 1-label de ces arétes doit donc

également étre modifié. Le méme raisonnement peut étre effectué pour les sommets et leur
0-label. O

4.4.2 DModification a apporter au raffinement

Pour pouvoir appliquer le mécanisme de complétion des labels, il faut que la phase de
raffinement préserve ’ensemble des labels d’une carte. D’une part, il ne faut pas créer de vide
ou de trous. Ainsi, lorsque des nouveaux brins sont insérés dans la carte, ils héritent de labels
cohérents avec les labels des brins auxquels ils sont reliés. D’autre part, il ne faut pas perdre
d’information. Ainsi, lorsque deux cellules sont fusionnées, les labels des brins de la nouvelle
cellule sont modifiés pour regrouper I’ensemble des labels initiaux.

Pour assurer cette préservation des labels, les opérations géométriques utilisées pour le
raffinement sont remplacées par des opérations prenant en compte les labels. Ces opérations
sont celles qui sont décrites dans la section 3.3. Les transformations qu’elles induisent sur le
systéme de réécriture sont décrites ci-apres.

La premiére modification apparait dans la régle R, qui correspond a une fusion d’aréte. Elle
supprime une aréte {z,t} superposée a une seconde aréte {x, y}. Les labels portés par les brins
z et t sont transmis aux brins x et y avant que leur aréte ne soit supprimée. La suppression et
la transmission des labels sont réalisées par la fonction fapl(C,z, z) qui remplace la fonction
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dee(C, z) qui supprimait simplement l'aréte de z. Pour i€[0,2], le i-label de x est remplacé
par 'union des i-labels de x et z. Les labels de ¢ sont transmis de la méme facon a y.

Dans les régles R3 et R4 qui réalisent des coupures d’arétes, on remplace la fonction
cap(C,z,p) qui coupe l'aréte de x au point p, par la fonction capl(C,z,p). Cette fonction
utilise cap pour couper 'aréte et initialise les labels des nouveaux brins. Leurs 1- et 2-labels
sont les copies des labels des brins de départ. Le 0-label des nouveaux brins est initialisé avec
le 1-label de z, car les objets auxquels appartient ce nouveau sommet sont ceux auxquels
appartenait 1’aréte.

Pour la régle R5 qui fusionne deux sommets superposés, le seul changement consiste a
remplacer le O-label des brins du nouveau sommet par I'union de leurs O-labels. Ceci est
réalisé par la fonction fusionl(C,x,z) qui fusionne les sommets de = et z avec la fonction
fusion(C, z, z) et modifie les 0-labels.

Ces modifications assurent qu’aucun label vide n’est ajouté et que les informations portées
par les brins supprimés ou dont les cellules sont fusionnées ne sont pas perdues. Ces change-
ments ne perturbent en rien les transformations géométriques réalisées pendant la phase de
raffinement. Il est ainsi aisé de voir que les propriétés démontrées pour le premier systéme de
réécriture restent valables. Une démonstration formelle pourrait en étre donnée facilement en
prenant en compte dans les démonstrations précédentes la présence des générateurs de base
pour les labels.

4.4.3 La régle de complétion des labels

Pendant la phase de raffinement et avec les modifications locales décrites ci-dessus, les
0- et 1-labels sont correctement mis & jour. Seuls les 2-labels peuvent étre différents pour
deux brins d’'une méme face (orientée). Ce sont ces différences qui permettent de localiser les
endroits ou les relations d’incidence ou d’adjacence peuvent étre utilisées pour compléter les
labels et pour déduire les objets auxquels appartient une cellule nouvellement créée.

X

F1G. 4.5: [llustration de la régle de complétion des labels

La complétion est réalisée par une unique regle effectuant des modifications locales. Elle
n’intervient qu’aux endroits ot deux brins adjacents dans une méme face ont des 2-labels
différents et applique a ces brins la fonction comp qui compléte localement les labels. Sa
description formelle est donnée dans la table 4.4 et schématisée dans la figure 4.5. La fonction
comp est détaillée ci-apres.

Tout d’abord, rappelons que la face du brin x est située a droite de ’aréte orientée de x.
Pour simplifier, nous parlerons de la droite ou de la gauche d’un brin. Les objets auxquels
appartient la face de x, qui sont les objets du 2-label de z, seront simplement appelés les
objets & droite de x. Le brin z est I'image par ¢; de x et donc son successeur dans la face de
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TAB. 4.4: Regle de complétion des labels

R+ —— & gi {7€Cnz=01(C,2)
label comp(C.7,7) label2(C, x) # label2(C, z)

x. Nous notons y et ¢ les images respectives de x et z par ag, fz, fy, f- et f; les faces des brins
x,y,z et tet Lz, Ly, Lz et Lt leurs 2-labels.

Si Lz et Lz sont différents, leurs arétes avant le raffinement appartenaient & des faces
distinctes et donc a des objets différents. La face unique a laquelle appartiennent = et z apres
le raffinement appartient donc a la fois aux objets des ensembles Lx et Lz. Ainsi, les 2-labels
de x et z sont remplacés par I'union, notée Lx + Lz, de ces ensembles.

De plus, avant le raffinement, la face f, continuait peut-étre sur la gauche de I'aréte de
z. La zone occupée par f, avant raffinement est représentée en gris dans la figure 4.5, le
bord éventuel de f, et f, avant raffinement est représenté en pointillés. Les objets auxquels
appartient cette zone sont les objets de Lx dont I'aréte de z n’est pas une frontiére. Les objets
dont I’aréte de z est une frontiére sont ceux qui sont dans le 2-label de z.

Ainsi, les objets a droite de x continuant & gauche de z sont ceux qui appartiennent a Lux,
mais pas & Lz. L’ensemble de ces objets est donc la différence ensembliste Lz \ Lz. Ainsi, on
ajoute au 2-label de ¢ I’ensemble de ces objets et donc Lt et remplacé par Lt + (Lz \ Lz).
Réciproquement, les objets a droite de z continuant & gauche de x sont ceux qui appartiennent
a Lz, mais pas a Lx. Ainsi, le 2-label de y est remplacé par Ly + (Lz \ Lx).

Intuitivement, on peut voir ce mécanisme de complétion des 2-labels comme leur propa-
gation générale a travers toutes les faces de la carte. Précisément, pour chaque brin on essaye
de transmettre les objets de son 2-label aux faces qui lui sont adjacentes. Les arétes, qui
modélisent les bords des objets initiaux, peuvent étre vues comme des filtres empéchant le
passage de certains objets. L'utilisation de la différence ensembliste correspond a ce filtrage.

Intéressons nous maintenant aux 1-labels des arétes de x et z. Lorsque des objets sont
transmis d’une face a 'autre cela signifie que ’aréte incidente a ces deux faces est a 'intérieur
des objets transmis. Les objets transmis de f, a f; sont les objets de Lz \ Lz. On en déduit
qu’apreés le raffinement I'aréte {z,¢} se trouve a 'intérieur de ces objets qui sont donc ajoutés
a I’ensemble des objets auxquels appartient cette aréte. Ainsi, on ajoute aux 1-labels de z et
t Pensemble Lz \ Lz. De méme, on ajoute aux 1-labels de x et y ’ensemble Lz \ Lzx.

Le méme principe est appliqué aux 0-labels de x et ¢, avec cependant quelques difficultés
supplémentaires. Parmi les objets qui sont transmis de f, a f;, certains recouvrent le sommet
de t. Sur 'exemple de la figure, certains des objets de la zone grise s’étendent au-dela du
sommet de t. Les objets qui ne s’étendent pas sont ceux dont le bord posséde une aréte
incidente au sommet de ¢. Ainsi, on calcule 'union, ULt = Ut'e<a1>(t) label2(C,t'), des 2-
labels des brins du sommet de t. Tous les objets de cette union ont leurs bords qui passent
par le sommet de t. Les objets qui s’étendent au-dela de ¢ sont donc ceux de I’ensemble
(Lz \ Lz) \ ULt et sont donc ajoutés au 0-label de ¢. De méme les objets de (Lz \ Lz) \ ULx
sont ajoutés au 0-label de z, avec ULz = U,/ ¢ (o, () label2(C, z").

T
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4.4.4 Terminaison de la complétion des labels

Pour démontrer la terminaison du processus de complétion, il est possible de construire
une preuve similaire & ce qui a été effectué précédemment. Une mesure basée sur la taille des
labels, c¢’est-a-dire sur le nombre d’objets de ces ensembles, peut étre définie. Nous ne détaillons
pas ici la définition de cette mesure, ni la démonstration de la terminaison. Cependant, nous
donnons les arguments sur lesquels est basée cette preuve.

Lorsque la régle de complétion est appliquée des objets sont ajoutés aux labels des diffé-
rents brins mis en cause. Le nombre de ces objets est toujours strictement positif puisqu’ils
proviennent de la différence de deux ensembles distincts. Or le nombre d’objets contenus dans
un label est borné par le nombre total d’objets présents dans la carte. Aprés un nombre fini
d’applications de la régle, plus aucun objet ne peut donc plus étre ajouté et le processus
termine.

La mesure permettant de prouver cette terminaison consiste a compter le nombre d’objets
qu’il est possible d’ajouter, c’est-a-dire la somme des différences entre les tailles des labels et
la taille maximale correspondant a un label contenant tous les objets de la carte. Ce nombre
d’objets diminue a chaque application de la régle et est positif, ce qui permet de conclure.

Apres la complétion des labels, tous les brins d’une méme face ont le méme 2-label. Ainsi
le résultat de la complétion des labels sur une carte raffinée, est une carte bien plongée et
bien labellée qui permet donc une définition sans ambiguité des objets modélisés par la carte.

4.4.5 Exemple de raffinement

1 1
T T
@ B (b) B B
. 1 1
B
1 1 1
T T T
A A A
H + AB
A B
ct ME ot
s c - s c
c c , B ¢ c |B __ B
A e T A T T A
1 A 1 A
T T
t t
(c) B B (d) B B
B B
| L | 2
A A AB A A AB
+ AB + AB
AB AB
1 A 1
—e) i
c AC
s AC s A AC
c B AC AB
1 [ ‘4 1 AB F 1 AC 1 AB
A T A T A A AT A T A
1 A 1 A
T T

F1G. 4.6: Ezemple de raffinement et de complétion
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Exemple 4.4.2 Un exemple plus complet de raffinement et de complétion des labels est donné
dans la figure 4.6. Pour simplifier le schéma, seuls les 2-labels des brins sont représentés par
des lettres situées a droite de leurs arétes. La figure (a) contient une carte définissant trois
objets A, B et C. La figure (b) montre son raffinement et la conservation des 2-labels. Notons
que le label de l'aréte fusionnée est complété. La figure (c) montre [’état des labels aprés quatre
exécutions de la régle. Enfin, la figure (d) montre le résultat final. O

Cet exemple limité aux 2-labels correspond en fait au cas d’un raffinement sur des objets
régularisés. Le raffinement et la complétion des labels que nous avons définis s’appliquent, en
toute généralité, a des objets non régularisés, en particulier, grace au fait que I'on distingue
les labels de différentes dimensions.

4.5 Influence des approximations numériques

Dans le cas ou les nombres et ’arithmétique utilisés font intervenir des approximations
numériques, des erreurs d’arrondis ou une égalité a un seuil ¢ pres, les calculs numériques
influencent le résultat et les propriétés logiques du raffinement. Bien que ces problémes numé-
riques ne soient pas notre principal centre d’intérét, les méthodes formelles que nous utilisons
nous permettent quelques remarques intéressantes. Tout d’abord les lieux ou interviennent
ces approximations et l'influence qu’elles peuvent avoir sur le raffinement sont circonscrits a
certains endroits stratégiques. Les calculs numériques n’interviennent, en effet, que dans les
tests géométriques apparaissant dans les conditions de déclenchement des régles.

En particulier, durant le raffinement, les transformations topologiques ou géométriques
appliquées a une carte n’utilisent aucun calcul numérique. Ainsi les problémes numériques
n’ont pas d’influence sur la validité du résultat, dans le sens ou les cartes obtenues vérifient
toujours leurs contraintes d’intégrités, méme si des erreurs numériques ou d’arrondis peuvent
conduire & des résultats inattendus du point de vue du plongement. Ce premier point est
obtenu par I'utilisation systématique de la topologie, grace au modéle de représentation des
objets et en raison de la nature des opérations utilisées pour la transformation des cartes.

Si les problémes numériques ne perturbent pas la validité du résultat, ils jouent tout de
méme un role important au niveau des propriétés logiques du systéme de réécriture. Dans les
démonstrations de terminaison et de confluence du systéme, on peut remarquer deux types
d’arguments. Le premier regroupe des arguments apparaissant dans toutes les démonstrations,
mais qui sont seuls a intervenir dans la preuve de la terminaison et dans l’étude des chutes
et ponts critiques. Ces arguments sont des considérations sur les permutations possibles des
générateurs et sur l'utilisation des axiomes définissant les opérateurs et leurs préconditions.
Pour ce type d’arguments les approximations numériques ne jouent aucun role.

Le second type d’arguments intervient dans 1’étude des pics critiques pour la confluence.
Ils consistent & montrer que si deux régles peuvent s’appliquer sur un méme terme, alors
si on applique la premiére, les conditions de déclenchement de la seconde régle sont encore
vérifiées ce qui permet de 'appliquer et réciproquement. Les arguments utilisés se divisent
en deux sous-goupes que nous résumons informellement en confondant les cellules avec leurs
plongements.

Le premier groupe d’arguments correspond a la transitivité de 1’égalité des sommets et
donc des arétes. Elle assure que si trois sommets ou trois arétes sont superposés alors leur
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fusion peut étre réalisée dans n’importe quel ordre. Le second groupe d’arguments repose sur
le fait que les coupures d’arétes ne perturbent pas la géométrie de celles-ci. Par exemple, pour
la coupure par incidence, si un sommet est incident a une aréte et si celle-ci est découpée par
une seconde régle, alors aprés la coupure le sommet est encore incident a une des deux arétes
obtenues.

Ces deux arguments sont les seuls dont la démonstration est basée sur les propriétés
des opérations numériques. En cas d’erreur d’approximations ou d’arrondis, leurs preuves ne
sont plus valides et entrainent la non-confluence du systéme. C’est le formalisme utilisé pour
ces preuves qui permet de situer précisément les endroits ou les approximations numériques
ont une influence cruciale. Ceci nous permet sur quelques exemples de donner des pistes
possibles pour résoudre ces problémes. Nous commencons par étudier les problémes liés a la
non-transitivité des tests d’égalité pour les sommets.

p r
/i@\ r
/
p r r
/
—
q ﬁ\ \
\
F1G. 4.7: Fxemple de suites de réécritures non transitives

Exemple 4.5.1 La figure /.7 montre un exemple ot le fait que [’égalité de sommets ne soit
pas transitive, permet quatre suites de réécritures qui ne sont pas confluentes. L’égalité est ici
supposée calculée a un € pres. Les cercles en gris ont un rayon de taille € et représentent les
zones d’influence pour ’égalité. La premiére réécriture fusionne p et q sur le point p (n’oublions
pas qu’il n’y a qu’un plongement par sommet) et la dérivation s’arréte puisque p et r sont
différents. La seconde et la troisiéme suites fusionnent p et q sur q, puis q et r sur q ou r. La
quatrieme fustonne q et r sur r et s’arréte car p et r sont distincts. O

Cela nous conduit vers deux pistes pour assurer la confluence en cas d’égalité calculée a
un ¢ preés. La premiére est numérique et consiste en 'utilisation d’une grille discréte dans le
plan. Deux sommets sont égaux s’ils appartiennent a la méme case de la grille. Cela permet
d’assurer la transitivité de 1’égalité, bien que deux points trés proche puissent appartenir a
des cases différentes et donc étre différents.

La seconde solution est topologique. Au lieu de n’avoir qu’un plongement par sommet, il
suffit d’avoir un plongement par brin. Ceci autorise des sommets formés de brins égaux deux
a deux, mais globalement différents. L’égalité n’est toujours pas transitive, mais la fusion de
sommet le devient, grace a la transitivité de la relation d’incidence topologique, ce qui assure
la confluence a ce niveau.
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p r
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Fi1G. 4.8: Fxemple de suites de réécritures avec un plongement par brin

Exemple 4.5.2 La figure 4.8 montre les suites obtenues sur le méme exemple, mais en auto-
risant un plongement par brin. Les arcs de fleches orientés représentent les liaisons par o qui
modélisent la relation d’incidence topologique assurant la transitivité de la fusion de sommets.
On peut voir sur cet exemple que la confluence est assurée. Les sommets p et r sont géomé-
triqguement distincts, mais la transitivité des liaisons par oy assure leur égalité topologique.
O

Le second type de problémes rencontrés, lorsque des approximations et arrondis sont uti-
lisés, est relatif aux perturbations créées par 'application de transformations géométriques.
Précisément, lorsqu’une aréte est découpée en un point, deux nouvelles arétes sont créées.
Chacune de ces arétes est définie par un sommet de I'aréte initiale et le point de coupure. Or
ce point de coupure est obtenu par des calculs numériques approximés pour l'incidence ou
arrondis pour l'intersection. Donc, les deux nouvelles arétes peuvent avoir des plongements
dont 'union est différente du plongement de I’aréte initiale.

F1G. 4.9: Exemple de réécritures avec des perturbations par déplacement

Exemple 4.5.3 La figure 4.9 montre les suites de réécritures possibles si la coupure d’aréte
induit des perturbations. Dans le premier et le troisieme cas, apres coupure de [’aréte a un
premier sommet le second sommet n’est plus incident aux arétes résultant de la découpe. Dans
le second cas, la perturbation est suffisamment réduite pour que les deux découpes par incidence
aient lieu. O
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Une piste éventuelle pour résoudre ce cas est de définir le 1-plongment d’une aréte expli-
citement et non plus implicitement. On peut par exemple associer a chaque aréte une droite
a laquelle appartient le segment sur lequel elle est 1-plongée. Les deux arétes résultant de la
découpe d’une aréte héritent de son 1-plongement. Si les calculs d’incidence ou d’intersection
s’effectuent sur ce 1-plongement, les déplacements décrits ci-dessus disparaissent.

Enfin, la derniére remarque que nous faisons a trait a ’argument utilisé pour écarter
certains pics critiques. Nous avions fait la remarque que les conditions de déclenchement
étaient disjointes et que, par exemple, si deux arétes sont sécantes, alors un sommet de 1'une
ne peut étre incident a 'autre. Les définitions de I’égalité des sommets et arétes, de I'incidence
et de I'intersection doivent toujours vérifier cette propriété pour assurer la confluence.

Les quelques remarques que nous avons données ici ne remplacent pas une étude des
problémes d’approximation nécessaire en elle-méme. Mais elles permettent de recentrer ce
type d’études sur les endroits stratégiques ou 'influence de ces problémes est grande.



Chapitre 5

Description de stratégies et algorithmes
concrets

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que le raffinement, d’une carte plongée peut étre
décrit formellement par un systéme de réécriture modulo. Un tel systéme décrit parfaitement
les transformations a effectuer sur une carte pour qu’elle devienne bien plongée et bien labellée.
Cependant, ce systéme ne fournit aucune indication sur 'ordre dans lequel les transformations
doivent étre effectuées, ni sur la complexité, en terme de nombre de tentatives de réécriture,
d’un tel processus. Notons encore que la terminaison et la confluence du systéme assurent
que nous pouvons choisir n’importe quelle stratégie pour I'application des régles. Puisqu’il
n’existe pas de suite infinie de réécritures toute stratégie termine et comme le systéme est
confluent, toute stratégie conduit au méme résultat.

Notre idée est que tous les algorithmes permettant d’évaluer un raffinement utilisent le
méme type de régles et se différencient principalement par le choix d’une stratégie pour leur
application. Or cette notion de stratégie n’existe pas explicitement dans la syntaxe ou la
forme des systémes de réécriture abstraits. De méme, des notions classiques comme l'aspect
séquentiel des opérations, le parcours d’une structure telle qu'une carte ou la structuration
d’un algorithme par des boucles, inhérentes a la notion d’algorithme, sont difficiles a exprimer
dans le contexte de la réécriture.

La réécriture d’une carte est non déterministe. Les permutations des générateurs qui sont
utilisées pour déclencher les régles, correspondent en fait & un parcours des brins et des couples
de brins de la carte. Le choix de I’ordre dans lequel sont pratiquées ces permutations étant a
priori aléatoire, ’ordre de parcours des brins et donc I'ordre d’exécution des réegles est égale-
ment aléatoire, ou plutot non déterministe. Décrire concrétement un algorithme déterministe,
a partir du systéme de réécriture, revient en fait a fixer une stratégie de parcours des brins.
L’étude de la classe de tous les algorithmes de raffinement se raméne ainsi a 1’étude des stra-
tégies de parcours, et la complexité de ces algorithmes correspond alors au nombre de brins
et de couples parcourus.

Dans ce chapitre, nous proposons une approche permettant d’expliciter ces notions. Cette
approche est basée sur ’adjonction de structures de controle aux régles de réécriture. Nous
I'utiliserons pour étudier diverses stratégies et pour obtenir une description formelle, mais
plus explicite, des algorithmes correspondants. Enfin, nous verrons comment les systémes
de réécriture sont transformés, ou raffinés au sens du génie logiciel, a partir du systéme

81
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initial, pour décrire des stratégies de plus en plus efficaces, jusqu’a 'obtention d’une stratégie
optimale de balayage du plan. Ceci nous permettra de retrouver les algorithmes classiques de
raffinement, du plus naif au plus efficace en terme de complexité.

5.1 Utilisation de structures de controle

Une utilisation naive du systéme de réécriture que nous avons décrit au chapitre 4 consiste,
d’une part, a tester pour chaque brin et chaque couple de brins, les conditions de déclenche-
ment des regles, et, d’autre part, a exécuter celles-ci quand elles sont remplies. L’algorithme
correspondant aurait la structure suivante :

Répéter

Choisir x dans C
Essayer d’exécuter les régles 1 et 6 avec x
Répéter

Choisir z dans C

Essayer d’exécuter les régles 2 a 5 avec x et z
Jusqu’a ce qu’aucune régle ne puisse &tre exécutée avec x
Jusqu’a ce qu’aucune régle ne puisse 8tre exécutée

Pour décrire un algorithme concret il faut fixer une stratégie pour le choix les brins, c¢’est-
a-dire une stratégie de parcours de la carte. Pour réaliser ceci, nous ajoutons au systéme de
réécriture des structures de controle utilisées pour fixer le choix du brin ou du couple de brins
pour lequel on essaye d’appliquer une régle. Une régle de réécriture décrit alors a la fois les
transformations effectuées sur la carte et celles qui le sont sur les structures de controle.

Dans une régle du systéme de la table 4.2, le choix des brins x et y dans la carte C' est
effectué par celui de permutations utilisées pour les amener en téte du terme réécrit. Pour
séparer ce choix de la forme du terme représentant la carte, nous pouvons également choisir z
et y, de maniére indéterministe, dans ’ensemble des brins de la carte. C’est cette premiére idée
qui est présentée dans le systéme Rg de la table 5.1. Ce premier systéme prépare 1'utilisation,
dans la suite, de structures de controle quelconques.

Dans ce systéme de réécriture nous utilisons des ensembles dont une spécification détaillée
peut étre trouvée, par exemple, dans [42|. Les ensembles sont construits a partir de singletons,
notés {z}, et par des unions disjointes et commutatives, notées {z} U S ou {z1,...,z,} US
pour {z;} U...U{x,}US. Une opération de suppression d'un élément x d’un ensemble S,
notée d(S, ), est utilisée dans la suite.

Dans ce systéme, une carte et un ensemble de brin sont réécrits simultanément. Nous
verrons qu’en fait cet ensemble est toujours exactement l’ensemble des brins de la carte. Le
choix des brins porte maintenant sur leur appartenance a cet ensemble. Chaque régle de Rg
décrit les modifications & apporter a I’ensemble de brins pour que, s’il représentait ’ensemble
des brins de la carte avant réécriture, il représente apres réécriture I’ensemble des brins de la
carte transformée.

Les régles Rg,, , et Rs,, décrivent les étapes d’initialisation et de fin de réécriture avec
Rg. La réécriture d'une carte C' avec Rg débute en initialisant la structure de controle avec
’ensemble de ses brins s(C'). La réécriture avec le systéme Rg se termine lorsque les régles
Rg1 & Rgg ne peuvent plus étre déclenchées, ce que nous notons —Rgj p ..., 7 Rgg. Cette
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TAB. 5.1: Systeme de réécriture structuré par des ensembles

C S,C .
Rs; i S(0).C Rsyy, =5 st ~Rsia-..n~Rse
{z}US,C .
Rgq : llap(C
S a0(Crw), dan(Cra) O MHE)
Res - {r,z}US,C s {ﬂeqa(C,x,z)
2 A({zr U S, a0(C, 2)), dap(C,z)  \eqap(C,z,z)
R . {(II,Z} U SaC i —nnullap(C, Z)
o {J?, a:la yla Z} U Sa cap(C', T, 7TU(C’a Z)) mczdent(C’, 2 (II)
avec {x’:ao(cap(C,:v,Wo(C,z)),x)
y'=ao(cap(C,z,mo(C,2)),a0(C,x))
{z,2}US,C .
Rgy4 : t(C
a5 2 YOS, capleap(C,z, D, ) o UG 52)
i =intersection(C,z,z)
z'=ag(cap(cap(C,z,i),z,i),)
avec | y'=ao(cap(cap(C,,i),2,0),a0(C,z))
2'=ap(cap(cap(C,x,i),2,i),2)
z’:ao(cap(cap(C,x,i),z,i),ao(C’,z))
{(II,Z}US,C . {ﬂeqv(C’,x,y)
Rgs - - si
{z,2z} US, fusion(C,z,y) eqsp(C, x,y)
Rss {z} U S0 si —class(C, z)

: {z} U S,dsp(C,x)
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condition pourrait facilement étre explicitée et réduite en prenant la conjonction des négations
des conditions des régles Rg; a Rgg. Dés qu’elle est remplie, ’ensemble n’est plus nécessaire
et Rg,,, retourne la carte finale.

Précisément, si des brins sont supprimés de la carte, comme dans les régles R1 et R2, ils
sont également supprimés de I’ensemble. Ainsi, pour Rgy, I'ensemble {x} U S est remplacé par
I’ensemble d(S, ap(C, x)). On a donc supprimé de I’ensemble de départ les brins z et ay(C, x)
qui sont les brins de I’aréte nulle supprimée dans dap(C, x). Le méme principe est utilisé pour
RSQ.

Lors d'une coupure d’aréte, des brins sont ajoutés a la carte, comme dans les régles Rj
et Ry, et sont donc ajoutés & I’ensemble. Ces nouveaux brins sont obtenus dans la carte
transformée en recherchant les nouvelles images par o des brins dont ’aréte a été coupée.
Ainsi, pour Rgs, laréte {z,ao(C,z)} est coupée, et donc, les nouveaux brins z’ et 3’ sont
les images de = et ag(C,x) dans la carte cap(C, z,m(C, z)). L’ensemble {z,z} U S est donc
remplacé par I'ensemble {x,z',y', 2} U S.

Nous pouvons alors affirmer que les deux systémes de réécriture sont équivalents.

Proposition 5.1.1 Soit une carte C' quelconque, alors :

CrapC=CipC
Cette proposition signifie que la forme normale C’, d’une carte C, obtenue par le sys-

téme R est égale a la forme normale obtenue avec le systéme Rg. Nous ne donnons pas une

démonstration in extenso de la proposition, mais quelques remarques doivent suffire & nous

convaincre. Une démonstration formelle consisterait a vérifier par induction structurelle et en

utilisant les axiomes définissant s(C'), que ’ensemble qui est réécrit est bien égal a I’ensemble

des brins de la carte. Cette preuve ne présente aucune difficulté, mais est longue et fastidieuse.
Les régles sont écrites pour vérifier la propriété suivante :

5,70 (5(C7), C1)

Rs, /B

O — " < (s(C),0)

R;/E

qui signifie que pour toute étape de réécriture de la carte C' en la carte C', avec la régle R;
du systéme R, il est possible de réécrire de maniére équivalente C' et ’ensemble des brins de
C, avec la régle correspondante Rg, du systéme Rg et réciproquement.

En effet, quels que soient les brins = et z apparaissant en téte du terme représentant C'
et utilisés pour déclencher la régle R;, il est possible de construire ’ensemble des brins de C'
de maniére a ce que ces deux brins soient au début de ’ensemble et déclenchent ainsi la regle
Rg,. Les deux régles déclenchées par les mémes brins effectuent les mémes transformations et
I’ensemble obtenu est bien ’ensemble des brins de C”.

Réciproquement, étant donné ’ensemble des brins de C' dont les deux premiers brins
déclenchent une régle Rg,, il est possible par des permutations successives d’amener le plon-
gement de ces brins en téte du terme C' pour qu’ils déclenchent la régle R;.

En fait, les permutations utilisées pour la réécriture avec le systéme R sont remplacées,
dans le systéme Rg, par des permutations dans I’ensemble des brins. On pourrait ainsi, pour
utiliser Rg et les systémes que nous verrons par la suite, supprimer les axiomes de permutation
des spécifications des cartes.

Cette premiére étape qui consiste a passer du systéme R au systéme Rg ne résout pas le
probléme du choix d’une stratégie, puisque le choix d’un brin ou d’'un couple de brins dans
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I’ensemble des brins est toujours non déterministe. Mais elle nous permet d’introduire une
structure de controle et de séparer ainsi le choix des brins de la forme du terme représentant
une carte. L’utilisation de structures de controle de plus en plus efficaces va nous permettre
dans les sections suivantes d’obtenir les résultats escomptés.

5.2 Formalisation d’un parcours global

L’étape suivante dans la transformation du systéme de réécriture est de fixer explicitement
le parcours des brins. La méthode la plus simple consiste a parcourir tous les brins de la carte.
Pour cela, nous remplagons I’ensemble de brins utilisé comme structure de controle, par deux
listes de brins. La premiére liste L est utilisée pour parcourir les brins de la carte et pour fixer
le choix du brin x apparaissant dans les régles. La deuxiéme liste L' permet, pour chaque brin
x de L, de parcourir les brins de la carte qui n’ont pas encore été testés avec x et ainsi de
fixer le choix des couples de brins.

La réécriture est initialisée avec la liste de tous les brins de la carte C, notée [(C). Un
brin est supprimé de L lorsqu’il ne peut plus déclencher aucune régle. Le systéme termine
quand L est vide. A chaque fois qu’un brin est supprimé de L, la liste L’ est initialisée avec les
brins restants. Les brins x et z sont toujours choisis en téte des deux listes courantes. Lorsque
aucune régle utilisant un couple de brins ne peut étre déclenchée, le premier brin de la liste
L' est supprimé.

Une spécification détaillée des listes peut également étre trouvée dans [42]. Dans la suite,
nous considérons qu’elles sont construites a partir de la liste vide [ | et par I'adjonction
d’un élément z en téte d’une liste L, notée [xz|L] ou [xy,...,z,|L] pour [z(|[...|[xz,|L]..]].
L’opération d(L, z) supprime z de la liste L quand x n’est pas le premier élément de L.

La table 5.2 montre le systéme de réécriture Ry ou les régles de Rg ont été transformées
pour prendre en compte les deux listes utilisées comme structures de controle. Comme avant
les brins qui sont supprimés de la carte sont, dans R;, et Rj9, également enlevés des deux
listes. Ainsi, dans Ry, l'aréte {z, ap(C, x)} est détruite. La liste [x|L] est donc remplacée par
la liste d(L, ap(C, x)) et la liste L' est remplacée par d(d(L', x), ap(C,x)). Le méme principe
est utilisé pour Ry.».

Lorsque des brins sont ajoutés a la carte, dans Ry 4, ils le sont aussi a la premiére liste. On
aurait également pu les ajouter a la seconde liste, mais il est facile de voir que ces nouveaux
brins ne peuvent pas interagir avec les brins dont ’aréte vient d’étre coupée. Ainsi, dans
Ry4, les nouveaux brins z/,y', 2" et t' sont ajoutés a la liste [z|L] qui est remplacée par
[z,2',y', 2/, t'|L]. Les brins sont simplement ajoutés en téte de liste puisque leur ordre dans
celle-ci n’a pas d'importance. Le seul impératif est que le premier brin de L reste le méme pour
ne pas perturber le parcours. Comme dans le systéme Rg les nouveaux brins sont obtenus en
recherchant les images par « des brins dont I’aréte est coupée. Les formules utilisées sont les
mémes et ne sont pas réécrites pour éviter d’alourdir I’écriture.

Ce raisonnement est également appliqué a Rg3 qui nécessite cependant un traitement
particulier. En effet, cette régle n’est pas symétrique et les tentatives de déclenchement avec
des couples symétriques (x, z) et (z, ) ne sont pas équivalentes. Nous souhaitons décrire, dans
le systéme Ry, un parcours dans lequel une paire {z,y} n’est examiné qu’une fois, ¢’est-a-
dire soit avec le couple (z, z), soit avec le couple (z, ). La régle Rg3 est ainsi dédoublée en
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TAB. 5.2: Systeme de réécriture structuré par des listes

[L.0LC

C
Ry . Ry,
Linit l(C),l(C),C Lfln C
[z|L), L', C .
Ryrq: lap(C,
M (T a0 (Cr ), AL, 2), a0 (G ), dap( Gy o ML)
Rro - [$|L],[z|LI],C si {ﬁeqa’(oafl/‘,z)
- d(d([z|L], 2), 0 (C, 2)), d(L', o (C, 2)), dap(C, 2) eqap(C, z, z)
Ry« : [=|L], [Z|L,]v c si —nullap(C, z)
L a1 1L, caplCr, mo(Cr2)) - ineident(C, z, z)
avec z',y les brins créés
R . [£E|L], [Z|Ll]a C i —mullap(C,x)
U T L [ F D), cap(C 2 mo(Coa) © \icident(C ., 2)
avec 2/, t' les brins créés
[z|L], [2|L],C .
Rr4 : tHC, z,
L4 [:E,:El,yl,zl,tl|L],[Z|LI],Cap(Cap(C,(L‘,i),z’i) S1 secan ( €T z)
i = intersection(C,x, z)
avec ! ! ! ! - ..
'y, 2t les brins créés
Rrs : [:E|L],[Z|LI],C si —eqs(C, z, z)
" [z|L], [2| L', fusion(C,z,y) eqsp(C, z, z)
[z|L], L', C .
Ryg : =cl C
6 @IL]. L, do(C.2) si —class(C, x)
L,[z|L'],C .
Rz : % si "Rpaa~Rp3a—Rpap ~Rps
z|L],[],C .
Rrs : & si =Rpi A Rpg

L,L,C
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deux régles symétriques Ry3 et Rrz. Remarquons que dans Ry3 les nouveaux brins 2’ et ¢/
sont ajoutés a la seconde liste car ils peuvent interagir avec x, notamment pour la fusion de
sommet. Pour le reste ces deux régles sont comparables a Ry ,.

Deux régles qui n’agissent que sur les structures de controle, et que nous appellerons
régles de controle, sont ajoutées au systéme. Elles décrivent le parcours des brins de la carte
et correspondent au passage au brin suivant dans les deux listes. Quand le premier brin z de la
seconde liste L' ne peut déclencher aucune des régles nécessitant un couple de brin avec le brin
x de la premiére liste, il est supprimé de L’. Ceci revient a choisir pour z son successeur dans
L' et est décrit par la régle Ry 7. Ainsi, quand les régles 2 a 5 ne peuvent étre exécutées, ce que
nous notons =Ry n 7R3 n 7 Rpg n 7 Rps, la seconde liste [2|L'] est remplacée par L'. Comme
mentionné pour Rg cette condition de déclenchement pourrait facilement étre explicitée et
simplifiée.

Quand la seconde liste est vide, cela signifie que x, le brin en téte de la premiére liste, a
été testé avec tous les autres brins. La régle Ryg supprime alors le brin x de la premiére liste
et initialise la seconde liste avec les brins restants. La condition ~R;; » 7 Rr¢ qui apparait
dans Rpg précise que la suppression de x n’est réalisée que lorsque x ne peut déclencher les
régles RLI et RLG-

Les deux derniéres régles de controle, Ry, ., et Ry, , décrivent Uinitialisation et la termi-
naison du systéme Rp. La réécriture commence avec les deux listes initialisées avec [(C), la
liste des brins de C'. Elle termine quand les deux listes sont vides. De cette facon, tous les brins
et couples de brins sont examinés. On pourrait montrer que chaque brin et chaque couple de
brins n’est examiné qu’une fois et que comme précédemment, on a la propriété suivante :

Proposition 5.2.1 Soit une carte C' quelconque, alors :

CrapC=Cpc

Le systéme de réécriture Ry que nous obtenons est une description formelle, précise et
compléte d’une stratégie de parcours des brins d'une carte, pour le calcul de son raffinement.
Cette stratégie n’est pas obtenue par une approche globale. En effet, comme les régles de
réécriture sont indépendantes les unes des autres, elle est construite par une étude des diffé-
rents cas et les changements sur le systéme de réécriture sont effectués régle par regle. Des
régles de controle sont simplement ajoutées pour décrire le parcours. Les transformations ef-
fectuées pour écrire les régles Ry a Rpg sont trés simples et pourraient éventuellement étre
automatisées.

Un algorithme de forme classique peut alors facilement étre dérivé du systéme de réécriture
R;,. Sa structure est donnée par les quatre régles de contrdle. Il correspond & un parcours des
couples de brins de la carte par deux boucles imbriquées parcourant chacune une liste de
brins. Pour le construire nous gérons directement les régles Ry, ., Rr,, , Rr7 et Rig et les
deux listes de brins. Les brins z et z sont obtenus par la fonction p(L) qui donne le premier
élément d’une liste.

L’algorithme produit a alors la structure suivante :

L = 1(C)
Tant que L # []
x = p(L)

Essayer d’exécuter la régle 1 avec x
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Si la régle 1 échoue Alors
Essayer d’exécuter la régle 6 avec x

L’ =L
Tant que L’ # [ ]
z = p(L?)

Essayer d’exécuter la régle 2 avec x et z

Si la régle 2 échoue Alors
‘Essayer d’exécuter les régles 3 & 5 avec x et z
L =d@, z)

FinSi
Fin {tant que L’}
L = d(L, x)

FinSi
Fin {tant que L}

Si on compte le nombre de tentatives d’exécutions de régles, ce simple algorithme a une
complexité en O((n+14)?), n étant le nombre de brins de la carte et i le nombre de brins créés
qui est proportionnel au nombre d’intersections et d’incidences.

5.3 Optimisation par D'utilisation de propriétés géomé-
triques

Le systéeme Ry, décrit le raffinement d’une carte a travers un parcours complet des couples
de brins qu’elle contient. Pour optimiser I’algorithme qui en dérive, il faut limiter le nombre
de couples parcourus. Pour cela, nous étudions les conditions géométriques nécessaires, mais
pas forcément suffisantes, pour que deux brins puissent interagir, c’est-a-dire déclencher une
des régles du systéme. Il faut alors modifier le parcours, et donc les structures et régles de
controle, pour que ces propriétés soient prises en compte.

Examinons d’abord les conditions nécessaires a 'interaction de deux brins. Si D et D'
sont les droites verticales passant par les sommets d’une aréte {z,y}, nous appelons zone
d’interaction de I'aréte, la région du plan délimitée par D et D’. Les brins qui peuvent interagir
avec les brins x et y sont ceux dont les sommets sont dans la zone d’interaction de leur aréte.

En effet, si deux arétes sont sécantes ou superposées, alors un des sommets de ces arétes
appartient a la zone d’interaction de ’autre. Si un sommet est incident a une aréte, il appar-
tient a sa zone d’interaction. Et enfin, deux sommets égaux appartiennent chacun aux zones
d’interaction des arétes incidentes a ’autre sommet. Les brins dont le sommet appartient a
la zone d’interaction d’une aréte, sont dits actifs pour cette aréte.

3
ot i o
D D -4

F1G. 5.1: Région du plan délimitée par laréte {1, -1}
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Exemple 5.3.1 Dans l'exemple de la figure 5.1, les brins actifs pour Uaréte {1, -1} sont
2, -2 et -3. Remarquons que les brins 5 et -5 ne sont pas actifs pour laréte {1, -1}, mais
qu’inversement les brins 1 et -1 sont actifs pour laréte {5, -5}. ad

Pour que cette propriété puisse étre utilisée, il faut pouvoir vérifier, par le calcul, qu'un
brin est actif pour une aréte donnée. Dans cette optique, nous définissons un ordre < sur les
brins d’une carte C' donnée.

Définition 5.3.1 Dans une carte C' et pour deuzx brins x et y 0-plongés de C, les relations
<c et <¢ sont définies par :

r<cy <= m(C,z) <, m(C,y)
x SC Yy — 71—0(07 IL') <p 71—0(07 ?J)\/@‘JSP(C,%?J)

o <, est 'ordre lexicographique sur les coordonnées des points, dont la définition est don-
née précisément dans la spécification POINT-2D (cf. annexe A), et eqsp(C,x,y) est le test
d’égalité du plongement de deuxr sommets, défini précédemment.

Alors, formellement, nous avons la définition suivante :

Définition 5.3.2 Soit C' une carte et un brin x fixé. Les brins actifs de C' vis-a-vis de [’aréte
{z,a0(C,x)} sont les brins z tels que :

r<czpz<cy stx<cy
y<czpaz<cr S1T>CY

en notant y = ap(C, x).

Pour réduire le parcours des couples de brins, il faut que, pour chaque brin z choisi dans la
premiére liste L, nous puissions facilement séparer les brins actifs des autres brins. Le meilleur
moyen pour cela est de considérer que les brins de la seconde liste L' sont ordonnés de gauche
a droite suivant la relation <c. La liste des brins actifs est alors une sous-liste de L'.

Pour éviter de trier les brins de L’ pour chaque x, il suffit de considérer que L est également
ordonnée. La liste des brins actifs est alors une sous-liste de L commengant a x. Comme le
brin z est toujours choisi en téte de L, L' est égale a L dont la queue est tronquée aprés le
dernier brin actif. Pour éviter la recherche explicite de I’endroit & tronquer, L' est initialisée
a L et les brins de la seconde liste sont parcourus tant qu’ils sont actifs. Ainsi, les brins sont
parcourus, de gauche a droite, grace a une liste ordonnée et seuls les couples de brins dont le
deuxiéme membre est actif pour ’aréte du premier sont parcourus.

Ce choix de parcours nous permet alors quelques simplifications pour le test d’interaction.
Comme les brins sont examinés de gauche a droite, nous avons forcément x <. z. En notant
y = ap(C, x), la condition exprimant que z est actif pour I'aréte de = devient :

r<czprz<cy siz<cy
y<czprz<czr Ssir>cy

z2<cy sirx<cy
<~ .
z<cx Ssix>cuy, car rt 2o Yax <g 2=y <c¢c zestvrat
z<cvy six <oy
eqsp(Cyx,z) siz >c vy, car z <c w2 <¢ 2z < eqsp(C, x, 2)
= [r<cyrz<cylvlr 2cynreqsp(C,z,2)]
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La condition d’arrét pour le parcours de la seconde liste est alors la négation de la condition
précédente. Ce qui donne :

2<crvy<cz sir<cy
z<cyvr <cz Six>cy

= [z <cyry<czlvir >cya-eqsp(Cz,z)]

Le systéme Ry de la table 5.3 décrit le raffinement utilisant cette stratégie. Dans certaines
de ses régles, comme précédemment, nous serons amenés & supprimer ou insérer des brins
dans les structures de controle. Ceci est réalisé par deux fonctions, i(F,z) et d(F,x), pour,
respectivement, insérer et détruire un brin dans une file. Mais ces opérations ne pourront
étre implantées de maniére efficace si on utilise des listes linéaires ordonnées. Or le but des
transformations apportées aux systémes de réécriture est de décrire, de facon plus explicite,
des algorithmes efficaces, méme si cette efficacité reste invisible au niveau de la description
du parcours, le nombre des couples parcourus ne changeant pas. Pour cette raison, a la place
des listes, nous utilisons des files de priorité, que nous implantons de maniére optimale par
des tas et dont les spécifications sont données dans ’annexe B.

TAB. 5.3: Systéme de réécriture structuré par des files de priorité

C [1.[],C
Rp. . Rp, - lb¥
Flnlt f(C),f(C),C Ffln C
R - FF.C & Jz=p(F)
U d(d(F, 3), a0 (C, 7)), d(d(F, 7), a0 (C, z)), dap(C, z) nullap(C, z)
Riey RF,C si {w = p(F) n 2 = p(F")
"2 4(d(F, 2), a0 (C, 2)), d(d(F', ), o (C, 2)), dap(C, 2) —eqa(C, z, 2) » eqap(C, z, 2)
R . F,F’,C si x:p(F)/\z:p(Fl)
B G(F ), y), Feap(C,z,m0(C, 2)) . \~nullap(C, 2)  incident(C, z, z)
R . FaF,aC Si $:p(F)AZ:p(F,)
P GGGE ), ), 2, 1), B capleap(C, 2, i), 2,4) | secant(C,x, 2)
R - EF.C s {QUZP(F)AZZP(F’)
g F', fusion(C,z,y) —eqs(C, z,z) n eqsp(C, 1z, 2)
Roe - FF.C L fo=p(F)
P B F du(Cox) | ~class(C, z)
FaFlaC x:p(F)/\Z:p(FI)/\_'(RFQRF5)
Rpp+ — -1 g — an(C
P d(F, 2,0 {[x <cynz<cylvlr>cyneqsp(C,z,z) avec y = ay(C, z)

FF - — p(F') p =
Rrs : 7, C si{x p(F) nz =pF') n 2(Br1y Brs) avec y = ay(C, z)

" d(F,z),d(F,z),C [z <cynay <c zlvlr 2c yr—eqsp(C, 1z, 2)]

Pour l'essentiel le systéme Ry reprend les regles de la table 5.2. Pour les régles 1 a 6, il
n’y a pas de changement notable, excepté le fait que les brins ne sont plus choisis en téte de
liste, mais obtenus par la fonction p(F') qui donne le plus petit élément de la file de priorité.
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Notons cependant que, comme x < z pour tout couple choisi (z, z), il n’est plus nécessaire
de dédoubler la regle 3.

Les changements les plus importants se situent au niveau des régles de controle. Les régles
7 et 8 utilisent les conditions définies précédemment pour limiter le parcours des brins de la
seconde file aux brins actifs pour le brin courant de la premiére file. Ceci est réalisé selon le
méme principe que pour le systéme précédent. Les régles d’initialisation sont les mémes que
pour Ry. La régle R, ., initialise la réécriture avec la file de priorité f(C') contenant tous les
brins de la carte C' ordonnés par la relation <c. Enfin, la réécriture se termine avec Rp,,,
lorsque les files de priorité sont vides.

La stratégie définie dans le systéme Rp correspond a un algorithme de balayage simple du
plan. Sa complexité reste en O((n+14)?), n étant le nombre de brins de la carte et i le nombre
de brins créés, dans le pire des cas. En effet, il est possible de construire des cartes telles
que, pour chacun de leurs brins, tous les autres brins soient actifs. Cependant en moyenne on
obtient une amélioration sensible de la vitesse de calcul, surtout lorsque les brins sont plongés
sur des segments de tailles homogeénes et réguliérement répartis dans le plan.

5.4 Un algorithme optimal par balayage

L’algorithme de balayage obtenu dans la section précédente n’est pas optimal car, pour un
brin z fixé d’une carte C', tous les brins actifs sont examinés. En prenant quelques précautions,
il est suffisant d’examiner le brin actif dont ’aréte est juste en dessous de 'aréte {z, ap(C, x)}
et celui dont I'aréte est juste au-dessus.

Pour pouvoir rechercher efficacement ces deux brins, ’ensemble des brins actifs pour une
aréte donnée est trié de bas en haut et ainsi la seconde file de priorité est remplacée par un
dictionnaire binaire, ou arbre binaire de recherche, dont les spécifications sont données dans
I’annexe B. Pour éviter de trier I’ensemble des brins actifs pour chaque brin de la premiére
file, le dictionnaire est maintenu par chaque régle et mis a jour par les régles de controle
lorsque 'on passe au brin suivant. On retrouve ainsi, les structures classiques utilisées pour
les algorithmes de balayage et souvent nommées X et Y, comme dans [8, 62, 16].

Alinsi, pour résumer, le systéme de réécriture débute avec tous les brins de la carte, or-
donnés de gauche a droite, et placés dans une file de priorité X et avec un dictionnaire vide
A. Le brin x est toujours le premier élément de la file X et z est obtenu en cherchant dans
A les deux brins qui sont juste en dessous et au-dessus de z. Puis, lorsque les régles 1 a 6 ne
sont plus déclenchables avec x et z, si x n’était pas encore actif, il est inséré dans A sinon il
en est enlevé. Aprés cela, r est supprimé de X et 'on continue avec le brin suivant de la file
de priorité.

De plus, comme des sommets égaux sont placés I'un derriére I’autre dans la file X, la fusion
de sommets ne peut avoir lieu que pour deux sommets consécutifs. Ainsi, nous ajoutons une
structure S qui est un tampon contenant simplement le dernier sommet utilisé et qui sera
utilisé par la régle de fusion pour obtenir le brin z. La table 5.4 présente le systéme de
réécriture modifié Ry pour décrire un parcours utilisant ces trois structures de controle.

Dans le systéme de réécriture Ry, seules les régles 1, 4 et 5 subissent des transformations
pertinentes, les autres étant similaires. Les opérateurs ¢ et s sont introduits pour respective-
ment insérer et supprimer un brin dans la structure correspondante. Comme avant, dans la
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TAB. 5.4: Systéme de réécriture avec stratégie de balayage

) C ~v,0,5,C
“ F0)0 (1,C e
X,A,8,C i {(L‘ = premier(X)
s(s(X,z),a0(C,x)), A, S, dap(C, x) nullee(C, x)
X, A S, C g 1%= premier(X) A z = gequal (A, C, X)
55X, 2), a0(X, 2)), 4, 5, dap(C, 2) * \~eqa(C.,2)
X,A,8,C g 1%= premier(X)
i(i(X,2"),y), A, S, cap(C, z,m (C, 2)) z = gincident(A, C, z) # nil
X, AS8,C ” {x = premier(X)
i(i(i(i(X, 2"),y"),2'),t"), A, S, cap(cap(C, z,1), z,1) z = gsecant(A, C,x) # nil
XaAa {Z},C si {fIf :premz'er(X)
X, A, S, fusion(C, z, z) —eqs(C, x, z) p eqsp(C, T, 2)
X,A,8,C 1= premier(X)
X, A, S, dsp(C,x) —class(C, x)
X, A8 C . {w = premier(X) A gauche(C, x)

s(X,2),i(A,2), {z},C ° \~(R2y ...y R5)
X ASC z = premier(X) a droit(C,z) » ~(R2... R5)
- i ¢ z=gmaxinf(A,C,z) sz = gminsup(A,C, )

Rx

RXI .

RX2 .

RX3 .

Rx4 .

RX5 .

RX(; .

Rx7 .

Rxg .

i(5(X,2),2), 5(5(4, 00(C 7)), 2), {2}, C interaction(C. .7/

X, 4,8,C {x = premier(X) » droit(C,z) n ~(R2... R5)

By X ) s(A, ao(Coa) {ah O

z = gmazxinf (A, C,x) o 2" = gminsup(A, C, x)
—interaction(C, z,2") v z = nil v 2 = nil
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régle 1, les brins de 'aréte détruite sont supprimés de X, ils n’ont pas encore été inclus dans
A. Dans la régle 4, 'opérateur gsecant(A, C, x) cherche dans A une aréte juste en dessous ou
juste au-dessus et sécante a ’aréte a laquelle x appartient et retourne un brin de cette aréte
ou nil si une telle aréte n’existe pas. Ensuite les nouveaux brins sont insérés dans X. Les
derniers changements apparaissent dans la régle 5. Comme mentionné précédemment, le seul
brin dont le sommet peut étre fusionné avec celui de x est le dernier brin examiné qui a été
placé dans S. Ainsi z est le brin contenu dans S.

Les opérations ¢ et s et les opérations de recherche dans I’ensemble des brins actifs sont
spécifiées complétement dans I’annexe B. Nous avons utilisé ¢ et s pour alléger I'écriture du
systéme, mais ces deux fonctions sont nommeées insert et supprime dans cette annexe.

F1G. 5.2: Les deux cas d’inactivation de brins droits

Les régles 7, 8 et 8 sont utilisées pour maintenir X, A et S quand la zone de balayage,
c’est-a-dire la zone définissant les brins actifs, se déplace vers la droite lorsqu’on passe au
brin suivant de X. Ce mécanisme n’est activé que lorsque les régles 1 & 6 ne peuvent étre
exécutées. Dans ces trois régles le brin x est placé dans S. Si x est un brin gauche, i.e. si x est
le sommet de gauche de son aréte, alors son aréte entre dans la zone de balayage. On est sir
que x n’interagit avec aucun des autres brins de A sinon une des régles aurait été déclenchée.
La régle 7 le rend actif en I'insérant dans A et 'enléve de X pour que la réécriture continue
avec le brin suivant de X.

A T'opposé, si x est un brin droit, son aréte quitte la zone active. De méme que précédem-
ment, x n’interagit avec aucun des autres brins de A et doit donc étre inactivé en étant
supprimé de A et enlevé de X pour le passage au brin suivant.

Dans ce second cas, les arétes qui sont juste en dessous et au-dessus de x n’ont peut-étre
pas été testées ensemble et peuvent donc interagir comme montré dans la figure 5.2. Ainsi,
si 'une de ces arétes n’existe pas, i.e. si la fonction de recherche retourne nil, ou si elles
n’interagissent pas, il n’y a rien de plus a faire (régle 8’). Sinon, le brin z, dont 'aréte est
juste en dessous de x, est enlevé de A et réinséré dans X afin d’étre examiné une fois de plus
(regle 8).

Comme avant, un algorithme classique peut étre dérivé du systéme de réécriture. Nous
obtenons ainsi un algorithme de balayage [8, 62|, dont la complexité est en O((n + 4) In(n)).
Cet algorithme est adaptatif |16, 61| puisque sa complexité est fonction de la taille des entrées
et des sorties.

X = ensemble des brins de C ordonnés par abscisses croissantes
A=10
S=10

Tant que X # ()
‘ x = premier(X)
‘ Essayer d’exécuter les régles 1 a 6
| d(X, x)
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S = {x}
Si gauche(C, x)
| i(a, ¢, x)

Sinon {x est un brin droit }

daca, C, op(C, x))

z = gmaxinf (A, C, x)

z’ = gminsup(4, C, x)

Si z # nil et z’ # nil et interaction(C, z, z’)
| Alors d(A, C, z), i(X, z)

FinSi

FinSi

Fin {tant que}

Nous pensons que des algorithmes plus complexes, comme celui de [20], qui ajoute des
nouvelles arétes pour rendre les faces de la subdivision convexes et a une complexité en
O(nln(n) +1) grace a cette optimisation, peuvent étre rigoureusement congus en utilisant les
mémes méthodes. L’intérét de notre approche est la claire séparation entre les structures de
données utilisées pour modéliser les cartes et les structures de données utilisées pour améliorer
le controle et donc la complexité des algorithmes.

Nous avons proposé un mécanisme général pour décrire n’importe quel algorithme concret
de raffinement. Différentes structures de controle ménent a différentes stratégies et donc dif-
férents algorithmes. Une classification des algorithmes de raffinement pourrait ainsi étre en-
visagée, basée sur le type de structures et le type de fonctions de recherche qui sont utilisées.
D’autres stratégies pourraient étre étudiées formellement, avec les mémes principes, et notam-
ment les stratégies consistant a diviser pour régner ou les stratégies dites de mariage avant
conquéte.

5.5 Complétion des labels

Comme le raffinement, le systéme de complétion des labels peut étre transformé pour
inclure une stratégie de parcours des brins de la carte. La complétion s’effectue par I’exécution
d’une seule régle nécessitant le choix d’un brin et conduit donc a une stratégie trés simple.

Tous les brins de la carte sont placés dans une file FIFO. Le brin x choisi pour essayer
d’exécuter la régle est celui qui est en téte de file. Lorsque la régle est appliquée les labels
des brins z,y = ap(C,z),z = ¢1(C,z) et t = ap(C, z) sont modifiés. Ces brins pourraient
de nouveau déclencher la regle et sont donc ajoutés en queue de la file. Si la régle n’est pas
appliquée, les labels de x ne changent pas et donc x ne peut plus déclencher la régle tant que
ses labels n’ont pas été modifiés par ’application de la régle sur un brin qui lui est incident.
Le brin x est donc enlevé de la file.

La table 5.5 montre le systéme R, correspondant a cette stratégie. L’ajout d’un brin x
en téte d’une file F' est noté x :: F' et ’ajout en fin de file est noté F' :: x. Comme d’habitude,
deux régles décrivent, d’une part, 'initialisation du systéme avec la file f(C') contenant tous
les brins de C' et, d’autre part, la fin du systéeme lorsque la file est vide.

Nous avons vu que ce processus se termine, puisque lorsque la régle est appliquée a un
brin, des objets sont forcément ajoutés a ses labels. Comme la taille des labels est bornée par
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TAB. 5.5: Systéme décrivant une stratégie pour la complétion des labels

Rlabelinit : W

xeCprz=p(C,x)

= F
Rigpet : Fox: ..x .. t,C C si qy=Cay(C,z)nt = Cay(C,2)
ey szt comp(C,z,2) label2(C, x) # label2(C, )

R 'm::F’OSi zeCprz=p1(C,x)
labelneqxt F, C labelQ(C’, (I,‘) = label2(C, Z)
,C
Riapet;, [ ]C

le nombre total d’objets, les labels d’un brin ne peuvent étre modifiés qu’au plus p fois, si p
est le nombre d’objets modélisés par la carte. Donc, un brin ne peut étre inséré qu’au plus p
fois dans la file. La complexité de I'algorithme issu de ce systéme est donc en O(pn), ot n est
le nombre de brins de la carte. La complétion des labels est donc un mécanisme treés efficace
pour I’évaluation d’un arbre CSG.



96 CHAPITRE 5. DESCRIPTION DE STRATEGIES ET ALGORITHMES CONCRETS



Chapitre 6

Raffinement des cartes en dimension 3

Comme dans le cas de la dimension 2, le raffinement d’une 3-carte combinatoire plongée
est décrit formellement par un systéme de réécriture. Les régles de ce systéme décrivent les
transformations a effectuer sur une 3-carte pour qu’elle vérifie les conditions de bon plon-
gement décrites dans la proposition 2.2.12. De plus, un second systéme de réécriture décrit
les transformations permettant la complétion des labels de la carte pour qu’elle vérifie les
conditions de bonne labellisation décrites dans la définition 2.3.2.

De nombreux niveaux de formalismes sont possibles pour décrire ces transformations et
un systéme trés abstrait conduiraient naturellement & une description plus simple. Celle-
ci ne correspondrait cependant pas au but que nous nous sommes fixé qui est de décrire
formellement, mais aussi complétement, le raffinement.

La description formelle doit étre suffisamment explicite, pour permettre et faciliter 1’ob-
tention d’un prototype et d’'une implantation efficace des algorithmes décrits. Le raffinement
d’une 3-carte est cependant beaucoup plus complexe qu’en dimension 2 et une description
globale et uniforme perdrait tout intérét si elle était illisible. Ainsi, nous proposons une des-
cription du raffinement contenant deux niveaux de lecture.

Le premier niveau décrit le raffinement d’une 3-carte par un systéme de réécriture qui
utilise, pour réaliser l'intersection de faces quelconques, des méta-fonctions qui sont des nota-
tions raccourcies pour des transformations complexes. Le deuxiéme niveau décrit précisément
ces transformations par une étude de cas sur la forme de l'intersection. Les différents cas et les
modifications qu’ils induisent, pour la carte a raffiner, sont décrits par plusieurs systémes de
réécriture. De méme que précédemment, comme nous avons voulu une description compléte
et détaillée de ces fonctions et des stratégies de recherche et de parcours des différents cas, le
systéme est enrichi par des structures de controle.

6.1 Le systéme de réécriture général

Le raffinement en dimension 3 et essentiellement basé sur la transformation des faces
d’une 3-carte. Rappelons qu'une face est composée de deux faces orientées symétriques. Nous
travaillons, dans la suite, sur une seule, et peu importe laquelle, des deux faces orientées d’'une
face, ce qui revient a considérer un brin sur deux. Pour ne pas surcharger notre discours nous
confondons la face orientée choisie avec la face (non orientée) a laquelle elle appartient.

97
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Comme pour les méthodes d’intersection classiques, nous supponsons ici que les faces
sont planes et sont plongées sur des polygones dont I'intérieur est connexe. C’est-a-dire que le
bord d’une face ne peut se situé dans l'intérieur du polygone qu’il définit. Ces contraintes sont
classiques est nécessaire pour une définition non ambigue de I'intérieur et donc de 'intersection
de deux faces.

Le premier niveau de réécriture contient quatre régles dont la forme est la méme que pour
les systémes utilisés en dimension 2. La figure 6.1 schématise les deux principales régles du
systéme. Pour améliorer la lisibilité, dans toutes les figures qui suivent, les arétes et les faces
sont éclatées et les 2-liaisons ne sont pas représentées. Le systéme est décrit formellement
dans la table 6.1. Des explications intuitives sont données ci-apres.

X

>

4
X X / —_
_ R cutface,
D+ L . B
3 oy ° o
oy -

-

Yy
X X

r
Ln R egplan

y y

F1G. 6.1: Illustration graphique des régles de réécriture

La premiére régle, Reyiface, réalise 'intersection de deux faces non coplanaires. Lorsque les
plans des faces de deux brins x et y sont sécants (secant(C, z,y)), les faces de z et y (dessinées
séparément en haut a droite de la figure 6.1) sont découpées le long de la droite d’intersection
D. Cette opération consiste d’abord & rechercher des segments de D partagés par les deux
faces, puis a insérer des arétes en fonction des différents cas de placement du segment vis-a-vis
du bord de la face. Cette opération est réalisée par un mécanisme complexe, décrit dans la
section suivante et que nous résumons ici par la méta-fonction cut face .

La deuxiéme régle, R.qpiqn, réalise I'intersection de deux faces coplanaires. Lorsque deux
brins = et y appartiennent a des faces distinctes (—eqface(C,x,y)) et plongées dans des
plans égaux (egplan(C, x,y)), les deux faces sont subdivisées. Cette opération correspond a
I’intersection de deux polygones dans un plan et est réalisée par un mécanisme, résumé par
la méta-fonction refine2d et détaillé plus loin. Intuitivement, le principe est de réaliser le
raffinement 2D des deux faces, avec le systéme décrit précédemment. Le résultat, qui est une
2-carte, est ensuite converti en un ensemble de faces d’une 3-carte liées par as. La conversion
est réalisée par duplication et recollement de la 2-carte duale du résultat.

La troisiéme régle, R.;rqce, est exécutée lorsque deux brins x et y appartiennent a des
faces distinctes ayant pour plongement deux polygones égaux (egpoly(C,x,y)). Dans ce cas,
une des deux faces, ici la face de y, est supprimée par I'opération del face(C,y). Les faces qui
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étaient 2-cousues a la face supprimée sont 2-cousues ensuite a l'autre face, par Regedge-

La derniere régle, Re4eqqe, compléte les 2-liaisons manquantes. Lorsque deux brins x et y ont
des arétes distinctes (—egedge(C, x,y)) et plongées sur des segments égaux (eqseg(C, x,y)),
alors leurs deux arétes (multiples) sont fusionnées. Précisément, les 2-liaisons des arétes de x
et y sont interclassées de maniére a ordonner correctement les faces autour de ’axe formé par
ces arétes. Cette fusion est réalisée par la fonction merge(C, z,y).

TAB. 6.1: Systeme de réécriture pour le raffinement des cartes

zeCpryelC
Rcutface : ¢ si {xeC/\yGC Reqface : # si GCIPOIy(CafL“ay)
cut face(C,x,y) secant(C, z,y) del face(C,y) —eqface(C, z.y)
c zeCpryelC c zeCpryelC
Reqplan : si eqplan(C,:Jc,y) Reqedge i ———— si eqseg(C,x,y)

refine2d(C, z,y) merge(C, z,y)

_'GQface(Ca z, y) _'eqedge(c’a x, y)

Le raffinement d’une carte revient a essayer d’exécuter chaque régle pour chaque couple
de brins (i.e. chaque couple de faces ou d’arétes). Ceci conduit naturellement a un algorithme
naif dont la complexité est en o(n?), ou n est le nombre de brins. Des stratégies classiques,
limitant le nombre de couples a tester, peuvent étre employées pour améliorer 'efficacité du
calcul, comme l'utilisation de boites englobantes. Dans ce cas, la recherche des k couples de
boites sécantes peut étre effectuée en o(k + n.In’n) [58].

6.2 Intersection de faces non coplanaires

La partie la plus délicate du raffinement est 'intersection de faces quelconques. Notre ma-
niére d’aborder cette question ressemble a celle de [7]. Mais nous bénéficions d’une structure
topologique précise, celle des 3-cartes dont I'intégrité est maintenue en permanence, et d’'une
série d’opérateurs spécifiés algébriquement qui nous permettent de simplifier et controler ri-
goureusement la définition de ce traitement. Lorsque deux faces non coplanaires s’intersectent
le long d’une droite D, leur intersection peut étre réduite & un probléme d’interclassement de
segments le long de D.

Chaque face est intersectée avec le plan de I'autre, ce qui fournit un ensemble de segments
de D intérieurs a la face ou sur son bord. Deux faces s’intersectent si deux segments de leur
intersection respective avec le plan de ’autre face se chevauchent. Un balayage de D est utilisé
pour détecter les couples de segments se chevauchant. La configuration de ces segments est
utilisée alors pour découper les deux faces.

Une description trés formelle de 'intersection de faces, uniquement basée sur I'étude des
configurations, a été réalisée pour ’analyse initiale du probléme et correspond a la derniére
phase de I'intersection. Cependant, une telle description est de peu d’utilité car elle n’explicite
pas comment sont obtenus les segments pertinents de D et ol sont insérés les arétes et sommets
lors de la découpe des faces. Nous présentons donc un systéme amélioré par raffinement vertical
(au sens du génie logiciel), prenant en compte la stratégie de balayage de D.
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La construction de ’ensemble de segments de D pertinents pour une face f se déroule en
trois phases. La premiére est la classification des arétes de f par rapport a D. Elle consiste
a construire la liste des arétes de f coupant la droite D ou lui étant incidentes. Pour chaque
aréte, des informations concernant la nature de cette intersection sont collectées.

Dans la seconde phase, cette liste est ordonnée, pour construire la liste des états de ces
arétes. L’état d’une aréte indique la position relative (au-dessus, au-dessous, a droite ou
a gauche) de Dintérieur de la face par rapport a cette aréte. La derniére phase consiste a
regrouper ces arétes par couples, en ne gardant que les couples qui définissent un segment de
D a l'intérieur ou sur le bord de la face.

Les trois phases sont détaillées et spécifiées dans les prochaines sous-sections ot nous
utiliserons les notations suivantes : z est un brin de la face (orientée) f pour laquelle on
construit ’ensemble des segments. Le plan de f coupe le plan m d’une autre face, le long
d’une droite D munie d’un repére (O, 7). Pour ne pas alourdir les figures, dans la suite, le
plan 7 n’est pas représenté explicitement et seule D apparait.

6.2.1 Obtention des informations géométriques nécessaires

Pour définir la liste des classifications des arétes de f, on regroupe un ensemble de données
géométriques obtenues en recherchant l'intersection des 1-plongements de f avec le plan 7.
Pour tout brin z de f, les informations suivantes, concernant le segment sur lequel il est
plongé, sont recueillies :

t, le type du segment ;

pe le point d’intersection ou d’incidence du segment avec 7 ;

k. I’abscisse de ce point dans (O,7);

0, la valeur absolue, dans 'intervalle [0, 7], de angle entre le segment orienté de x et le
vecteur 7, dans le plan de f;

i un entier déterminant la direction de U'intérieur de f dans (O, 7).

Ces informations sont obtenues par la fonction type_seg(s,m,n), ou s est un segment, 7
le plan vis-a-vis duquel sont réalisées les intersections et 77 un vecteur normal de la face. Les

types de segments possibles sont : OUTSEG, CUTSEG, UPON, DOWNON, ONUP, ONDOWN, ON1, ON-1
et sont représentés dans la figure 6.2. Pour simplifier nous parlons ensuite du type d’un brin.

QUTSEG CUTSEG UPON DOWNON ONUP ONDOWN ON1 ON-1

F1G. 6.2: Type d’un segment par rapport a un plan w

Dans cette figure, le repére (O, 7) n’est pas représenté, mais il est orienté de gauche a droite.
Les segments sont représentés a plat, dans le plan de la face f. La direction de la normale
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a f détermine deux demi-plans au-dessus et au-dessous de D. Les extrémités des segments
sont ainsi situées au-dessus de D, au-dessous de D ou sur D. On peut ainsi différencier les
segments qui coupent ou non le plan m (OUTSEG et CUTSEG), les segments incidents a 7 suivant
leurs orientations de bas en haut ou de haut en bas (UPON, DOWNON, ONUP et ONDOWN) et les
segments complétement dans 7 suivant leurs orientations dans le repére (O,7) (ON1 et ON-1)

Le point p, est le point d’intersection de I’aréte de = avec le plan 7, pour un brin de type
CUTSEG, 'extrémité du segment de x située sur D, dans les cas d’incidence, et le 0-plongment
de x dans les deux cas d’inclusion dans 7. Ce point sera éventuellement utilisé pour I'insertion
d’aréte ou de sommets dans f.

L’abscisse k, et ’angle 6, sont utilisés lors du tri le long de D. La valeur de 6, est utilisée
lorsque deux points ont la méme abscisse. Comme nous voulons ordonner les segments de
gauche a droite, la valeur absolue de cet angle suffit. En pratique, le cosinus de 6, est utilisé.
Il est obtenu par un produit scalaire entre le vecteur 7’ et le vecteur défini par I'aréte orientée
de z.

L’entier 7,, pouvant prendre les valeurs -1, 0 ou 1, permet de repérer la direction d de
I'intérieur de la face qui est, rappelons-le, situé a droite de 'aréte. Le vecteur direction d est
obtenu par le produit vectoriel entre le vecteur défini par ’aréte orientée de z et la normale
1 de la face f. Alors, i, est le signe du produit scalaire entre d et 7. Cet entier vaut 1 si la
direction d est dans le sens de 7, ¢’est-a-dire si l'intérieur de la face est situé apres p, dans le
repére, -1 si elle est de sens opposé et 0 si le brin est de type ON ou ON-1. Nous appelons cet
entier I’indicateur (d’intérieur) d’une aréte.

Ces informations géométriques sont recueillies pour chaque brin de la face f et placées
dans une liste par la fonction info_face(C,z,m,n) ot x est le brin de f fourni par le systéme
de réécriture, w le plan pour lequel sont calculées les intersections et 77 un vecteur normal &
f. Cette fonction est spécifiée dans la table 6.2, qui décrit simplement un parcours de la face
de z par la fonction ¢; et 'appel de la fonction type_seg(s,m,n) pour chaque aréte. Notons
que le brin est ajouté a I’ensemble des informations car nous en aurons besoin pour savoir otl,
dans la carte, les insertions d’arétes ou de sommets auront lieu.

TAB. 6.2: Spécification de la fonction info_face(C, )

Spéc INFO-FACE étend 3-CARTE-GEO avec

Opérateurs
info_face : 3Carte Brin Plan Vect — List[(Brin Type Point Float Float Int)]

Axiomes (C : 3Carte ; x,y : Brin ; m: Plan ; n: Vect ;
t:Type; p: Point ; k,0: Float ; i : Int)
info-face(C,z,m,n) =info_face' (C,x,z,m,n)
info_face'(C,y,x,m,n) =si (p1(C,y) == z) alors [info,]
sinon [infoylinfo_face' (C,¢1(C,y),z, m,n)]
avec info, = (y,t,p, k,0,1)
et (t,p,k,0,i) = type_seg(gem1(C,y),m,n)

Fin

La sorte List[(Brin Type Point Float Float Int)] représente les listes de sextuplets typés
et décrit la sorte de chacun des éléments d’un tel sextuplet. Comme précédemment, nous
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aurions pu construire une sorte spéciale pour ces listes avec les générateurs et sélecteurs cor-
respondants. Pour simplifier I’écriture, nous admettons encore une fois 1’utilisation de produits
cartésiens de sortes et employons une forme paramétrée pour la sorte List[Elt], ou Elt décrit
la sorte des éléments de la liste.

6.2.2 Classification des brins coupant D ou lui étant incidents

La liste d’informations géométriques obtenue précédemment est utilisée pour construire
une liste dans laquelle le type d’un brin est remplacé par la classe de son aréte ou de son
sommet. Cette notion de classe est utilisée pour distinguer les différents types d’intersections
avec la droite D et pour collecter des informations plus complétes et plus fiables que les
simples données numériques. Dans la suite, seules les arétes coupant D ou ayant une extrémité
incidente & D vont nous intéresser. Les brins de type OUTSEG sont donc 6tés de la liste.

Les brins de type CUTSEG correspondent & des arétes qui coupent D. Les informations
recueillies pour ces brins sont suffisantes pour décrire I'intersection et sont conservées telles
quelles. Les autres brins correspondent & des arétes incidentes a D. Celles-ci sont regroupées
deux par deux, pour former des couples d’arétes ayant un sommet commun incident & D et
partageant certaines informations géométriques.

Ainsi, le brin correspondant & la premiére aréte, par rapport a ¢, du couple est 6té de la
liste. Le second brin est conservé et porte les informations géométriques retenues. Notons que
ce brin est toujours celui dont le sommet est sur D). La classe de ce brin permet de distinguer
les différents placements possibles des deux arétes, autour du sommet commun.

X -1
1 X -3
D__\ "~ & _ " _ X [ SN
1 X 3 X
4 -4 1
CuT Ccur PIC UP- ON DOWN- ON ON- UP ON- DO ON- ON ON-PI C

F1G. 6.3: Les différentes classes d’arétes et leurs codages
Les classes d’arétes sont CUT, PIC, UP-ON, DOWN-ON, ON-UP, ON-DOWN, ON-ON, ON-PIC. La
premiére, CUT, correspond soit a une aréte coupant 7, soit & deux arétes traversant le plan.

Les autres classes permettent de distinguer les configurations de sommets correspondantes,
comme cela est schématisé dans la figure 6.3.
0 0
-2 2

o
lou-1

2
lou-1 -3ou3
-4 4

F1G. 6.4: L’ordonnancement des codes autour d’un sommet multiple
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Pour permettre, durant le tri, la comparaison de deux classes, nous les codons par un
entier compris entre -4 et 4. Notons ici que certaines classes ont deux codages différents
correspondant aux deux orientations possibles pour les arétes, soit de bas en haut ou de haut
en bas pour la classe CUT, soit de droite a gauche ou de gauche a droite pour les classes ON-ON
et ON-PIC.

Les valeurs du code sont affichées a coté de la classe correspondante dans la figure 6.3.
Dans le cas o deux valeurs sont possibles, elles sont indiquées de part et d’autre des arétes.
Ce codage permet d’ordonner des arétes incidentes & un méme sommet pour les parcourir de
gauche a droite et de bas en haut, comme cela est schématisé dans la figure 6.4. L’intérét du
codage est détaillé, plus loin, en méme temps que la présentation du tri.

Notons que pour une aréte de classe CUT, son code est égal a son indicateur, soit -1 ou 1, et
indique si 'intérieur de la face est respectivement avant ou aprés l’aréte dans le repére (O, 7).
Pour les autres arétes, le codage dépend de la configuration du sommet correspondant, mais
est totalement indépendante de son indicateur. Par exemple, pour une aréte de classe UP-0ON
codée 2, I'intérieur de la face peut étre dans le quart de plan situé au-dessus et a droite des
deux arétes couplées. Dans ce cas l'indicateur d’intérieur vaut 1. Ou l'intérieur peut se situer
dans les trois quarts de plan restant, auquel cas 'indicateur vaut -1.

F1G. 6.5: Exemple de classification des brins des faces

Exemple 6.2.1 La figure 6.5 montre une face et la droite d’intersection D. Nous n’avons
numéroté qu’un brin sur deux car, rappelons le, seuls les brins d’une des deux faces orien-
tées nous intéressent. Les informations géométriques sont recueillies pour chacun des brins
de la face. Pour comprendre le mécanisme de classification, nous partons de la liste obte-
nue : [(1,powNoN, 1), (2,0n1,0), (3, onpown, —1), (4, cut, 1), (5,upoN, —1), (6,0n-1,0), (7, 0nUP, 1),
(8, OUTSEG, 0), (9,upPoN, —1), (10,0n1,0), (11, onDowN, —1), (12, 0UTSEG, 0)]. Nous n’avons écrit ici
que les numéros des brins, les types des segments et la valeur de l'indicateur d’intérieur, les
autres informations étant sans importance pour comprendre le mécanisme.

Apres la classification on obtient la liste [(2, Down-0N, 4, 1), (3, on-powN, —4, —1), (4, cuT, 1, 1),
(6,0n-vP, —2, —1), (7,upP-0N, 2, 1), (10,UuP-0N, 2, —1), (11, 0n-DOWN, —4, —1), ot apparaissent les
classes des brins retenus, leurs codages et les indicateurs. Seuls les brins dont [’aréte coupe D
ou dont le sommet est sur D sont conservés. Les configurations des sommets sont obtenues
pour des couples d’arétes, mais sont portées par un seul brin. Ainsi le brin 1 est supprimé de
la liste et son type est regroupé avec le type du brin 2 pour former la classe du brin 2. Les
brins 2 et 3 sont conservés et leurs types sont regroupés pour former la classe du brin 3.

Notons encore l'indépendance entre le codage et l'indicateur d’intérieur. Par exemple, les
brins 7 et 10 ont la méme classe, UP-0ON codée 2, mais des indicateurs différents. Pour le brin
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7, Uindicateur est 1, ce qui signifie que l'intérieur est apres l’aréte de 7, et donc au-dessus
de l'aréte du brin 6. A Uopposé, l'indicateur du brin 10 est -1, car l'intérieur est situé avant
laréte du brin 9, et donc sous ['aréte de 10. ad

La classification des arétes correspond & la construction d’une liste formée de 7-uplets de
la forme (x, ¢, p, k, 0,1, 0), ou ¢ est la classe de 'aréte de x et o son code. Les autres membres
sont les mémes qu’auparavant, a savoir le point d’intersection, son abscisse, I’angle d’incidence
et I'indicateur d’intérieur.

Dans la suite, cette classification n’est pas décrite, comme précédemment par une fonction.
En effet, cette transformation est basée sur un parcours de la liste et, pour chacun de ses
éléments, sur une étude portant sur 18 cas qui conduirait & une expression fonctionnelle
lourde et peu lisible. Nous avons donc choisi de présenté cette transformation par un systéme
de réécriture décrivant juste les changements élément par élément.

Dans une régle du systéme de la table 6.3, le numérateur et le dénominateur contiennent
deux listes séparées par un point virgule. La premiére, nommeée L;, est la liste d’informations
géométriques et la seconde, nommée L., la liste obtenue aprés classification. Pour construire
L., on examine les types de brins en téte de L; et on applique la régle correspondant a cette
configuration. Chaque régle supprime les informations utilisées en téte de L; et ajoute les
informations calculées en queue de L.

Comme d’habitude, deux regles, R;,;; et Rf;y, décrivent I'initialisation et la fin du pro-
cessus. La liste L. est initialisée avec la liste vide et la transformation se termine lorsque
L; est vide. Les regles du systéme décrivent tous les cas possibles de combinaison de types.
Notons que la régle Ry correspond a I’élimination des arétes qui n’intersectent pas le plan 7,
c’est-a-dire des brins de type OUTSEG. Les régles Ry et R4 décrivent les cas des arétes de classe
CUT dont le code est simplement l'indicateur.

Les autres régles correspondent aux configurations présentées dans la figure 6.3 et font
toujours intervenir deux arétes. Elles fournissent la valeur du code en fonction des cas et
des orientations. Remarquons simplement que les informations géométriques sont recopiées
a partir de la seconde aréte de la liste qui est celle qui porte les informations du sommet
incident au plan. Il existe, bien str, des exceptions que 'on peut remarquer pour les régles
R, Ria, Ri5 et Ryg.

Ces régles correspondent aux cas ou la seconde aréte est de type ON ou ON-1. Son iden-
tificateur est alors toujours 0 et n’apporte aucune information. L’identificateur conservé est
ainsi, pour ces quatre cas, celui de la premiére aréte. Le méme principe est valable pour ’angle
d’incidence. Ainsi, par exemple, pour une aréte de classe UP-0N, le point et I'abscisse conser-
vés sont ceux du brin z. Mais, I'angle et I'indicateur qui sont pertinents sont ceux de 'autre
aréte incidente au sommet de x. Dans ce cas, 'indicateur permet de savoir si l'intérieur est
au-dessus ou au-dessous de 'aréte de z. Il est au-dessus de x si 'intérieur est a droite de la
seconde aréte, c’est-a-dire si son indicateur vaut 1.

La derniére régle n’est utilisée qu’au plus une fois, au début de la réécriture, c’est-a-dire
lorsque L. est vide. Elle correspond au fait que le premier brin choisi pour le parcours de la
face peut se situer n’importe oul. Or, excepté pour les deux premiéres régles, la transformation
utilise toujours un couple d’arétes dont la premiére arrive sur le plan et la seconde s’écarte
du plan. Si la liste d’information commence par un brin dont I’aréte s’écarte du plan, alors la
seconde aréte nécessaire pour compléter le couple se trouve en fin de liste.
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Dans ce cas, c’est-a-dire lorsque les autres régles ne peuvent étre déclenchées, la regle Ry,
effectue une permutation circulaire de la liste en envoyant son premier membre & la fin de
celle-ci. Notons qu’excepté ce cas le choix du brin de départ est totalement indifférent et donc
que toute permutation circulaire de la liste conduit au méme résultat permuté.

Dans les régles de la table 6.3 et pour les alléger, nous avons omis les points et les abscisses.
Ces deux informations sont recopiées exactement de la méme facon que les brins correspon-
dants. Cela est naturel, car le brin conservé est toujours celui dont ’aréte coupe le plan 7 ou
lui est incident. Le point et ’abscisse dont nous aurons besoin sont donc toujours ceux de ce
brin. Ainsi, dans les régles, la ot on trouve un brin z, il faut voir, a coté, le point p, et son
abscisse k.. Enfin, rappelons que I'ajout d’un élément x en queue d’une liste L est noté L :: z.

TAB. 6.3: Systeme de réécriture pour la classification des arétes

Li H ) LC [(xataeai)aLi] ; [] .
Rinit : ———— R : Rioop : - -(Ry...R
L it g B g g [ o Fis)
. [(, 0UTSEG, 0, 1), L] ; L. Ry [(x,CUTSEG, 0,1), L;] ; L.
e L;; L. 2 L;; L¢:: (z,CUT,0,1,1)

[(z,UPON, 0,4), (z',0NUP, 0',4") | L;] ; L. [(z,DOWNON, 6, 1), (z',0NUP, &', 4") | L;] ; L.

Rs: Ry :
5 L;; L.: (2',p1C,0',4,0) 4 L;; L. (2',cut,@,4,i")
R. . [(z,0N1,0,4), (z',0nUP, &) | L;] ; L, R [(z,0N-1,60,4), («',0nUP, &' ,i") | L;] ; L.
b L;; L : («',on-Up,0',i', —2) 6 L;; L. (2, up-on, 0,4, 2)
[(z,UPON, 0,14), (2, onDOWN, ', 3') | L;] ; L. [(z, DOWNON, 6, ), (x, ONDOWN, ', 7') | L;] ; L.
By L;; L. (2, cut, 6,4 4") R : L;; L.: («',pI1C,0',4,0)
R [(z,0N1,0,4), («', onNDOWN, &', 4") | L;] ; L. R [(z,0N-1,0,1%), (z', oNDOWN, &', 7') | L;] ; L.
v Li; L. :: («',on-DOWN, 0',i', —4) 10 L;; L. : («',p0wn-0N, 6, 4)
[(z,UPON, 0,14), (z',0N1,0" ") | L;] ; L. [(z, DOWNON, 6, 4), (z',0N1,60",4") | L;] ; L.
i L;; L :: («',urP-0N,0,1,2) Bz L;; L. : (z',DOWN-0ON, 0,14, 4)
[(z,0N1,0,1), (z',0N1,60",i") | L;] ; Le [(z,0N-1,0,4), (z',0n1,0",4") | L;] ; L,
Bis : Li; L. (2, on-0n, 0,4, 3) B L;; L. : (2',on-PIC, 0 4 1)
[(z,UPON, 0,4), (z',0N-1,0",4") | L;] ; L. [(z,DOWNON, 6, 1), (z’,0N-1,0",4') | L;] ; L.
Bis : L;; L. :: (z',0N-UP, 0,4, —2) Fis L;; L. :: (z',0N-DOWN, 0,4, —4)
R17 . [(J?, 0N1,0,i), (xla ON_laolail) |Ll] ) LC ng . [(J?, ON_la Q,i), (]717 DN'la elai,) | LZ] ; LC

L;; L. («',0n-PIC, 6,7, —1) L;; L. (2',on-0n,0,i', —3)

Durant ces deux premiéres phases, les informations concernant l’intersection de la face
avec le plan 7 ont été collectées. Nous verrons dans la suite leur utilité, mais auparavant
quelques remarques s’imposent, notamment concernant les approximations numériques et les
erreurs d’arrondis.

Le seul endroit ou sont effectués des calculs numériques se situe dans la fonction type_segq.
La seconde phase, quant a elle, n’est pas affectée par ces problémes numériques. Notons
également que le formalisme utilisé est relativement simple et fournit ainsi une description
claire de la transformation, suffisamment explicite pour permettre de détailler tous les cas
possibles.
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Les informations géométriques et topologiques contenues dans le code de classe et I'in-
dicateur d’intérieur d’une aréte seront utilisées ci-aprés pour controler la validité des autres
résultats numériques. Nous verrons de plus que ce procédé permet de repérer précisément les
conflits numériques et de les gérer au mieux. Il faut cependant garder a 'esprit que, méme en
cas de problémes numériques, 1'utilisation des opérateurs topologiques et géométriques spé-
cifiés pour les cartes assure que celles-ci satisfont toujours leurs contraintes d’intégrités. En
d’autres termes, la gestion des conflits numériques n’intervient que pour controler le plonge-
ment, c’est-a-dire la forme, du résultat.

6.2.3 Tri des arétes le long de D

L’étape suivante consiste a trier la liste obtenue apreés la classification, par abscisses crois-
santes dans le repére (O,7). La définition du tri revient & définir un ordre sur les 7-uplets
formant cette liste. Cet ordre < est spécifié dans la table 6.4. Sa définition va nous permettre
de mettre en lumiére I'intérét des informations recueillies, en prenant comme exemple quelques
configurations typiques des problémes a résoudre.

TAB. 6.4: Spécification de l’ordre sur les classifications

Spéc ORDRE-CLASS étend CLASS-FACE avec

Opérateurs
< : (Brin Type Point Float Float Int) (Brin Type Point Float Float Int) — Bool

Axiomes (z,2' : Brin ; ¢, : Class ; p,p' : Point ; k,k',0,0' : Float ; i,i',0,0" : Int)
(:I;7 c7p7 k707i70) < (:I;I’ cl’p” kl70I7il7 OI) = Si k # kl
alors k < k'
sinon si c# PIC ¢ # PIC
alors si 0 # o
alors 0 < o
sinon 7 < ¢/
sinon si 0 # 6
alors 6 > 0’
sinon i < '
Fin

La spécification ORDRE-CLASS étend une spécification CLASS-FACE, non détaillée, qui
elle-méme étend la spécification INFO-FACE et contient le systéme de réécriture décrit dans
la section précédente. Elle contient également la définition de la sorte Class et les constantes
correspondantes, ainsi que la définition des sortes pour les listes de 7-uplets et leurs éléments.

Pour appréhender les possibilités offertes par cet ordre, il faut garder a I’esprit que le but
recherché est I'obtention d’un ensemble de couples d’arétes formant des segments disjoints et
se suivant le long de la droite D. Plus important encore, ces couples d’arétes doivent autoriser
les insertions d’arétes et de sommets nécessaires a une découpe correcte de la face.

Examinons maintenant, en détail, la définition de I'ordre, en reprenant les notations de la
spécification. Si les abscisses k et k' sont distinctes alors les points d’intersection ou d’incidence
des deux arétes avec D sont distincts et I’'ordre des arétes correspond a ’ordre de ces abscisses.
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Dans le cas contraire, les arétes touchent le plan 7 en des points égaux de D et différents cas
apparaissent.

Si 'une des deux arétes ne forme pas un pic, alors les codes des classes des arétes, s’ils sont
distincts, sont comparés. Comme nous ’avons vu, les entiers choisis pour coder les classes ont
été choisis pour que cette comparaison permette de trier les arétes de gauche a droite et de bas
en haut. Si les deux codes sont identiques, alors leurs indicateurs d’intérieur sont comparés.
La figure 6.6 schématise I'ordre ainsi obtenu, pour trois exemples typiques de faces.

F1G. 6.6: Fxemple d’ordre pour différentes configurations de sommets

Exemple 6.2.2 La face de gauche de la figure 6.6 admet, apres le tri, la liste de classes
[(1,cuT, 1), (5,08-PIC, 1), (6,0N-DOWN, —4), (4,08-UP, —2), (8,cuT, 1), (10,cuT, —1)]. La liste est
limitée auz informations pertinentes, c’est-a-dire auz triplets (x,c,0), ot x est le numéro du
brin apparaissant dans le schéma, et, ¢ et o sont respectivement la classe de x et son code.

Les brins 4, 6 et 8 appartiennent a un méme sommet, ils sont donc ordonnés gra ce a leurs
codes. Ainsi, les brins 8 et 10 se succeédent dans la liste, et, si une aréte doit étre insérée a cet
endroit, elle le sera correctement. Si, par exemple le brin 4 avait été classé apres le brin 8,
une insertion entre les brins 4 et 10 conduirait a une face non simple, au sens des polygones.
En effet une aréte placée entre 4 et 10 couperait les arétes des brins 7 et 8.

Enfin, notons que pour les brins 1 et 10, le code indique bien que 'intérieur de la face est
apres l'aréte de 1 et avant l’aréte de 10, si le repére de D est orienté de gauche a droite. O

Exemple 6.2.3 La face du centre de la figure 6.6 montre une variante du cas précédent.
Apres le tri la liste est [(9,up-0N, 2), (1, D0WN-0N, 4), (2, ON-DOWN, —4), (8, ON-UP, —2), (6, UP-0ON, 2),
(4, pown-oN, 4), (5,08-PIC,—1), (11,cuT, —1)]. La liste est ici aussi limitée auzx informations
pertinentes.

1l faut noter que les segments existants entre les brins 9 et 8 et les brins 1 et 2 sont égaut.
Cependant, le codage permet que les intervalles correspondant de la liste ne se croisent pas,
c’est-a-dire précisément que le segment défini par les brins 1 et 2 soit, dans la liste, inclus
dans celui qui est défini par 9 et 8.

De méme, les brins 2, 8, 4 et 6, qui appartiennent au méme sommet, sont correctement
séparés par le tri. Ces deux remarques sont importantes pour la compréhension des traitements
ultérieurs. O

Exemple 6.2.4 La face de droite de la figure 6.6 montre les limitations du codage et ['inté-
rét d’utiliser Uindicateur d’intérieur en cas d’égalité. Apres le tri la liste est [(7,up-0N,2, 1),
(2, pown-oN, 4, 1), (1, on-pown, —4, —1), (8, on-powM, —4, 1), (5, cuT, —1, —1)].
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Pour ce dernier cas, nous avons ajouté lindicateur. La liste est ainsi formée de quadruplets
de la forme (z,¢,0,1), ot i est indicateur de x, les autres données restant les mémes.

Les codes des brins 1 et 8 sont les mémes et c¢’est donc leurs indicateurs qui servent pour
le tri. D’une part, on obtient la méme propriété de bonne inclusion pour les segments formés
des brins 7 et 8 et des brins 2 et 1. D’autre part, si une aréte doit étre insérée entre le sommet
des brins 8 et 1 et le sommet de b5, le fait de savoir que ['intérieur est aprés 8 et avant 1
permet de réaliser linsertion entre 8 et 5, et non pas entre 1 et 5. Ce dernier cas entrainant
la création d’une face non simple. a

Si les deux arétes sont des pics, alors leurs angles d’incidence sont utilisés pour les dis-
tinguer. Et, si ces angles sont égaux, c’est I'indicateur d’intérieur qui est utilisé. Le fait que
le code d’un pic soit 0 permet de traiter le cas d’un pic isolé comme celui des autres confi-
gurations de sommets. Les codes sont en effet négatifs pour les configurations devant étre
placées a gauche et positifs pour celles devant 1’étre a droite. Un pic est donc toujours placé
correctement au milieu. L’angle d’incidence n’a donc d’utilité que dans la comparaison de
deux pics consécutifs.

6.2.4 Liste d’états des arétes

Avant I'obtention de la liste des segments de D qui nous intéresse, il reste une étape qui
est la construction de la liste des états des arétes de la liste de classifications. L’état d’une
aréte indique la position de 'intérieur de la face vis-a-vis de celle-ci. Cette information existe
déja partiellement dans I'indicateur d’intérieur, mais n’est pas suffisante pour traiter les cas
de segments superposés.

De plus, et c’est 1a que réside la différence principale avec les algorithmes classiques, cette
phase va nous permettre une confrontation entre les données géométriques et les données
topologiques obtenues précédemment. En effet, le tri décrit dans la section précédente est
trés sensible aux approximations numeériques, essentiellement en ce qui concerne les abscisses
calculées et accessoirement pour les angles. Nous verrons plus loin comment cette phase permet
de déceler et de corriger les ambiguités produites par le tri.

Les états et leur méthode de construction sont une extension du principe, bien connu,
qui consiste a compter le nombre de fois qu'une demi-droite coupe le bord d’une face, pour
savoir si 'extrémité de celle-ci est a l'intérieur ou a I'extérieur de la face. Dans notre cas, les
différents états possibles sont : OUT, IN, ON(0,0), ON(1,0), ON(O,1), ON(1,1).

Les états IN et OUT indiquent que la partie de D qui suit 'aréte dans le repére (O,7), ou
le sommet commun au couple d’arétes, est respectivement & l'intérieur ou a 'extérieur de la
face. Les états de la forme ON(DESSUS, DESSOUS) indiquent, pour une aréte qui est incluse
dans D, si la zone au-dessus de I'aréte est a 'intérieur de la face (DESSUS = 1) ou a I’extérieur
de la face (DESSUS = 0) et, de méme si la zone sous I'aréte est a l'intérieur de la face (DESSOUS
= 1) ou non (DESSOUS = 0).

Le passage de la liste ordonnée des classifications a la liste d’états s’effectue en examinant,
au cas par cas, l’état avant I'aréte et la classe de I'aréte. Ainsi, cette transformation est réalisée
par un parcours de la liste, en prenant comme état initial 0UT. Comme précédemment nous
avons choisi de décrire ce parcours et les cas possibles par un systéme de réécriture, donné
dans la table 6.5.



6.2. INTERSECTION DE FACES NON COPLANAIRES 109

F1G. 6.7: Fxemple d’intersection d’une face avec un plan

Exemple 6.2.5 Dans la figure 6.7, la liste des états des arétes, ou des sommets simples
formés par un couple d’arétes, est la suivante : [(1,0N(1,0)), (14, IN), (7,0UT), (5,0N(1,0)),
(10,0N(1,1)), (11,0N(1,0)), (4,0UT)]. Ezaminons, sur trois exemples, l'information contenue
dans cette liste. Le premier segment de D, d’état ON(1,0), situé entre les brins 1 et 14, est
sur le bord de la face et lintérieur de celle-ci est situé au-dessus du segment. Le deuxiéme
segment de D, d’état IN, situé entre les brins 14 et 7, est complétement a ['intérieur de la
face. Le dernier segment de D, d’état ON(1,1), compris entre 10 et 11, est sur le bord de la
face et Uintérieur de celle-ci est a la fois au-dessus et au-dessous de ce segment.

Notons ici que les différents types d’états ON sont nécessaires. Par exemple si la seule
information portée par le brin 1 était ON, nous ne pourrions pas savoir si le segment situé
apres le brin 14 est a l'intérieur ou ’extérieur de la face.

Notons encore que les états des brins 5 et 4 peuvent paraitre incorrects a premiére vue.
Ce n’est pas le cas, bien sir, et cette impression est due au balayage de la liste. Pour avoir
une idée plus intuitive de cette situation, on peut imaginer que [’ordre défini sur D produit un
léger décalage du brin 5 vers la gauche et du brin 10 vers la droite, de méme pour les brins
11 et 4, comme cela est schématisé dans la sous-figure de droite. O

Pour simplifier la lecture de ces différents cas, nous n’avons pas reproduit toutes les infor-
mations géométriques contenues dans les listes. En effet, pour cette transformation, la seule
information utilisée est la classe d’un brin et le résultat qui nous intéresse est I’état calculé.
Ainsi, pour chaque régle du systéme, le numérateur représente 1’état courant et la classe de
I’aréte traitée, alors que le dénominateur représente 1’état courant apreés le traitement de cette
aréte.

En fait, les différents états ON(I, J) décrits précédemment ne sont utilises que pendant
le balayage. Ainsi, dans la liste finale des états, tous les états ON(I, J) sont remplacés sim-
plement par ON.

La régle R;,;; exprime juste le fait que ’état courant est initialisé a OUT, quelle que soit
la liste a transformer. La régle Ry;, exprime, de méme, que la transformation est terminée
lorsque la liste est vide et qu’alors I’état courant doit étre OUT, puisque la derniére aréte fait
forcément partie du bord extérieur de la face.

Les autres régles sont regroupées quatre par quatre. Ainsi chaque ligne indique les change-
ments d’états pour une classe donnée. Le mécanisme de parcours et de construction des listes
est le méme que dans le systéme précédent. La classe du premier élément de la liste et ’état
courant, sont utilisés pour savoir quelle est la régle & appliquer. Puis, le premier élément est
enlevé de la liste ordonnée et le résultat est ajouté a la fin de la liste d’états. Ceci n’est plus
détaillé ici pour ne pas encombrer un systéme déja complexe.

Avant de poursuivre, quelques remarques a propos des erreurs dues aux approximations nu-
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TAB. 6.5: Systéeme de réécriture pour le calcul des états des arétes

L ouT; [ ]
Rinit : Rfin: —
init OUT;L fin H
0UT; CUT IN; CUT IN; PIC 0UT; PIC
1 2 1 R3 : R4 o
IN 0uT IN 0uT
ON(0,0); ON-ON ON(0,1); ON-ON ON(1,0); ON-ON ON(1,1); ON-ON
5l ——————————— Rg: —— Ry ———— Ry: ———
0ON(0,0) ON(O,1) ON(1,0) ON(1,1)
0UT; UP-0ON IN; UP-ON ON(0,1);UP-0ON ON(1,0);UP-0ON
9 ——————— Rm:i RHZ— ngl—
ON(1,0) oN(0,1) ON(1,1) 0N(0,0)
OUT; DOWN-ON IN; DOWN-ON ON(1,0); DOWN-ON ON(0,1); DOWN-ON
Riz3: —— Riy: —— Ry5 - R :
ON(O,1) ON(1,0) ON(1,1) 0N (0,0)
ON(1,0);0N-UP ON(0,1); ON-UP ON(1,1);0N-UP ON(0,0); ON-UP
Ry7: —————— Rig: —————— Rig: —————— Ry : ——————
0uT IN ON(O,1) ON(1,0)
0N (0, 1); ON-DOWN ON(1,0); ON-DOWN ON(1,1);0ON-DOWN 0N (0,0); ON-DOWN
R21 . R22 . R23 . R24 .
ouT IN ON(1,0) ON(O,1)
ON(0,0); ON-PIC ON(1,1);0N-PIC IN; ON-PIC 0UT; ON-PIC
R25 : : R26 : ’ R27 P Rgg P
ouT IN ON(1,1) 0N (0,0)

mériques s'imposent encore une fois. Nous avons annoncé que les différentes données recueillies
pouvaient étre confrontées pour repérer d’éventuelles erreurs dues aux calculs numériques et
pour les corriger. Deux cas se présentent en fait.

D’une part, les régles du systéme de la table 6.5 décrivent tous les cas possibles. Aussi,
lorsque, pour un état courant donné, on arrive sur une aréte dont la classe ne correspond a
aucun des cas décrits, on peut immédiatement conclure qu'une interversion s’est produite dans
le tri. De telles interversions peuvent avoir lieu pour des points d’intersection ou d’incidence
sur D trés proches les uns des autres, mais dont les abscisses ont été mal arrondies. Or, d’apreés
I’étude des cas possibles, pour un état donné, on connait exactement les classes possibles.

Il suffit donc de rechercher dans la suite de la liste un brin ayant la bonne classe et de
permuter les deux éléments. Bien str, cette recherche est limitée aux éléments de la liste dont
I’abscisse est égale, a un ¢ prés, a celle de I’élément qui pose probléme. Si un tel élément n’est
pas trouvé dans la suite de la liste, ¢’est que I'erreur a eu lieu avant. Il faut donc effectuer un
retour en arriére et recommencer avec les permutations possibles.

D’autre part, 'information brute contenue dans 'indicateur d’intérieur doit étre cohérente
avec |’état trouvé. En cas d’incohérence, le méme principe d’interversions dans la liste peut
étre utilisé pour résoudre le probléme.

Comme le traitement de ces erreurs n’est pas notre sujet principal, nous ne détaillons
pas plus les traitements évoqués ci-dessus. Mais, on notera tout de méme que le formalisme
utilisé, qui permet de détailler explicitement tous les cas possibles, et ’emploi simultané
d’informations géométriques et topologiques, conduisent & des descriptions restant simple,
tout en permettant un controle rigoureux de la validité des résultats numériques obtenus.
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6.2.5 Liste des segments de D

La derniére étape est la construction, a partir de la liste des états, d’une liste de seg-
ments de D disjoints, ordonnés et étant soit dans la face soit sur son bord. Le principe de
ce dernier calcul est de prendre, dans la liste d’états, les couples d’arétes consécutives qui
nous intéressent. Il convient notamment d’éliminer les arétes dont I’état est OUT, et de choisir
uniquement deux arétes en cas de superpositions.

La liste des segments est constituée d’éléments de la forme (z, ps, y, py,€), ot = et y sont
des brins, p, et p, sont les points d’intersection ou d’incidence de leurs arétes respectives avec
le plan et e I'état calculé pour I'aréte de x. En plus des points, nous aurons besoin, ci-aprés,
de I’abscisse de ces points. Mais, encore une fois, pour éviter de surcharger inutilement les
formules qui suivent, nous les oublions pour I'instant.

F1G. 6.8: Fxemple d’intersection d’une face avec un plan

Exemple 6.2.6 Reprenons [’ezemple précédent dont le schéma est rappelé dans la figure 6.8.
La liste des segments de la face est [(1,pl, 14, p2,0N), (14, p2,7, p3, IN), (10, p4, 11, p5,0N). On
peut remarquer que les brins choisis pour le dernier segment sont consécutifs dans la face et
donc du méme coté de D. Ainsi les brins retenus permettront des insertions d’arétes ou de
sommets correctes. O

Nous ne donnons pas le détail de ’algorithme permettant d’obtenir la liste des segments,
car il est assez simple et sans intérét ici. Le point essentiel est que, lorsque des segments sont
superposés, alors dans la liste des états il existe une suite d’arétes dont 1’état est ON et qui
posseédent, des points égaux correspondant a 'extrémité gauche du segment. Juste aprés cette
suite, on trouve une suite d’arétes dont les points sont également égaux et correspondent a
Iextrémité droite du segment. Il suffit de choisir un brin dans chacune de ces suites tel que les
deux brins soient consécutifs dans la face, c’est-a-dire que I'un soit image de 'autre par ¢;.

Les problémes numériques ayant été résolus dans la phase précédente, ils n’interviennent
plus du tout ici.

6.2.6 Deécoupe des faces

Les étapes précédentes doivent étre réalisées pour chaque couple de faces, notées f et g, a
intersecter. Leur intersection est réalisée par interclassement de leurs deux listes de segments
le long de leur droite d’intersection D. Si les listes de segments de f et g ont respectivement
pour premiers éléments (, p,, ', pi,, etat,) et (y,py, ', pj, etat,), les opérations topologiques
a effectuer pour découper f et g sont obtenues par une étude de cas sur 'ordre respectif de
Pz, Py Py €t pj, sur la droite D.
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Plus précisément, c’est ’abscisse calculée pour ces points qui est utilisée pour les compa-
raisons. Mais, pour simplifier les notations, nous oublions les abscisses et nous écrivons par la
suite p, = py, ou p; < p,, pour exprimer que, dans le repére (O, 7) de la droite D, I’abscisse
du point p, est égale a celle de p,, ou strictement inférieure a celle de p,. Notons que I’égalité
peut étre stricte ou a € prés suivant le type de géométrie utilisée, mais que dans tous les cas
Pe < py = —(py =c py) pour éviter les conflits entre ces relations.

Cas1:px <=px' =py <= py’ Cas2:px<py<px <py

F1G. 6.9: Représentation de 4 cas d’intersection de faces

Pour décrire formellement les différents cas et les opérations correspondantes, nous utili-
sons un systéme de réécriture qui prend en entrée la carte C' et les deux listes de segments.
Ainsi, le déclenchement et l'initialisation de I'opération cutface(C,z,y) sont réalisés par la
régle R;,;;. La notation utilisée pour cette régle signifie que la carte C' et les deux listes de
segments sont transmises, en quelque sorte comme des parameétres, au systéme réalisant 1’in-
tersection des faces de x et y. Ce dernier systéme est détaillé dans la table 6.6. Les principaux
cas sont dessinés dans la figure 6.9.

L’intersection des deux faces est terminée lorsque I'une des deux listes de segments est
vide. La régle Ry;, le détecte et retourne au premier systéme de réécriture la carte C' dans
laquelle I'intersection a été effectuée. Les régles Rgymetrie1 €t Roymetriez échangent les deux
listes de segments pour diviser le nombre de cas grace aux symétries. Dans les autres régles,
on a donc toujours p, < py ou (py =c py APy < Py)-

La régle R, passe a I’élément suivant dans la premiére liste lorsque aucune intersection
n’existe entre les deux segments. La régle R..s; insére un nouveau sommet dans les arétes
de 2’ et y qui se coupent sur D au point p!, égal a p,. Le systéme continue avec le segment
suivant de la premiére liste. Nous notons [p, ¢| le segment d’extrémités p et q.

Dans le cas de la régle R4, le segment [p,, p.] est dans l'intérieur des deux faces. Une
nouvelle aréte est donc insérée dans les deux faces, avec ses sommets respectivement plongés
sur les points p/, et p,. Ceci est réalisé par 'opération ia.

Pour la régle Reqg3, [py, ;] est dans I'intérieur de la face de x. Ce segment étant déja inclus
dans le bord de la face de y, rien n’est & faire pour cette face. Par contre, il est intérieur a
la face de x, mais n’est pas incident a une aréte de cette face. Deux arétes doubles sont donc
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TAB. 6.6: Systéme de réécriture pour l'intersection de faces

cut face(C, z,y) C; Ly Ly, , ,
Rin; et Ry ——22 Y &i L, = videy L, = vide
inat - ; liste (Cyx) ; liste_segment(C,y) fin C v v
C ) [(ZE pma apl aetat$)|LCE] ; [(y p ay p aetat )|L ]
R triel L Y Y YV sip, < p
symetrie C ) [(y pyay pyaeta’t )|Ly] [(xvp!L‘a 7p:1:76ta’t )|LSL‘] Y ’
C; [(z,pe, &', Dy, etaty)| Ly 5 [(y, 0y, y', ), etaty)| L]
R iried - ) y v s Mo Y Yy ySlp _p/\p <p
WOy, pys i By etaty) | Lyl 5 (%, pe, ol etaty) | L) Y PRV T
C) [(37,]) 7p 7eta‘t )|LI] ) [(yvp 7y,7p 7eta‘t )|L ]
Ruuite : s LI iy < pl, < py <P
e C7 L:L‘ ) [(yvpyaylap:,gaetaty”‘[’y] ! ! Y Y
C'; [(z,pe, ', Py IN)|Le] 5 [(yypy, ¥ 0y, IN)|Ly]
Reqst : — [ A el ; [(y:py 4 L) si pr <l <py <1,
28(7’8(0 € apx)ayapy) ; L:I: 5 [(y’pyay apyaIN)|Ly]
C; (@, pe, o', ply, )| Ly] 5 [(y, 04,y Py IN)| L]
R o : RN /3] ) Py Y o Py Y . Py < p <p/ <p/
“ (w(C 2 i py)s Y Py Py) + Lo s [y, pysy S0, IN)[L,] 50 7Y e Y
C; [(#,pg, 2, ply, IN)|L (yp,y Py, ON)| L .
Rcas?): . [ T I:L‘ /| CIJ] [ Y Yy | Z/] Slpx<py<p;/<p;
cut f (12a(C, 2, Pz, Py 0y Y5 Y s Py ) 5 L 5 [(4,0y, Y5 Plyy ON) | Ly |
C; [(#,pe, 2, P, IN)|La] 5 [y, 0y, ¥ 0y, IN)| Ly
fos O L@ b I (o O]

cut f(i2a(C, x,px, pys Py)s Y5 Y s Pysy) 5 L 5 Ly

insérées par 'opération i2a(C, x, ps, py, pj,)-

Dans le dernier cas, Reqs4, le segment [p,p,], égal au segment [p,,p;], sépare les deux
faces. Des arétes doubles sont donc insérées respectivement entre z et x’, et entre y et 1/,
séparant localement les deux faces. Les trois derniers cas, que nous ne détaillons pas ici, sont
de méme nature et utilisent les mémes opérations d’insertion d’arétes et de découpe de faces.
Ils correspondent aux autres possibilités de classements respectifs des points p,, pl, py, et p;.

Chacun des 7 cas de classement se subdivise en 4 cas pour chaque valeur de etat, et etat..
En fait, si etat, = IN, les opérations décrites sont bien effectuées. En revanche, si etat, = ON
comme dans le cas 3, alors 'aréte de z est sur la droite D, 'insertion de sommets ou d’arétes
n’est plus nécessaire et rien n’est fait. La méme chose est valable pour etat, et la face de y.
Au total ce sous-systéme comprend 32 régles (4 +4 % 7).

Intuitivement, la terminaison du processus ainsi décrit est due au fait que la somme des
longueurs des listes diminue au moins de un a chaque étape de réécriture. Enfin, il est facile
de prouver que chaque application de régle sur une 3-carte fournit une 3-carte, ce qui assure la
correction du processus d’intersection. La question de la confluence du systéme de réécriture
ne se pose pas du fait de la disjonction des conditions des régles.

6.3 Intersection de faces coplanaires

Comme nous ’avons dit auparavant, la définition de I'intersection de faces coplanaires ne
demande pas de travail supplémentaire. En effet, une face d’une 3-carte est une 2-carte et



114 CHAPITRE 6. RAFFINEMENT DES CARTES EN DIMENSION 3

donc l'intersection de deux faces coplanaires est réalisée par le raffinement 2D d’une 2-carte
contenant ces deux faces.

La seule chose a préciser est la conversion du résultat du raffinement 2D, qui est une
2-carte, en un ensemble de faces a inclure dans la 3-carte concernée. Cette conversion a déja
été définie [55] et spécifiée |14, 13] dans de nombreux travaux. Les opérations nécessaires a
celle-ci, comme la duplication et le recollement, sont décrites notamment dans la thése d’Yves
Bertrand [12]|. Aussi, nous contentons-nous de décrire le mécanisme de conversion sur un
exemple.

(a) 2 faces d' une 3-carte () conversion en une 2-carte

b= =
)
1 ) B aiww )
. o - 1\ - - - \
T", o't
- -9
(c) raffinement 2D de la 2-carte - (d) 2-carte duale du raffinement

\J

‘ ‘

Y ‘—ﬂ
et “‘7=' “r = “ %V /e I \
L - Y
' L g ] L r
(e) duplication et inversion de la carte duale (f) superposition dans le dual d'une 3-carte
(g) resultat sous forme de 3-carte (h) suppression des faces externes

FiG. 6.10: Conversion d’une 2-carte en un ensemble de faces d’une 3-carte

Exemple 6.3.1 La figure 6.10 schématise les différentes étapes de l'intersection de deuz faces
coplanaires, dessinées en (a). Les deuz faces sont converties en une 2-carte contenant deuz
faces sécantes (b). Cette conversion consiste simplement & oublier les 2-liaisons existant sur
les brins des deux faces. La 2-carte est alors raffinée en dimension 2 (c), avec le systéme du
chapitre 4.

La figure (d) représente la carte duale du résultat du raffinement. Cette 2-carte duale
contient le résultat désiré. On voit clairement apparaitre les faces voulues mais celles-ci ne
contiennent qu’un brin par aréte. Pour y remédier, la 2-carte duale est dupliquée et les liaisons
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par oy de la nowvelle 2-carte sont inversées (e).

Les deux 2-cartes duales sont alors fusionnées en placant des liaisons par ¢s3 entre chaque
brin et le brin lui correspondant dans la carte dupliquée. Ces liaisons sont schématisées (f) en
représentant deux brins liés par ¢3 par une unique double fleche. On obtient ainsi, la 3-carte
duale de la 3-carte recherchée (g).

Dans la 3-carte obtenue, les diverses faces sont correctement liées par asg, car ces liaisons
correspondes aux liaisons par ¢ de la 2-carte duale du raffinement. Il ne reste plus alors qu’a
supprimer les faces extérieures dont on a pas besoin (h). Les faces restantes peuvent alors étre
insérées dans la 3-carte a laquelle appartenaient les deux faces initiales.

Notons que le passage au dual est une vue de ['esprit utile pour comprendre les mécanismes
mis en jeu, mais qu’en pratique aucun calcul n’est effectué. De méme un marquage des brins
initiaux permet de repérer les brins des faces extérieures et de retrouver facilement les endroits
ot les faces obtenues doivent étre 2-liées, lors de leur réinsertion dans la 3-carte initiale. 0O

6.4 Complétion des labels

Apreés son raffinement, une 3-carte ne contient plus d’intersection ni de superposition et
définit ainsi, sans ambiguité, une subdivision volumique de R?*. Comme dans le cas de la
dimension 2, une complétion des labels est alors utilisée pour permettre une évaluation des
objets définis par des expressions booléennes sur les primitives de la 3-carte initiale.

La complétion des labels est réalisée exactement de la méme facon qu’en dimension 2, avec
juste un changement de dimension des cellules et labels concernés. Ainsi au lieu de diffuser
les 2-labels au travers des faces, les arétes jouant le role de filtres, ce sont les 3-labels qui sont
diffusés au travers les volumes et les faces qui filtrent ces 3-labels.

Comme auparavant, quelques précautions doivent étre prises lors du raffinement. Les brins
qui sont créés lors de l'insertion de sommets ou d’arétes doivent hériter des labels des brins
auxquels ils sont reliés. De plus, lors des fusions de faces ou d’arétes, les labels des brins
concernés sont réunis pour ne pas perdre d’information, en suivant le méme principe que pour
les fusions de sommets ou d’arétes en dimension 2.

La complétion est également réalisée par une unique régle de réécriture identique a celle
que nous avons vue en dimension 2. Précisément, lorsqu’un brin z et son image z par g
ont des 3-labels différents, une fonction de transmission des labels est appelée. Rappelons
que deux brins liés par ¢y appartiennent a deux faces liées par «s et pointant vers un méme
volume.

Les 3-labels des brins de x et z sont remplacés par leur union, puisque, apreés le raffinement,
x et z appartiennent a un méme volume. Les objets de 'union de ces deux 3-labels sont ensuite
transmis aux volumes adjacents. Avec le méme principe qu’en dimension 2, pour chaque face
du volume, on enléve de cet ensemble le 2-label de ses brins, car cette face fait partie du bord
des objets de ce 2-label. Les objets restants sont ajoutés aux 3-labels des brins du volume
adjacent, incident & cette face.

De plus, a chaque 0 ou 1-label des sommets et arétes d’une face du volume de x et z, on
ajoute les objets de 'union des 3-labels du bord desquels la face, les sommets ou les arétes,
ne font pas partie.

Ce mécanisme est relativement simple, une fois compris le fonctionnement en dimension
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2. Mais, il est trés pénible a détailler, car il nécessite le parcours des faces d’'un volume, ce
qui n’est pas simple & décrire dans le formalisme autorisé par les spécifications algébriques
que nous utilisons. Ceci est principalement di au fait que ce mécanisme fait appel a de
nombreux parcours qui sont facile & décrire dans un langage itératif, alors que les spécifications
algébriques impliquent une description plus fonctionnelle inadéquate dans ce cas précis.

De méme, il est quasiment impossible de faire un schéma simple en 3D représentant a la
fois les brins d’une 3-carte et leurs labels a chaque dimension. C’est pourquoi la complétion
des labels n’est pas détaillée plus avant.



Chapitre 7

Prototypage et implantation

Le but de notre étude est d’obtenir une implantation correcte et robuste des opérations
booléennes en dimension 2 et 3. La premiére étape a été de définir précisément, a ’aide de
cartes combinatoires plongées et labellées, les objets manipulés et ce que nous entendions par
I’évaluation d’une expression booléenne sur ces objets. La seconde étape a consisté en la spé-
cification algébrique des cartes et des opérateurs nécessaires a leur manipulation. I.’évaluation
d’opérations booléennes, et les stratégies de parcours qui leur sont liées, ont été décrites par
des systémes de réécriture enrichis par des structures de controle.

Dans les chapitres précédents, les spécifications ont été données dans leur ensemble et dans
leur version finale. Bien siir, elles n’ont pas été construites d’une piéce. En fait, il est souvent
utile de faire des aller-retours entre la spécification et le programme. Cela permet de vérifier
que toutes les fonctionnalités nécessaires a I'implantation existent et sont décrites. De plus,
en implantant un module de spécification il arrive que I'on découvre une facon plus simple
d’exprimer les axiomes qu’il contient.

Pour faciliter ces aller-retours, nous avons utilisé un prototypage logique de la spécification.
Un tel prototype est une implantation de la spécification dans un langage de suffisamment haut
niveau pour qu’on puisse éviter, durant la phase de conception, les problémes liés a 1'utilisation
de structures de données comme des tableaux, des structures ou des pointeurs. Le prototypage
doit pouvoir étre réalisé simplement et rapidement pour que les aller-retours restent efficaces.
Notons encore que les deux écritures manipulées, la spécification et le prototype, peuvent
étre confrontées pour débusquer un grand nombre d’erreurs de conception au niveau de la
formalisation ou de ’analyse du probléme.

Les probléemes liés a I'implantation sont résolus durant cette phase de prototypage ou
I’on peut s’assurer que les opérateurs définis sont exprimables dans un langage de program-
mation. Ce travail de conception effectué, le passage a une implantation efficace en C est
largement facilité. Nous expliquons, dans ce chapitre, la technique de prototypage utilisée et
la transcription en C du prototype obtenu.

7.1 Prototypage logique en Prolog

Nous avons choisi d’'implanter le prototype en Prolog. D’une part, ce langage permet la
manipulation de termes et permet ainsi une transcription quasiment immeédiate de la spécifi-

117
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cation. D’autre part, le Prolog que nous avons utilisé comprend une interface graphique qui
facile grandement le travail. Les termes représentant une carte sont, en effet, trés grands dés
que des exemples non triviaux sont envisagés, ce qui les rend inexploitables syntaxiquement
et empéche ainsi une interprétation géométrique facile.

D’autres langages de spécification et prototypage existent comme B [1], VDM [52], LPG
[11], LP [46, 47| ou OBJ3 [42]. Mais, aucun d’entre eux ne contient d’interface graphique. Il
est également courant de réaliser les prototypes dans des langages fonctionnels de haut niveau
comme Caml qui n’a pas été retenu parce que Prolog convient mieux pour le prototypage des
systémes de réécriture.

De plus, comme nous l’avons vu, I'exécution de nos systémes de réécriture nécessite la
possibilité d’effectuer de nombreuses permutations dans les termes. Les langages classiques de
spécification algébriques permettent de définir de telles permutations entre les générateurs.
Mais, lors de I’exécution, elles induisent une complexité telle que la manipulation de grands
termes est impossible en pratique. Nous verrons que l'implantation en Prolog permet de
résoudre facilement et élégamment ce probléme.

Dans les spécifications, les opérateurs sont tous définis en décrivant leur comportement
vis-a-vis des générateurs de base. Le choix d’une implantation se résume ainsi, pour ’essentiel,
au choix de I'implantation des générateurs de base et a la représentation des termes dans le
langage choisi. Les autres opérateurs sont alors implantés par des fonctions faisant appel aux
générateurs de base.

Avant d’aller plus loin, revenons sur quelques notions de base du langage Prolog. C’est
une implantation de la logique du premier ordre avec des prédicats et des variables. Les régles
d’inférence y sont des clauses de Horn, c’est-a-dire de la forme p; o ... p, F p ol les p; sont
soit, des prédicats, soit une disjonction de prédicats.

Dans la syntaxe de Prolog une clause s’écrit par exemple P :- P1, (P2 | P3), P4. ouP
et les Pi sont des prédicats avec variables et les signes "," et " |" représentent respectivement
le "et" et le "ou" logique. Elle se lit P est vrai s’il est possible de démontrer que 1’expression
(P1 o, (P2 , P3) 5 P4) est vraie. Les prédicats sont évalués successivement de gauche a
droite. Un programme Prolog est, pour résumer, constitué d’un ensemble de faits connus,
sous forme de prédicats, et d’un ensemble de régles d’'inférence, sous forme de clauses.

Le moteur d’inférence de Prolog permet alors de vérifier si un prédicat est vrai en utilisant
les régles et les fait connus. En particulier, celui-ci utilise le back-tracking pour envisager toutes
les régles applicables & ’ensemble des faits connus. Cette propriété s’avére trés utile pour une
implantation simple, mais efficace, de nos systémes de réécriture.

7.1.1 Implantation des spécifications des cartes

Comme nous ’avons remarqué précédemment, manipuler simplement les termes représen-
tant une carte n’est pas envisageable en pratique a cause des permutations nécessaires. Nous
devons donc envisager une autre solution. Dans les systémes de réécriture, nous avons déja
fait remarquer que les permutations étaient équivalentes, d’'un point de vue sémantique, a des
tests existentiels.

Or, le moteur d’inférence de Prolog réalise quelque chose de similaire, puisqu’il recherche,
et donc teste 'existence, des faits et des régles permettant de valider un prédicat. De plus,
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Pordre des faits dans un programme Prolog est indifférent. Ainsi, un prédicat valide pour un
ensemble de faits, I’est également pour toute permutation de cet ensemble.

Ces similitudes de fonctionnement nous ont encouragé a utiliser le langage Prolog et
conduisent alors & une implantation formelle qui reste simple et relativement efficace. Un
terme représentant une carte est formé d’occurrences des générateurs de base. En Prolog,
nous représentons un tel terme par un ensemble de faits dont chaque élément représente une
occurrence d’'un générateur. Une carte est donc représentée par une base de faits.

Le langage Prolog que nous utilisons autorise la définition de plusieurs bases de faits dis-
tinguées par un identificateur. Ainsi, dans notre prototype, plusieurs cartes peuvent cohabiter
et sont distinguées par le nom de leur base de faits. Cependant, pour simplifier 'exposé et ne
pas rentrer dans les détails de syntaxe, nous considérons par la suite que nous ne manipulons
qu'une carte et omettons donc le paramétre de sorte C'arte dans les différents opérateurs
présentés.

(10(1,-1)
10(2,-2)
) 10(3,-3)
11(-1,2)
11(2,3)
\ 11(3,-1)

FiG. 7.1: Une carte et la base de faits correspondant

Exemple 7.1.1 La figure 7.1 montre un exemple simple de base de faits pour une carte
représentée par le terme [1(I1(11(10(10(10(v, 1,-1),2,-2),3,-3),—1,2),2,3), 3, —1). O

Chaque occurrence d’un générateur de base, (0,[1,12, gp0, gl0, gl1, gl2 ou g¢l3, est transpo-
sée en un fait correspondant, 10, 11, ..., gl3. L’occurrence du générateur v, qui crée une
carte vide correspondant a une base de faits vide, est implantée par le prédicat abolish qui
vide, par effet de bord, la base de faits.

L’application, a une carte, d’'un générateur de base, en tant que fonction utilisée par les
autres opérateurs, correspond a ’ajout d’'une occurrence de ce générateur dans le terme re-
présentant une carte. Les générateurs de base sont donc implantés par des prédicats ajoutant,
a la base de faits, le fait correspondant & son occurrence dans le terme, par effet de bord.

Les destructeurs de base sont implantés selon le méme principe. L’application d’un des-
tructeur correspond a la suppression d’occurrences de générateurs dans le terme représentant
la carte sur laquelle il est appliqué. Ils sont donc implantés par des prédicats enlevant le fait
correspondant de la base.

Exemple 7.1.2 Dans la spécification CARTE-TOPQO, l’axiome non implicite définissant la
fonction ca(C,x,z',y") qui coupe l'aréte de x en insérant les brins x' et y' est le suivant :

ca(l0(C,z,y), 2,2y ) =siz=xy2=y
alors [1(/1(10(10(C, z,2"), y,y"), 2", y'), ¥, 2')
sinon [0(ca(C, z,2',y"), x,y)

1l est implanté de la fagon suivante :
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ca(z,X’,Y?) :- 10(X,Y), (Z==X 12 ==1Y),
retract (10(X,Y)),
assert (10(X,X’)), assert(10(Y,Y’)),
assert(11(X’,Y’)), assert(11(Y’,X’)).

L implantation de ca(Z,X’,Y’) en Prolog se lit de la fagcon suivante : s’il existe un fait
10(X,Y) tel que Z soit égal a X ou Y alors le fait 10(X,Y) est supprimé, par le prédicat
retract, et les autres faits sont ajoutés a la base, par le prédicat assert. Ceci correspond
bien au fait que la fonction ca supprime une occurrence de l0 et la remplace par quatre autres
applications de générateurs.

Les azxiomes implicites, comme nous ['avons vu, expriment le fait qu’un opérateur n’a pas
dinfluence sur un générateur. Ils n’ont donc pas besoin d’étre implantés. a

En Prolog, seuls des prédicats sont manipulés. Une expression du type y = f(xq,...,2y,)
est alors implantée par un prédicat de la forme £(X1,...,Xn,Y) qui est vrai si Y est 'image
par f des variables X1, ...,Xn et si les préconditions de f sont remplies. En particulier, cette
technique est utilisée pour les sélecteurs de base qui testent 1’existence du fait correspondant
aux générateurs de base intervenant dans leurs axiomes non implicites. Les fonctions revoyant
un booléen sont simplement implantées par des prédicats.

Exemple 7.1.3 Dans la spécification CARTE, les axiomes de ag et e sont :

ao(l0(C, z,y),z) = si z = x alors y
sinon si z = y alors =
sinon ay(C, 2)
e(l0(C,z,y),2) =(z=2) (2 =y) ve(C, 2)

Ces deux opérations sont implantées par :

alpha0O(X,Y) :- 10(X,Y).
alpha0O(X,Y) :- 10(Y,X).

e(X) :- 10(X,Y) | 10(Y,X).

Le prédicat alphaO(X,Y) est vrai si Y est l'image par oy de X. Il est défini par deux regles
correspondant au deuzr cas décrits, par le mécanisme du si ...alors ...sinon ..., dans
l'aziome de a. Le prédicat e (C) est vrai si X appartient a la carte, c’est-a-dire si il existe un
fait assurant que X a €té insére. a

Dans les spécifications, nous utilisons souvent des compositions de fonctions qui corres-
pondent, bien sir & des applications successives de celles-ci. Ainsi, une expression du type
y=f(g(...),...) est implantée par I’évaluation successive des deux prédicats correspondants
ou le résultat intermédiaire, la valeur de g(...), est transmis de 'un a 'autre par une variable
X. Ceci s’écrit g(...,X), £(...,X,...,Y) en Prolog.

Les parcours, qui sont décrits dans les spécifications par ’'utilisation de fonctions auxiliaires
et de la récursivité, sont implantés de la méme fagon en Prolog. Ces deux aspects sont détaillés
dans les exemples suivants. Les autres opérateurs sur les cartes sont implantés de la méme
maniére par transcription directe des axiomes de la spécification.
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Exemple 7.1.4 Examinons ['implantation des opérateurs topologiques dl1, ds, dai et da dont
les axiomes sont rappelés ci-apres.

dil(I1(Cyz,y),z) =si z=xyz =y alors dI1(C, z)
sinon [1(dI1(C, z), z,y)
ds(C, z) =si all(C, z) alors C'
sinon si a 1(C, z) = a4 (C, z) alors dI1(C, 2)
sinon [1(dI1(C, z),a_1(C, 2), a1 (C, 2))
dai(l0(C,z,y),2) =si z =z z =y alors C
sinon [0(dai(C, 2), z,y)
da(C,z) = dai(ds(ds(C, x), ao(C, x)), x)

Leur implantation est quasiment immédiate. Les clauses que nous avons placées en commen-
taire sont celles qui découlent de la spécification, mais qui ne sont plus nécessaires dans le
prototype. En effet, comme les regles d’inférence sont évaluées les unes a la suite des autres
en Prolog, il est possible de simplifier les tests a effectuer dans certains cas.

di1(z) :- 11X,Y), Z==X 12 ==09),
retract(11(X,Y)), d11(Z).

/* d11(Z) :- not 11(X,Z), not 11(Z,Y). */

d11(z).

La clause commentée de d11 correspond au cas sinon de [’aziome de dl1 et exprime le fait
que le parcours de la carte est terminé si Z ne posséde plus de 1-liens. Ce test est inutile car si
Z posseéde encore un 1-lien la premiere clause est appliquée avant. La deuxieme clause de d11
simplifiée correspond aussi a [’arrét de la récursion qui est défini par l'axiome implicite liant
dll et le générateur de base v. C’est le seul cas ou un axiome implicite doit étre implanté.

/% ds(Z) :- all(Z).x/

ds(Z) :- alpha_1(Y,Y_1), alphai(Y,Y1),
d11(Y), (Y_1 == Y1 | assert(11(Y_1,Y1))).

ds(2Z).

dai(X) :- retract(10(X,Y)) | retract(10(Y,X)).

da(X) :- alphaO(X,Y), ds(X), ds(Y), dai(X).

Les implantations de ds, dai et da ne présentent pas de difficulté. Leurs clauses permettent
d’illustrer les principes de composition, en particulier pour da, et la conservation de résultats
intermédiaires dans des variables lies, comme Y1 et Y_1 pour ds. O

Exemple 7.1.5 Cet exemple illustre ['implantation d’un parcours avec une fonction auxiliaire
récursive. Les axiomes de eqs décrivent un tel parcours :

eqs' (C, xg,x,y) = si (x = y) alors vrai
sinon si oy (C, z) = xy alors faux
sinon cgs'(C, 10, 01 (C 1), 1)
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L implantation est trés simple. Il faut encore noter qu’une clause est ajoutée pour terminer
la récursion de eqs_aux, prédicat correspondant G eqs'. Elle correspond a 'aziome implicite
liant eqs’ a v.

eqs(X,Y) :- egs_aux(X,X,Y).

egs_aux(X0,X,Y) :- X == Y.

egs_aux(X0,X,Y) :- alphal(X,X1), X1 =\= X0, eqv_aux(X0,X1,Y).

Par contre, le cas qui méne a faux, dans la spécification, n’a pas besoin d’étre implanté
puisque, st les deux clauses ne peuvent étre appliquées, alors [’évaluation du prédicat eqs_aux
échoue. L’évaluation de eqs échoue également et donc ce prédicat est évalué o faux. O

En ce qui concerne les opérations sur les objets qui ne sont pas de sorte Carte, comme
les points, les segments ou les labels, 'implantation en Prolog est encore plus simple. Nous
avons découpé les termes de sorte C'arte en un ensemble de faits, & cause de leur taille et pour
faciliter les permutations. Pour les autres termes ce probléme n’existe pas et nous manipulons
donc directement les termes correspondant a leurs générateurs.

Exemple 7.1.6 Les points et les vecteurs sont manipulés sous forme de termes du type
gp(X,Y) et gv(X,Y). Ainsi, la fonction gup(p,q) qui fabrique un vecteur a partir des points p
et q (cf. annexe A) est implantée par :

gvp(gp(PX,PY), gp(QX,QY), gv(VX,VY)) :-

VX is QX-PX, VY is QY-PY.

Le prédicat gvp(P,Q,V) est donc vrai si V est le vecteur fabriqué a partir de P et Q. La syntaze
VX is QX-PX signifie que la valeur QX-PX est placée dans la variable VX, cette valeur étant
effectivement calculée. Le signe - est réservé en Prolog pour un calcul formel, sans évaluation
numerique. O

Exemple 7.1.7 Considérons une opération plus complexe comme le test d’incidence d’un
point sur un segment dont la spécification est :

incident(m, seg(p, q)) = si nullv(V) alors faux
sinon (¢ > a) A(t <1 —a) » nullv(U —t.V)
ps(V,U) 3
= , a4 =
ps(V;V) — nu(V)

Son implantation est directe. Le test de nullité de V', nullv(V'), est simplement remplacé par
un test de nullité pour la norme de V, nulln(T2), et sa norme est calculée directement a
partir du produit scalaire, par sqrt(T2), pour accélérer un peu les calculs.
incident (M, seg(P,Q)) :-

gvp(P,Q,V), gvp(P,M,U),

ps(V,V,T2), not nulln(T2),

ps(V,U,T1), T is T1/T2,

A is epsilon/sqrt(T2),

T>A, T< (1-4),

scale(-T,V,TV),

add(U,Tv,N),

nullv(N) .

avec V = gup(p, q), U = gup(p,m),t
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On peut noter également que les méta-variables que nous avons utilisées pour simplifier [’écri-
ture des axiomes, sont remplacées par des variables liées contenant les calculs numériques
intermédiaires. O

7.1.2 Implantation des systémes de réécriture

Chaque régle de réécriture est implantée par un prédicat qui est vrai si la régle a pu étre
appliquée et qui est évalué a faux dans le cas contraire. Le moteur d’inférence de Prolog
permet d’essayer d’appliquer toutes les régles jusqu’a ce qu’aucune ne puisse étre déclenchée.
Pour les régles du systéme de base, sans structure de contréle, I'implantation est immédiate
comme on peut le voir sur un exemple.

Exemple 7.1.8 La régle de coupure d’arétes sécantes :

gpr0(gp0(C, 2, p), 2, q) .
R, : . ~ si secant(gp0(gp0(C,x,p), 2,q), 7,2
' cap(cap(gp0(gp0(C, x,p), 2, q), %, ), 2,1) (9p0(gp0(C, 2, p), 2,9), 7, 2)

avec i = intersection(gp0(gp0(C, x,p), z,q), x, z)

est implantée par le prédicat :

regled :-

gp0(X,P), gp0(Z,Q), X =\= Z,

secant(X,Z),

intersection(X,Z,I),

cap(X,I), cap(Z,I).
Cette clause recherche deux brins distincts plongés dont les arétes sont sécantes. Si aucun
couple d’arétes sécantes n’est trouvé, le moteur d’inférence de Prolog assure que tous les couples
ont été testés et la régle échoue. Dés qu’un couple est trouvé, la regle s’applique, les arétes
sont découpées et la régle réussit. Il faut donc ressayer d’appliquer les régles jusqu’a ce que
toutes échouent. O

Pour assurer que le raffinement est réalisé complétement, il faut ajouter quelques clauses
forcant 1’échec du raffinement tant que des régles peuvent étre déclenchées. Nous ne détaillons
pas cet aspect qui nous obligerait a détailler la syntaxe du Prolog & un niveau qui ne nous
intéresse pas ici.

Les régles des systémes qui utilisent des structures de controle sont implantées avec le
méme principe, mais les structures de controle sont, dans ce cas, des paramétres des prédicats
correspondant aux régles.

Exemple 7.1.9 La regle de coupure d’arétes sécantes, pour le systéme décrivant un balayage
du plan :

Rx4 N

X,AS5,C . | & = premier(X)
iG(((X, ), 9), 2). 1), A, S, cap(cap(C, z,i), 2,4) - {z = gsecant(A, C, z) # nil
i =intersection(C,z,z
' =ap(cap(cap(C,z,i),2,1),)
avec { y'=ao(cap(cap(C,z,i),2,i),00(C,x))
2'=ap(cap(cap(C,x,i),2,i),2)
( ),20(C2))

2'=ap(cap(cap(C,x,i),2,i),00(

est implantée par le prédicat :
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reg1e4(CX,CA,CS) -
premier (CX,X),
gsecant (CA,X,Z), Z \== nil,
alpha0(X,Y),
alpha0(Z,T),
intersection(X,Z,I),
cap(X,I), cap(Z,I),
alphaO(X,XX), alphaO(Y,YY),
alpha0(Z,ZZ), alphaO(T,TT),
i_tas(CX,XX), i_tas(CX,YY), i_tas(CX,ZZ), i_tas(CX,TT).

O

Les systémes de réécriture, utilisés pour décrire ’'intersection de faces en dimension 3, sont
implantés par des fonctions dont les parameétres sont les différentes listes de classifications. Les
études de cas décrites sous forme de systéme de réécriture sont implantées par un ensemble
de clauses, avec une clause par cas.

Exemple 7.1.10 Voici, par exemple, les 8 premiéres clauses qui définissent les transitions
d’un état courant en fonction des classes des arétes telles quelles sont définies dans le systéme
de la table 6.5.

transit_class_etat(cut , out , in ).
transit_class_etat(cut , in , out ).
transit_class_etat(pic , out , out ).
Transit_class_etat(pic , in , in ).
transit_class_etat(up_on, out , on(1-0)).
transit_class_etat(up_on, in , on(0-1)).

transit_class_etat(up_on, on(0-1), on(1-1)).
transit_class_etat(up_on, on(1-0), on(0-0)).

Et voici les clauses définissant le prédicat etat_class(LClass,LEtat) qui implante le
systeme de réécriture transformant une liste de classification, LClass, en une liste d’états,
LEtat, pour les arétes d’une face. Notons que les listes de termes font partie du langage Prolog
et qu’elles s’écrivent sous la forme [X|L] ot X est un terme et L une liste. La liste vide s’écrit
[1. Les 7-uplets formant les éléments de ces listes sont écrit sous la forme (X-Class-GeoInfo)
ou le terme GeoInfo regroupe les informations géométriques (point, abscisse, angle, indicateur
et orientation) non utilisées ici. L’utilisation de la virgule est ici impossible & cause de la
syntaxe de Prolog.

etat_face(LClass,LEtat) :-
etat_face(LClass,out,LEtat) .
etat_face([(X-Class-GeoInfo) |LClass], Etat, [(X-Etat2-GeoInfo)|LEtat]) :-
transit_class_etat(Class,Etat,EtatSuivant),
functor (EtatSuivant,Etat2),
etat_face(LClass,EtatSuivant,LEtat).
etat_face_plan([],_,[]).

La premiére clause correspond a la regle d’initialisation du systeme qui démarre avec un état
courant égal a OUT. La seconde clause décrit le parcours de la liste. Le prédicat functor permet
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de ne conserver que le foncteur ON d’un terme de type ON(I,J). La derniere clause indique
que la réécriture est terminée lorsque la liste est vide. Le symbole "_" indique une valeur

quelconque. O

7.2 Implantation en C

7.2.1 Générateurs de base

Le passage a une implantation en C est facilité par le travail déja effectué pour le prototy-
page en Prolog. Comme nous I’avons vu, les choix d’implantation se résument, pour I’essentiel,
aux choix d'implantation des termes et des générateurs de base des différentes sortes. Les sortes
simples comme les booléens, les entiers, les nombres rééls sont implantées directement par les
types classiques offerts par le langage C.

Les objets pour lesquels les générateurs sont uniques, comme les points, les vecteurs,
les segments sont implantés par des pointeurs sur des structures dont les membres sont les
paramétres de leurs générateurs. Ainsi, par exemple, un segment, de générateur gs(p,q),
devient un pointeur sur une structure dont les membres sont deux points. Voici, par exemple,
I'implantation des points 3D et de leur générateur gp(z,y, 2) :

typedef struct point
{ double x,y,z;
} *Point;

Point gp(double x,double y,double z)
{ Point p = (Point) calloc(l,sizeof(struct point));

P->X = X;
pP->y = V;
p->z = z;
return p;

};

De méme, les structures de controle, comme les listes, les files FIFO, les arbres ou les tas
sont implantées de maniére classique. Les générateurs correspondent aux opérations de base
sur ces structures, comme par exemple, pour les listes, la création d’une liste vide et 1'ajout
d’un élément en téte de liste. Parfois, lorsque leurs tailles sont connues par avance et fixes, les
listes sont implantées par des tableaux. Nous ne détaillons pas plus ces opérations classiques.

Le point crucial de I'implantation est le choix d’une représentation pour les cartes et les
brins. Une carte est un ensemble de brins, pour lequel les seuls opérations essentielles sont
I’ajout et la suppression d’éléments. Dans les spécifications, les brins sont représentés par des
entiers, mais ce choix n’avait pour but que de permettre de tester ’égalité de deux brins. La
représentation des brins n’est pas importante en elle-méme et le seul impératif est qu’un brin
puisse étre fourni en paramétre a une fonction. Par contre, les informations associées a un
brin sont essentielles pour I'implantation. A chaque brin on doit pouvoir associer ses images
par les différentes fonctions d’adjacence «;, son plongement et ses labels.

Alinsi, les brins sont implantés par des pointeurs sur une structure contenant trois ou quatre
brins, suivant la dimension, qui sont ses images par les a;, un point et un label. Une carte est
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alors implantée comme une liste doublement chainée de brins. Pour cela, nous ajoutons a la
structure d’un brin deux brins représentants le brin suivant et le brin précédent dans la carte.
Voici les structures utilisées pour les brins d’une 3-carte :

typedef unsigned int indice;
typedef struct dart *Dart;

typedef struct dart
{ indice ind;
Bool m;
Dart a0,al,a2,a_2;
Dart succ,pred;
Point eO0;
Plan e2;
Bbox bb;
GeoInfo info;
} dart_struct;

Les quatres brins a0, al, a2 et a_2 sont les images par ag, ay, as et a_s. Le dernier
est ajouté pour faciliter les fusions d’arétes. Les brins succ et pred sont les brins permettant
le chainage dans une carte. Le point e0 est le O-plongement du brin. Il faut noter que nous
utilisons un 0-plongement par brin, pour accélérer les traitements et éviter de parcourir les
sommets pour rechercher le O-plongement d’un brin. Cependant, pour respecter la spécifica-
tion, nous assurons que le point est le méme pour tous les brins d’'un sommet.

De plus, quelques champs sont ajoutés pour faciliter les traitements. L’indice ind est utilisé
pour numéroter les brins lors de la sauvergarde sur fichier d’une carte. Le booléen m est un
marqueur facilitant les parcours de sommets ou volumes.

D’autres champs sont ajoutés pour stocker des données géométriques. Le plan e2 est le plan
sous-jacent au 2-plongement de la face du brin. Pour éviter de calculer ce plan de multiples
fois, un prétraitement est effectué, avant le raffinement, durant lequel les équations des plans
de chaque face sont calculées une fois pour toutes. Pendant ce prétraitement, nous calculons
également une boite englobante de la face, conservée pour chaque brin dans le champ bb.
Enfin, le champ info recoit, lors de l'intersection de faces, les informations géométriques
calculées pour ce brin.

7.2.2 Implantation des opérations topologiques et géométriques

Les sélecteurs de base sont implantés trés simplement par des macros permettant la consul-
tation des champs d’un brin. Notons que des compositions de sélecteurs simples sont implan-
tées de la méme maniére, comme ¢, par phil. Voici ces implantations :

#define alphaO(x) x->a0
#define alphal(x) x->al

#define phil(x) alphal (alphaO(x))

#define gemoO (x) x->e0
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Dart alpha2(Dart x)
{ Dart x_2 = x;

if (x->a2 !'= NULL) return x->a2;

while (x_2->a_2 '= NULL) x_2 = x_2->a_2;
12(x,x_2); /* complétion de la 2-liaison */
return x_2;

};

Il faut noter I'exception existant pour alpha2. En cas de 2-liaisons incomplétes, il est
nécessaire de parcourir les brins du sommet pour rechercher I'image par as. Dans les spéci-
fications, cette recherche est définie par une récursion croisée entre as et a_,, ce qui n’est
pas efficace. Nous avons donc remplacé cette récursivité par une boucle. De plus, la fonction
alpha2 compléte, par effet de bord, les 2-liaisons trouvées lors de ces parcours, pour éviter de
les effectuer une nouvelle fois.

Les générateurs de base, comme [0,[1,[2 ou gp0, sont implantés par des macros ou des
fonctions qui modifient les champs des brins correspondants. Ils ne modifient bien sir pas la
liste chainée qui modélise la carte contenant les brins impliqués. Ainsi, comme le paramétre
de sorte C'arte n’est pas utile pour I'implantation de ces opérations topologiques, nous ’avons
systématiquement oté. Comme par exemple :

#define 10(x,y) x->a0 = y; y->a0
#define 11(x,y) x->al = y; y->al = x
#define emO(x,p) (x->e0) = copypoint (p)

X

void 12(Dart x,Dart y)
{ if (x '=y)

{ x->a2 =y;
y->a_2 = x;

}

else

{ x->a2 = NULL;
x->a_2 = NULL;

};

};

Les cartes sont implantés par des listes chainées de brins dont la structure est donnée
ci-aprés. Les champs first et last sont respectivement le premier et le dernier brin de la
carte. Nous avons, de plus, ajouté deux champs current et current2 pour permettre deux
parcours distincts de la liste des brins.

typedef struct map
{ Dart first,last;

Dart current,current2;
} *Map;
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Le générateur v qui crée une carte vide est implanté trés simplement. Il initialise les champs
d’une structure de type Map :

Map v(void)
{ Map m = (Map) calloc(l,sizeof(struct map));

m->nbr_dart = 0;

m->first = NULL;
m->last = NULL;
m->current = NULL;
m->current2 = NULL;

return m;

};

Le seul point qui nécessite un traitement particulier est la création d’un nouveau brin,
réalisé par la fonction ndart. Cette fonction retourne un nouveau brin dont la structure est
initialisée. De plus, par effet de bord, cette fonction met a jour les pointeurs de chainage de
la carte :

Dart ndart(Map m)
{ Dart x = (Dart) calloc(l,sizeof(struct dart));

x->m = FALSE;
x->a0
x->a2
x->pred
x->e0
x->e2
x->bb
x->info

x->al = x;
x->a_2 NULL;
x->succ NULL;
NULL;

NULL;

NULL;

NULL;

(m->nbr_dart)++;
if (m->first == NULL)
{ m->first = x;
m->last = X;
m->current = X;
m->current?2 X

}

else

{ m->last->succ = x;
x->pred = m->last;
m->last X;

};

return x;
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Les opérateurs de plus hauts niveaux sont alors implantés naturellement, comme dans le
prototype, par des appels aux générateurs de base. Nous ne détaillons pas toutes ces opérations
car ce serait fastidieux. Mais illustrons juste le principe avec ’exemple de la coupure d’aréte
déja détaillée pour le prototype. La fonction cutee coupe 'aréte du brin x au point p. Ici
le paramétre de type Map est implanté, puisque I'insertion des nouveaux brins nécessite des
modifications dans la structure de la carte.

void cutee(Map m,Dart x,Point p)
{ Dart y = alpha0O(x);

Dart xx = ndart(m);

Dart yy = ndart(m);

10(x,xx);

10(y,yy);

11(xx,yy);

em0 (xx,p) ;

em0 (yy,p) ;
}s;

La fonction fait appel & ndart, pour créer les nouveaux brins. Puis, elle appelle les géné-
rateurs permettant de créer les nouvelles liaisons topologiques et les 0-plongements de brins
insérés.

Toutes les opérations topologiques, de plongement ou géométriques sont implantées pour
étre réalisées en temps constant. Les seules exceptions sont, bien siir, les fonctions nécessitant
un parcours de sommet, de face ou de volume, dont la complexité en temps est proportionnelle
au nombre de brins de la cellule. Cette remarque nous permet d’affirmer que les méthodes
formelles utilisées ne sont, en aucun cas, un frein a I’obtention de programmes efficaces, aprés
implantation.

De plus, il faut noter que le travail effectué pendant les aller-retour entre la spécification
et le prototype facilite grandement le travail d’implantation. Les seuls problémes a résoudre
se situent dans le choix des structures de données et des générateurs de base. Une fois ce choix
effectué, I'implantation des opérations de haut niveau est quasiment immédiate et suit a la
lettre les définitions données dans les spécifications.

Enfin, notre approche & I'avantage de nettement séparer la conception de I'implantation.
Les problémes de conception sont résolus principalement pendant la phase de spécifications et
en partie pendant le prototypage logique, en faisant abstraction des problémes d’implantation.
L’implantation se fait lorsque tous ces problémes sont résolus, ce qui permet de se concentrer
sur les problémes d’optimisation.

7.2.3 Implantation de l'intersection de faces en dimension 3

Les systémes de réécriture définissant 'intersection de faces non coplanaires décrivent en
fait un parcours de chaque face pour obtenir les informations géométriques, puis des parcours
de listes de brins. Le premier parcours est simplement implanté par une boucle sur les brins
d’une face. Puis le nombre de brins restant constant, les brins de la face qui coupent le plan
de autre face sont placés dans un tableau, apreés leur classification.
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TDart class_face_plan(Dart x,Vect nx,ReperelD rep,Plan py)
{ Dart y = x,y_1;

Seg s;

Type t;

Point 1i;

double k,a;

int n = 0;

short in;

TDart tab;

/* parcours des brins de la face et obtention des informations gémétriques */
do
{ s = geml(y); /* segment sur lequel est 1-plongé y */

if (type_seg(s,nx,py,rep,&t,&i,&k,&a,&in))

new_info(y,t,i,k,a,in); /* remplit le champ info du brin */

free(s);

y = phil(y); /#* brin suivant de la face */
} while (y !'= x);

/* classification des arétes par un deuxiéme parcours de la face */
y_1 = phil_1(y);
do
{ switch(get_type(y))
{ case CUTSEG : set_class(y,CUT,get_inside(y)); n++; break;

case ONUP  : switch(get_type(y_1))
{ case UPON : set_class(y,PIC , 0); n++; break;
case DOWNON : set_class(y,CUT , get_inside(y)); nt++; break;
case 0ON1 : set_class(y,ON_UP ,-2); n++; break;
case ON_1 : set_class(y,UP_ON , 2); n++; break;
}; break;
case ONDOWN : switch(get_type(y_1))
{ case UPON : set_class(y,CUT , get_inside(y)); n++; break;
case DOWNON : set_class(y,PIC , 0); n++; break;
case 0ON1 : set_class(y,0N_DOWN,-4); n++; break;
case ON_1 : set_class(y,DOWN_ON, 4); n++; break;
}; break;
/* autres cas ... */
};
y-1=1y;
y = phil(y);

} while (y !'= x);

/* les brins qui coupent le plan sont placés dans un tableau */
tab = gtdart(n);

n = 0;
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do
{ if (get_class(y) != NIL)
{ set_elt(tab,n,y); /* place le brin y dans le tableau */

n++;
}
else
free_info(y); /* si le brin ne coupe pas la droite
on libére les informations géométriques */
y = phil(y);

} while (y != x);

/* tri des arétes le long de la droite d’intersection */
/* la fonction cmp_info est 1l’implantation de 1l’ordre sur les 7-uplets */
gsort (tab->tab,tab->nbr,sizeof (Dart),cmp_info);

return tab;

}s

Les autres systémes sont alors implantés par un parcours des éléments du tableau. Les
différents cas décrit par les régles des systémes sont implantés par I'intermédiaire de switch.
Par exemple, la fontion etat_face_plan calcule les états de chaque brin. Le traitement des
incohérences numeériques provoquées par le tri a été supprimé pour faciliter la lecture.

void etat_face_plan(TDart t)
{ indice 1i;
Dart x;
V_Etat e = OUT; /x état courant */

/* parcours du tableau */

for (i = 0;i<get_size(t);i++)

{ x = get_elt(t,i); /* iéme élément du tableau */
/* calcul du 1’état courant aprés le brin courant */
switch(get_class(x))

{ case CUT : switch(e)
{ case OUT : e = IN ; break;
case IN : e = 0UT ; break;
default : error("CUT");
/* mise en évidence d’incohérence numériques */
}; break;

case ON_DOWN : switch(e)
{ case ONO_1 : e = OUT ; break;

case ON1_0 : e = IN ; break;

case ON1_1 : e ON1_0; break;

case ONO_O : e ONO_1; break;

default : error ("ON_DOWN") ;

/* mise en évidence d’incohérence numériques */
}; break;
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/* autre cas ... */

};

/* états retenus pour le brin x/
switch (e)

{ case OUT : set_etat(x,0UT); break;
case IN : set_etat(x, IN); break;
default : set_etat(x, ON); break;

}s;

}s
}s;

7.2.4 Implantation des systémes de réécriture

Les systémes de réécriture définissant les raffinements sont implantés de la méme facon que
pour le prototype en Prolog. Chaque régle est implantée par une fonction ayant en paramétre
les structures de controle éventuelles. Cette fonction teste les conditions de déclenchement et
réalise, si nécessaire, les transformations décrites par la régle.

Les systéemes de réécriture, quant a eux, sont implantés par des boucles réalisant les par-
cours nécessaires. Lorsque des stratégies de parcours sont fixées par des structures de controle,
le systéme consiste juste a appeler les fonctions correspondant aux régles jusqu’a ce que la
condition d’arrét soit remplie.

Les stratégies de parcours et les algorithmes en découlant, comme l'algorithme de balayage
du plan, ont déja été abordées complétement en dimension 2. Nous ne revenons donc pas
dessus. Par contre, en dimension 3, quelques optimisations ont été implantées. D’une part,
comme cela a été abordé précédement, des boites englobantes ont été ajoutées a la structure
des brins. Les fonctions correspondant aux régles du raffinement 3D ne sont appelées que si
les deux brins courants du parcours ont des boites englobantes qui se coupent.

D’autre part, le systéme de réécriture 3D décrit un parcours de tous les couples de brins.
Or pour les régles d’intersection de faces, un parcours des couples de faces est suffisant. Nous
avons donc implanté ce systéme en deux étapes. La premiére réalise un parcours des couples
de faces durant lequel on appelle, pour chaque couple, les fonctions d’intersection de faces.
Pour cela, nous gérons une structure de controle supplémentaire contenant la liste des faces
de la carte. La seconde étape est un parcours de tous les couples de brins durant lequel on
appelle les régles de fusion de faces et d’arétes.

7.2.5 Implantation des labels

Dans les spécifications, les labels sont définis par des ensembles d’identificateurs d’objets.
En pratique le nombre d’objets est souvent limité. Nous avons donc choisit d’implanter les
labels par des champs de bits, c’est-a-dire en fait des entiers non signés. Ceci limite le nombre
d’objets a 32, dans notre implantation. Cependant cela simplife I'implantation des oprérations
sur les labels. Les unions et différences utilisées pour la complétion des labels sont implantées
par des opérations logiques bits & bits.
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L’évaluation des labels a été prototypée et implantée en dimension 2. Bien que complé-
tement spécifiées, les opérations sur les labels n’ont pas été implantées en dimension 3. La
manipulation des labels sur des objets en 3D aurait impliqué la réalisation d’un modeleur 3D
permettant de gérer plusieurs objets, leurs labels et des expressions booléennes correspondant,
a des arbres CSG sur ces objets. Or nous avons manqué de temps pour cela et I'implantation
d’un tel modeleur sortait quelque peu du cadre de notre étude.

En fait, les objets manipulés sont des 3-cartes qui sont créées par le modeleur Topofil, déve-
loppé par Yves Bertrand a Strasbourg [12], et sauvergardées dans des fichiers distincts. Notre
implantation réalise le raffinement d’une carte correspondant & I'importation d’un nombre
quelconque de fichiers de cartes au format de Topofil. Le résultat du raffinement est sauver-
gardé dans un fichier lisible par ce modeleur.



134 CHAPITRE 7. PROTOTYPAGE ET IMPLANTATION



Chapitre 8

Expérimentation

Dans ce chapitre, nous présentons quelques exemples d’expérimentations des raffinements,
en dimension 2 et 3. Nous montrons, en premier lieu, comment le raffinement généralise les
problémes d’arrangements de segments dans le plan. Ainsi, en dimension 2, nous donnons
des exemples de reconstruction topologiques de subdivisions planaires, a partir de données
incomplétes. Puis, nous abordons des exemples d’évaluations d’opérations booléennes faisant
intervenir les labels. Nous concluons, pour la dimension 2, en montrant comment sont gérés
les cas d’inclusions de composantes connexes multiples.

En dimension 3, nous montrons comment nous avons appliqué le raffinement 3D a des
problémes de constructions de subdivisions volumiques en géologie, par des arrangements de
plans ou de surfaces. Nous terminons enfin par quelques exemples de raffinement sur des
solides polyédriques plus complexes.

8.1 Raffinement en dimension 2

Nous commencons par présenter, dans la figure 8.1, I'interface graphique réalisée pour le
prototypage logique en Prolog. La fenétre de controle nous permet de gérer les cellules et les
labels correspondants, pour chaque dimension, c’est-a-dire pour les sommets, arétes et faces.
L’interface propose également les quatre stratégies de raffinement que nous avons étudiées et
quelques expressions booléennes basiques souvent utilisées.

J‘ A 1
Parmean de contrile
Vider Afficher carte Afficher brins Sauver Lire Fichier a.bci
I:‘ Vertex |E Edge l:‘ Face Simple | Lists Heaps Sweep Inclus

A*E*C (B*BING A * B (B+B) NG A+ B ANE B %A AN

Ouit Label | Lecture effectues

F1G. 8.1: Fenétre de controle du prototype

135



136 CHAPITRE 8. EXPERIMENTATION

La figure 8.2, montre un ensemble de segments du plan qui sont, en pratique, affichés dans
une seconde fenétre. Les sommets sont représentés par des petits carrés et les segments sont
légérement éclatés pour distinguer les sommets topologiques des intersections de segments.
Cette premiére figure correspond & une carte mal plongée.

] E

Fenétre de dessin

FiG. 8.2: Un ensemble de segments

Notons que, dans cette figure, tous les brins sont points fixes de «, c’est-a-dire qu’il n’existe
pas de 1-liaisons. La figure comprend plusieurs configurations qui sont habituellement traitées
comme des cas particuliers [16]. On peut remarquer 4 arétes s’intersectant en un méme point
et une aréte partiellement superposée a une autre.

La figure 8.3, montre le raffinement 2D de cet ensemble de segments. Les liaisons par ay
autour des sommets sont représentées par des petits tubes reliant un segment au sommet
auquel il est incident. La carte représentée ici et maintenant bien plongée et réalise une
partition du plan. Notons qu’un des sommets contient 7 brins et que les arétes superposées
ont été découpées et fusionnées.

Comme on peut le voir sur cet exemple le raffinement 2D, dans le cas d’un ensemble de
segments, correspond a ’arrangement de ces segments dans le plan [16|. L’exemple suivant
montre que le raffinement est en fait une extension de 'arrangement. [’ensemble de départ
peut étre constitué de composantes connexes de cartes superposées. De plus, dans I’exemple
de la figure 8.4, les liaisons par «; sont incomplétes.

La représentation des 1-liaisons par des tubes permet de visualiser facilement celles qui
manquent. Remarquons encore la présence d’une aréte verticale traitée exactement comme
les autres. Apreés le raffinement, toutes les liaisons sont correctement calculées. Cela montre
que notre raffinement est réellement un mécanisme de reconstruction topologique, puisque les
relations d’incidence ou d’adjacence fournies au départ peuvent étre incomplétes.
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=

Fenétre de dessin

L

I

F1G. 8.3: Le raffinement réalise ’arrangement des segments

Fenétre de dessin

i @ B 1

i @ B 1

Fenétre de dessin

F1G. 8.4: Une carte et son raffinement
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8.2 Evaluation d’opérations booléennes en dimension 2

La figure 8.5 représente une carte avec deux composantes connexes modélisant trois objets.
Les 2-labels des faces sont représentés par une lettre placée a gauche des arétes de la face.

i : L
Fenétre de dessin

F1G. 8.5: Trois objets et leurs 2-labels

Dans cette section, nous considérons des objets réguliers, c’est-a-dire dont les 0 et 1-labels
sont identiques aux 2-labels pour chaque brin. L’objet C' est formé par l'intérieur du grand
carré. Les objets A et B sont modélisés par la deuxiéme composante connexe et sont formés
respectivement de quatre et de trois carrés. Notons que A et B ont deux carrés en commun.

Le résultat du raffinement et de la complétion des labels est donné dans la figure 8.6. Les
différentes faces de la carte raffinée ont été subdivisées. Leurs 2-labels ont été propagés partout.
On peut noter que la transmission locale réalisée lors de la complétion permet de propager
les labels de C' dans les faces modélisant B, alors qu’il n’y avait pas d’intersection entre ces
deux objets. Seules les relations topologiques sont ainsi utilisées pour déduire que 'objet B
est complétement & I'intérieur de 'objet C'. Ainsi aucun calcul numérique de localisation n’est
nécessaire, ce qui fait une différence majeure avec les méthodes classiques.
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i : L
Fenétre de dessin

F1G. 8.6: Aprées raffinement et complétion des labels

Les deux figures suivantes, 8.7 et 8.8, montrent un exemple un peu plus complexe de raffi-
nement sur une carte modélisant toujours 3 objets, avec des 2-labels uniquement. Dans cette
carte, on peut noter des arétes verticales partiellement superposées. Les figures suivantes, 8.9
et 8.10, montrent quelques exemples d’extractions d’opérations booléennes a partir du raffi-
nement. On peut noter, encore une fois ici, qu’aprés le raffinement et la complétion des labels,
toutes les expressions booléennes sur les objets identifiés au départ peuvent étre réalisées par
de simples sélections.
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i @ B 1

Fenétre de dessin

F1G. 8.7: Une carte modélisant trois objets

i @ B 1

Fenétre de dessin

I =l

F1G. 8.8: Le raffinement de cette carte, aprés complétion des labels
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I =l

L

F1G. 8.9: Extraction de A\ B et (AN B)\ C

@

My 1IN

F1G. 8.10: Extraction de (A\ B)U(B\ A) et (AUB)\ C
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8.3 Gestion des relations d’inclusion

Les figures 8.11 & 8.13 représentent un exemple de carte comportant plusieurs composantes
connexes incluses les unes dans les autres. La premiére figure 8.11 montre la carte avant
raffinement. Elle définit quatre objets A, B, C et D.

La figure 8.12 montre cette carte apres le raffinement. Des arétes ont été ajoutées pour
représenter les liens d’inclusion entre les différentes composantes. Notons que ces arétes sont
des arétes topologiques et n’ont pas de plongement. Elles sont représentées ici par des segments
qui peuvent intersecter les arétes initiales de la carte. Il faut considérer que ces arétes sont
déformables a volonté et qu’il serait possible de leur donner un plongement qui contourne les
cellules initiales sans les intersecter.

Ces arétes sont ajoutées lors du balayage du plan deés qu’un brin gauche d’une aréte est
rencontré et si ce brin n’est lié & aucun autre a gauche de la droite de balayage. La figure 8.13
représente deux états de la carte lors du balayage du plan. Elle schématise la droite de balayage
et 'ensemble des brins actifs qui sont affichés en gras.

Les arétes représentant les liens d’inclusion sont ajoutées avec des labels vides et per-
mettent donc la transmission de tous les labels entre les diverses composantes connexes. Avec
ce principe, il est possible d’insérer trop d’arétes, ce qui n’est pas génant pour le raffinement.
En effet, aprés la complétion des labels, les arétes ajoutées peuvent étre supprimées ou pas
suivant les besoins. De plus, il est toujours possible d’obtenir un nombre minimal d’arétes en
vérifiant apreés le raffinement que chacune d’elles connecte bien deux composantes. Pour cela,
il suffit de tester si les deux brins de 'aréte appartiennent a la méme face.

] E

Fenétre de dessin

L |

Fi1G. 8.11: Une carte comportant plusieurs composantes connexes
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I‘Ej B l

Fenétre de dessin

F1G. 8.12: Leur arbre d’inclusion apres raffinement

FiG. 8.13: Ensemble des segments actifs pour deuz étapes du balayage
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8.4 Exemple d’objets non réguliers

Les figures suivantes représentent des objets non régularisés, c’est-a-dire dont les labels
sont quelconques. Nous reprenons ici 'exemple de la figure 2.11 du chapitre 2 dont le schéma
est redonné dans la figure 8.14. Il n’est pas aisé de représenter tous les labels en méme temps
a cause des limitations du graphisme autorisé en Prolog. Ainsi, les cartes sont représentées
ici par trois figures distinctes. La premiére représente les 2-labels comme précédemment. Les
deux autres représentent respectivement les 0 et 1-labels des brins a coté de leurs sommets et
de chaque coté de leurs arétes.

(a) Objet A (b) Objet B (c) Raffinement de la carte
A A A A A B B B A A A A A
® .- o R ° 6} o ® ... o
I s A A
I ' B B AB. AB AB
A A | O -re- o 0-———- @ m— @
‘ N ‘ "
B | B . I AB A
I ‘ I
A o A 2 : O ooe ° : A?' A %% a ©°a
I B B :
0 -—-——-——-=--- o : o ----- o
B B B ‘
I
@ -——-———-=-=- o
B B B

F1G. 8.14: Schématisation des labels avant et apres le raffinement

Les figures 8.15, 8.16 et 8.17 représentent les labels des brins des cartes avant et aprés le
raffinement, pour chaque dimension.

J"@ B at |E| B
3 3
b b

b b

519 Ouis

b b

b £ b £

L - L, o

F1G. 8.15: 2-labels des faces avant et apres raffinement
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J"@ B at @ B
Fenétre de dessin Fenétre de dessin

F1G. 8.16: 1-labels des arétes avant et apres raffinement

E @ E K

F1G. 8.17: 0-labels des sommets avant et apres raffinement
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8.5 Raffinement en dimension 3

Le premier exemple en dimension 3 est issu d’une expérimentation du raffinement en
géologie, dans le cadre d’études menées dans notre équipe avec le Laboratoire de Détection et
Géophysique du CEA (Bruyeéres-le-Chatel) et le consortium GOCAD (Nancy). Un ensemble
de failles du sous-sol est modélisé par des faces sécantes d’'une 3-carte. Elles proviennent
de données réelles d’'un échantillonnage effectué sur le terrain, comme dans la figure 8.18.
Elles correspondent a des séparations entre couches géologiques et a des failles. Grace au
raffinement, on obtient une subdivision volumique du sous-sol correspondant en premiére
approximation aux différentes masses géologiques réelles. Cette subdivision permet, ensuite,
d’utiliser les relations topologiques construites, pour réaliser la localisation efficace d'un tres
grand nombre de points [39].

Le raffinement apparait dans la figure 8.19, oti on peut noter un grand nombre de faces
pendantes qui font, en fait, partie du volume extérieur. Les volumes intérieurs déterminés apres
le raffinement sont mis en évidence par trois vues distinctes a droite de la figure. L’utilisation
du raffinement réalisée sur cet exemple est une généralisation de travaux similaires déja réalisés
dans le domaine de la géologie [48].

F1G. 8.18: Un ensemble de faces quelconques : trois points de vue distincts

La figure 8.20 montre le raffinement ott nous avons mis en évidence les volumes internes
par l'utilisation de niveaux de gris distincts.
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F1G. 8.19: Leur raffinement et les vues des volumes définis

F1G. 8.20: Une autre vue du raffinement
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Les deux figures suivantes montrent un exemple de raffinement plus complexe, toujours
dans le domaine de la géologie. Les couches du terrain sont modélisées par un ensemble de
surfaces obtenues par interpolation de données réelles. Un cube englobant a été ajouté pour
fermer la portion du sous-sol étudiée. Le raffinement permet de construire les volumes définis
par ces différentes couches géologiques. Notons que la robustesse du raffinement est cruciale
ici, puisque le cube englobant doit étre découpé le long du bord d’un grand nombre de faces.
La figure 8.22 montre les volumes ainsi obtenus, en niveau de gris. Nous avons effacé le volume
extérieur modélisé par le cube pour clarifier la figure.
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F1G. 8.21: Trois couches géologiques modélisées par des surfaces
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F1G. 8.22: Les quatre volumes obtenus apres raffinement
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8.6 Raffinement de solides polyédriques

Dans cette seconde série d’exemples, nous montrons le raffinement de solides polyédriques
classiquement utilisés en CAQO. La figure 8.23 représente trois parallélépipédes sécants, avec
une vue en perspective et deux vues de coté. Il faut noter que cette 3-carte comporte de
nombreuses faces superposées et que le pavé long passe a l'intérieur de 'un des deux cubes
sans couper le bord de ses faces.
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F1G. 8.23: Une carte comportant plusieurs composantes connexes polyédriques

Les deux figures suivantes, 8.24 et 8.25, montrent le raffinement 3D correspondant. La
premiére est une vue filaire dans laquelle les faces sont légérement éclatées. Dans la seconde,
nous avons coloré les faces et laissé apparaitre par transparence les volumes intérieurs. Il
convient de noter que les trous dans les faces du cube mentionné précédemment sont modélisés
grace a 'ajout d’arétes liant le bord extérieur d’une face au bord du trou situé a l'intérieur
de celle-ci.
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F1G. 8.24: Son raffinement
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F1G. 8.25: Une autre vue du raffinement



152 CHAPITRE 8. EXPERIMENTATION

La figure 8.26 représente le volume extérieur que nous avons ouvert et colorié pour mettre
en évidence les faces qui le composent. La figure 8.27 montre les volumes intérieurs définis par
le raffinement et déplacés pour qu'’ils soient tous visibles. On peut noter que le gros volume
cubique apparaissant en bas de la figure contient un trou qui a été formé par le pavé long
mentionné plus tot. L'intérieur du trou est rempli par le volume plus petit dessiné juste au-
dessus et qui est un bout du pavé long qui a été découpé. Pour ces deux figures nous avons
effectué une rotation qui procure un meilleur angle de vue.

F1a. 8.26: Vue du volume extérieur éclaté et ouvert

Les quatre derniéres figures représentent le raffinement d’une carte contenant une sphére
et un tore modélisés par un trés grand nombre de faces. Nous donnons trois vues différentes du
raffinement dans lesquelles nous avons mis en évidence les volumes internes. Dans la derniére
figure, nous montrons séparément les quatre volumes définis dans le raffinement.

Dans le tableau ci-dessous, nous avons indiqué les temps de calcul pour les différents
exemples de raffinement en dimension 3, ainsi que le nombre de brins avant et aprés le raffi-
nement. Ces temps de calcul nous semblent corrects étant donné que nous n’avons pas, pour
Iinstant, implanté d’optimisation du parcours des brins. Cela ce voit peu pour des objets
contenant beaucoup d’intersections par rapport au nombre de faces, mais devient génant
dans le cas du raffinement de surfaces dont les faces ne se coupent pas. Nous utilisons des
boites englobantes pour éviter de rechercher 'intersection de deux faces dont les boites ne se
coupent pas. Il suffirait, pour réduire les temps de calcul, d’effectuer un tri de ces boites et
de n’examiner que les couples de faces dont les boites ne sont pas séparées par ce tri.

nombre de brins temps
avant | aprés | (en secondes)
parallélépipedes 340 452 0.5
failles 138 1098 2.7
tore & spheére 12720 | 13360 15
couches surfaciques | 16380 | 19444 112
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F1G. 8.28: Une carte modélisant un tore et une sphere

F1G. 8.29: Une vue du raffinement
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F1G. 8.31: Vue éclatée des volumes du raffinement
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Chapitre 9

Conclusion

Le résultat principal de ce mémoire se situe dans ’expérimentation et la combinaison de
méthodes formelles, notamment les spécifications algébriques et la réécriture, appliquées a la
modélisation mathématique des objets géométriques et a toutes les phases de la conception
de programmes réalisant des opérations booléennes sur ces objets. Les méthodes formelles
utilisées recouvrent ’analyse mathématique et statique du probléme, les preuves de certaines
propriétés logiques des processus étudiés, la prise en compte des problémes de complexité
des calculs et I'étude d’optimisations des stratégies de parcours, jusqu’au prototypage et a
I'implantation des programmes correspondants. Dans ce qui suit, nous montrons l'intérét et
les limitations de cette étude, ainsi que les perspectives qu’elle suggére, en examinant les
différents domaines abordés.

9.1 Modélisation géométrique

Nous avons proposé une extension des cartes combinatoires par I'ajout de labels. Celle-ci
nous a permis de modéliser au sein d’'une méme carte un ensemble d’objets géométriques
ouverts ou fermés, dont les bords peuvent étre incomplets, contenant des trous ou des cellules
isolées et pendantes. A partir de ce modéle, nous avons défini des opérations booléennes trés
générales et dans leur version non régularisée.

Cette extension qui hérite naturellement des avantages liés au modéle topologique des
cartes posseéde de plus la puissance d’expression propre a la modélisation par des arbres
CSG. Nous avons, en effet, montré qu'un arbre CSG dont les primitives sont modélisées par
des cartes, peut étre représenté par une carte labellée et une expression booléenne sur les
identificateurs de ces primitives. De plus, ce modéle est suffisamment général pour permettre
la représentation d’arbres CSG avant et aprés évaluation des opérations booléennes, et nous
avons montré que l'on pouvait extraire par une simple sélection des cellules concernées le
résultat d’une évaluation.

En pratique cependant, 1'utilisation compléte de ce modéle pose des problémes liés a
I’ergonomie et aux limites de nos interfaces graphiques. En effet, nous avons eu des difficultés
pour représenter graphiquement I’ensemble des labels d'une carte et nous avons été contraints
de réaliser un affichage distinct pour chaque dimension de label. Par contre, ces problémes
disparaissent si 1’on se limite aux objets régularisés qui ne nécessitent qu’un unique label.

157
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Il est ainsi possible de limiter 'utilisation de tous les labels a des cas bien spécifiques ot
ils s’avérent pertinents. Dans ce cadre, il serait intéressant d’étudier des représentations plus
intuitives des labels, peut-étre par I'utilisation de couleurs ou d’autres modes d’affichage tels
que des pointillés ou des hachures.

Une perspective importante de notre approche basée sur le raffinement de cartes labellées
serait I’étude et le développement d’un modeleur & base topologique, offrant les opérations de
haut niveau que ’on trouve en général dans les logiciels a base de CSG, comme la gestion d’en-
sembles d’objets et la manipulation intuitive et I’édition d’expressions booléennes sur ceux-ci.
Un tel logiciel devrait bénéficier des avantages du modéle topologique de représentation par
les bords fourni par les cartes, et notamment des possibilités de sélections interactives, de
modifications locales ou de rendus rapides comme la gestion des faces cachées.

9.2 Evaluation d’opérations booléennes

Du point de vue des opérations booléennes, I'utilisation de ce modéle topologique apporte
deux avantages essentiels. Le premier lié directement a ’utilisation des labels est la possibilité
d’effectuer le raffinement simultané d’un nombre quelconque d’objets et d’évaluer, aprés coup,
toute expression booléenne sur ces objets. Le deuxiéme avantage, moins visible, mais peut-étre
plus intéressant, apparait dans le mécanisme de complétion des labels.

Dans les méthodes classiques, apres 1’évaluation des cellules du résultat, que ce soit par
raffinement ou par découpe et recollage du bord, I’évaluation d’une opération booléenne im-
plique une classification des cellules permettant de savoir si chacune d’elles est a l'intérieur,
sur le bord ou a l'extérieur du résultat [72]. Cette classification nécessite 1'utilisation de struc-
tures supplémentaires telles que des représentations de voisinages [66] ou des normales [64],
pour savoir ol se situe l'intérieur des objets. Parfois, elle implique également des calculs de
localisations géométriques. De plus, elle se révele souvent difficile & mettre en ceuvre lorsque
plus de quatre arétes (ou faces) sont incidentes & un méme sommet (ou & une méme aréte),
car elles restent souvent définies par des heuristiques approximatives ou incomplétes.

Dans notre cas, les relations topologiques sont mises a profit pour réaliser une propagation
des labels a travers toute la carte. Cette transformation globale est réalisée a partir de trans-
missions locales des labels autour des sommets, en dimension 2, ou des arétes, en dimension
3, et sans aucun calcul numérique. Comme nous 'avons vu sur les exemples, cette méthode
permet de déduire si un objet est situé a l'intérieur d’un autre, uniquement d’apres les re-
lations d’incidence et d’adjacence et grace & l'utilisation de 'orientation des cellules. Cette
technique s’avére trés intéressante, puisqu’elle s’applique méme dans le cas ou les bords de
ces objets ne s’intersectent pas.

Nous avons ainsi décrit complétement et de maniére formelle le raffinement des cartes
plongées et labellées. Dépassant le probléme du raffinement de subdivisions planaires ou vo-
lumiques, cette opération est en fait un procédé général de normalisation de subdivisions
volumiques. Nous avons vu, par des exemples, que le raffinement réalise une extension des
problémes bien connus de cloisonnements ou d’arrangements de segments ou de plans.

Nous avons notamment utilisé le raffinement en dimension 3, pour construire des subdi-
visions volumiques a partir d’'un ensemble de faces ou de surfaces. Cet aspect du raffinement
s’est révélé intéressant pour aborder efficacement des problémes propres a la géologie. Une
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étude est d’ailleurs en cours, & Strasbourg en collaboration avec le Laboratoire de Détec-
tion et Géophysique du CEA (Bruyeéres-le-Chéatel) et le consortium GOCAD (Nancy), pour
mettre a profit les informations topologiques obtenues durant le raffinement afin de réaliser
des localisations rapides d'un trés grand nombre de points dans une subdivision volumique
du sous-sol [39].

Le raffinement tel que nous ’avons vu est réalisé sur une unique carte modélisant un
nombre quelconque d’objets, souvent dans des composantes connexes distinctes. Cet aspect
est particuliéerement utile dans le cadre de restructurations topologiques, ou les objets initiaux
sont quelconques, voire méme incomplets. Mais cela peut parfois étre un handicap lorsque
I'utilisateur sait par avance qu'un nombre important d’objets initiaux ne se coupent pas ou
ne contiennent pas d’intersections.

Imaginons, par exemple, que I’on veuille réaliser un grand nombre de trous dans une plaque.
Les trous sont modélisés par des volumes cylindriques et le percage correspond a la différence
ensembliste entre la plaque et ces cylindres. Il est probable que les cylindres ne se chevauchent
pas et que seules les intersections entre chaque cylindre et la plaque sont pertinentes.

Il serait intéressant de pouvoir gérer ce type d’information permettant de limiter les calculs
durant le raffinement. Nous utilisons déja en pratique des boites englobantes sur les faces, pour
éviter de rechercher l'intersection entre chaque couple de faces. On peut imaginer une hié-
rarchie de boites englobantes rendant compte des connaissances que peut avoir un utilisateur
des intersections possibles.

Il serait également intéressant d’utiliser d’autres connaissances topologiques, comme |’en-
semble des faces d’un volume, pour hiérarchiser par défaut les boites englobantes. Dans le cadre
d’un modeleur utilisant le raffinement, les objets modélisés par des composantes connexes
d’une carte sont soit des primitives, soit obtenus par des raffinements précédents. Dans ces
deux cas, on peut assurer qu’il n’existe plus d’intersection au sein de ces objets et donc gérer
cette nouvelle information par un mécanisme de boites définies également par défaut.

9.3 Spécifications algébriques et systémes de réécriture

Nous avons donné une spécification algébrique compléte des opérations permettant la
construction de cartes combinatoires et leur manipulation, notamment en ce qui concerne
leur plongement et la gestion des labels. Cette spécification a été définie par des extensions
successives de petits modules. Bien que les axiomes apparaissant dans les spécifications restent
parfois difficiles a lire, il nous semble que cette approche modulaire facilite la compréhension
générale et intuitive des fonctionnalités décrites.

De plus, en pratique, cette approche se montre particuliérement efficace lors du proto-
typage et, plus encore, de I'implantation. En effet, les générateurs de base et les sélecteurs
correspondants forment un noyau de base du programme manipulant directement les struc-
tures de données. Les autres opérations sont définies par couches successives réalisant des
appels au noyau, puis aux couches précédentes, ce qui est bien adapté & une programmation
propre, surtout pour un logiciel de grande taille.

La partie la plus originale reste cependant l'utilisation de la réécriture. Celle-ci nous a
permis d’exprimer les raffinements, en dimension 2 et 3, qui sont des problémes algorith-
miques complexes, sous forme de transformations élémentaires et indépendantes. Ce résultat
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est obtenu grace au fait que le formalisme choisi permet une abstraction totale des structures
de données utilisées et des problémes propres a I'implantation efficace des algorithmes corres-
pondants. La simplicité apparente de la description naive du raffinement en dimension 2 en
témoigne.

En dimension 3, la simplicité est moins évidente a premiére vue, car le cheminement de
la définition de l'intersection de faces reste long et quelque peu fastidieux. Cette complexité
est bien sir due aux difficultés propres a ce probléme, mais elle est surtout due au fait
que nous avons décrit rigoureusement et complétement tous les cas possibles, avec un grand
souci du détail. Ainsi, si cette définition formelle reste complexe, en revanche, le passage a une
implantation devient, lui, immeédiat, puisque toutes les zones d’ombre dues aux cas particuliers
a prendre en compte sont résolues avant celui-ci.

Pour le raffinement en dimension 2, nous avons démontré la terminaison et la confluence du
systéme de réécriture. De plus, grace a 'ajout de structures de controle, nous avons pu dériver
un ensemble de systémes de réécriture décrivant des stratégies de plus en plus efficaces pour
le parcours des brins d’une carte. Nous avons tout d’abord montré comment des structures
de controle pouvaient étre utilisées pour fixer une stratégie. Puis, en utilisant des propriétés
géométriques correspondant aux conditions de déclenchement des régles, nous avons enrichi
pas a pas les systémes de réécriture, jusqu’a l'obtention d’une stratégie bien connue de balayage
du plan.

Alinsi, nous pensons avoir montré que le formalisme des spécifications allié & I’expressivité
de la réécriture facilite la conception propre et rigoureuse d’algorithmes abstraits. Ce forma-
lisme est aussi un point de départ sain pour la conception d’algorithmes concrets efficaces, ou
la part est faite nettement entre les questions de logique et celles de controle. Notre démarche
n’est donc en aucun cas un handicap pour ’obtention d’une complexité optimale.

Des méthodes formelles similaires ont déja été utilisées pour étudier des algébres de graphes
[21] ou définir des grammaires sur des hypercartes et des algorithmes de graphes [69]. La réécri-
ture de graphe a également été abordée dans ce cadre |23, 22| et il serait intéressant d’étudier
les implications possibles de ces approches dans le cadre de la modélisation géométrique. Il
faut noter cependant que ces travaux sont basés sur des analyses combinatoires et algébriques,
alors que dans notre cas les problémes liés aux plongements sont essentiels puisque ceux-ci
servent a guider la réécriture.

Deux types de prolongement de 'utilisation des méthodes formelles nous semblent inté-
ressants. En premier lieu, nous avons montré que les méthodes proposées ici s’appliquent bien
a I’étude de problémes complexes en géométrie algorithmique. Il serait intéressant d’aborder
avec une approche similaire d’autres types d’optimisation comme les stratégies du type diviser
pour régner ou mariage avant conquéte [61].

Ces méthodes s’annoncent prometteuses pour d’autres domaines de la géométrie algorith-
mique, comme la recherche d’enveloppes convexes [61], la construction de diagrammes de
Voronoi [44] ou les problémes de localisation. En effet, tous ces problémes utilisent des mo-
déles géométriques et des opérations similaires & ceux développés pour ce travail. L’analyse
des algorithmes correspondants gagnerait certainement en clarté et en rigueur, si elle était
abordée par le biais de la réécriture et de 'utilisation de structures de controle bien séparées
des objets géométriques traités.

En deuxiéme lieu, nous avons donné les preuves de certaines propriétés logiques des opé-
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rations et processus décrits. Ces preuves ont été réalisées a la main et sont, nous ’avons vu,
longues, fastidieuses et souvent répétitives. Il serait intéressant d’utiliser des systémes d’aide
a la preuve, comme Coq [50], pour les réaliser, dans la lignée de [68, 63].

De plus, nous n’avons pas abordé les problémes liés aux preuves de correction des spécifi-
cations algébriques vis-a-vis des spécifications mathématiques. Il serait utile, surtout pour les
opérations topologiques de base, de démontrer plus formellement que les modéles définis par
les spécifications algébriques vérifient les contraintes et propriétés définies mathématiquement
pour les cartes.

Enfin, & 'autre bout de la chaine, nous avons vu que les méthodes formelles permettaient
une implantation finale propre et rigoureuse des programmes étudiés. Cependant, le probléme
de la correction du programme vis-a-vis de sa spécification sous forme de systémes de réécriture
reste un probléme ouvert.

9.4 Approximations numériques

Nous n’avons pas utilisé de méthodes numériques spécifiques pour gérer les questions d’ap-
proximations et d’arrondis, puisque tel n’était pas notre but premier. Cependant, par quelques
remarques, nous avons montré que ces problémes étaient bien localisés. Précisément, les pro-
blémes numériques n’interviennent que lors de I’évaluation des conditions de déclenchement
des régles et, pour le raffinement en dimension 3, dans la définition du tri le long de la droite
d’intersection de deux faces non coplanaires. Autrement dit, I'utilisation d’une arithmétique
différente n’affecterait que ces parties et serait bien sir sans effet sur la partie topologique.

De plus, nous avons montré que des informations topologiques pouvaient étre mises a
profit pour résoudre les incohérences dues aux approximations numériques. Il faut cependant
avouer que cette approche a des limitations. Nous avons constaté, en pratique, que le choix du
seuil € est crucial. Un € trop grand implique des confusions importantes dues au fait que des
cellules petites ou fines se trouvent aplaties ou réduite & un amalgame de sommets et limite
ainsi les possibilités de déduction a partir des propriétés topologiques. Au contraire, un ¢ trés
petit provoque une trop grande sensibilité aux limites de la précision numérique des nombres
flottants.

Pour nos expérimentations, les techniques de rectification des incohérences numériques pro-
posées se sont révélées suffisantes. Mais, dans le cadre du développement d’un logiciel de plus
grande envergure, d’autres solutions devraient étre envisagées en complément de 1'utilisation
de la topologie. Par exemple, I’arithmétique rationnelle paresseuse de |7| semble séduisante,
méme si dans le cadre d’un modeleur, son utilisation peut soulever d’autres difficultés pour
certaines opérations, comme la définition de rotations rationnelles ou la désignation précise
de points d’incidence.

9.5 Prototypage logique et implantation

Les opérations sur les cartes et les régles de réécriture ont été implantées en Prolog. Ce
prototypage logique nous a permis de vérifier rapidement par une mise en pratique, mais sur
des jeux de données réduits, la validité de nos spécifications. Le prototype nous a également
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permis d’étudier, en pratique, différents types de stratégies pour une exécution efficace des
systémes de réécriture.

Durant la phase d’analyse et de conception, nous avons développé en méme temps les
spécifications et le prototype, et réalisé de nombreux allers et retours entre ces deux écritures.
Cette méthodologie a tout d’abord facilité la formalisation, tout en nous assurant que les spé-
cifications restaient suffisamment explicites. En effet, pour formaliser un probléme, il est utile
de se confronter a des cas concrets, car cela permet d’appréhender plus intuitivement les diffi-
cultés a résoudre. De plus, le prototypage nous a aidé a hiérarchiser I’ensemble des opérations
et & diminuer leur nombre, pour obtenir un ensemble cohérent et réduit aux fonctionnalités
strictement nécessaires.

Finalement, nous avons réalisé I'implantation en C du raffinement de cartes combinatoires
en dimension 2 et 3. Comme nous ’espérions, le passage des spécifications formelles a leur
implantation s’est avéré trés facile et quasiment immeédiat. En effet, les difficultés théoriques
ont été complétement résolues et abordées dans le détail durant la phase de spécification.
Les problémes liés a 'implantation, comme le choix des structures de données, 'introduction
de variables intermédiaires ou les combinaisons d’appels de fonctions ont été résolus presque
totalement lors du prototypage.

Ainsi lors de I'implantation, nous avons pu nous concentrer sur les difficultés propres a
la programmation en C, tels que la gestion des pointeurs ou les problémes d’allocation de
mémoire. Un résultat notable est que les programmes obtenus n’ont nécessité pratiquement
aucun déboggage.

Nous nous sommes limité a 'implantation des différents raffinements et, faute de temps et
parce que ce n’était pas notre but premier, nous n’avons donc pas réalisé d’interface graphique
permettant la saisie et la gestion d'un ensemble d’objets. En pratique, nous avons utilisé le
modeleur Topofil pour créer des cartes que nous avons utilisées ensuite par 'intermédiaire de
fichiers.

Comme nous ’avons déja mentionné, il serait intéressant de concevoir un logiciel de mo-
délisation complet permettant notamment la gestion des labels d’un ensemble d’objets, d’ex-
pressions booléennes sur ces objets et des extractions de résultat a partir du raffinement. Un
tel logiciel devrait proposer des fonctionnalités similaires a celles qui sont proposées dans le
cadre de logiciels basés sur le modéle CSG.



Annexe A

Spécifications des objets géométriques en
dimension 2

Les objets géométriques et les opérations définis ici font, bien stir, appel a des calculs
numériques. Différents types d’arithmétiques sont possibles en ce qui concerne, d’une part, la
nature des nombres retenus pour les coordonnées et, d’autre part, la facon de définir les tests
de nullité ou d’égalité. Nous avons voulu présenter une spécification des objets géométriques
indépendante du type d’arithmétique choisi. Ainsi, les spécifications qui suivent étendent
toutes une spécification FLOAT contenant la définition des nombres et des opérateurs pour
une arithmétique choisie.

Les nombres définis dans FLOAT peuvent étre de différentes natures : des rééls classiques,
des rationnels, des nombres décimaux, des nombres a virgule flottante ou toute autre arithmé-
tique plus évoluée comme les intervalles de nombres flottants [43] ou arithmétique rationnelle
paresseuse décite dans [7].

Pour pouvoir évoquer les problémes liés aux approximations numériques et aux erreurs
d’arrondi, nous définissons deux types d’extensions de la spécification FLOAT suivant que
Iarithmétique est exacte ou utilise un seuil £ pour 1’égalité. Deux spécifications, 0-FLOAT et
e-FLOAT, peuvent ainsi étre utilisées par les spécifications géométriques. Elles décrivent les
tests de nullité pour un nombre z, noté null(z), et pour le carré d’une norme n, noté nulln(n).
Notons que cette fonction nulln est utlisée pour nous éviter ’'utilisation de racine carrée qui
allourdirait I’écriture.

Cette différenciation nous permet dans les spécifications suivantes d’utiliser une unique
spécification z-FLOAT, ou x = 0 ou x = ¢, en faisant abstraction de la facon dont est définie la
nullité. Les spécifications des objets géométriques qui suivent utiliseront donc I’'une ou 'autre
indifféremment, le choix étant repoussé au niveau du prototypage ou de I'implantation.

La spécification 0-FLOAT définit alors des nombres pour lesquels un test de nullité exact
existe. Dans ce cas, les tests d’égalité peuvent étre effectués sans approximation. Cette spéci-
fication s’applique en particulier aux rationnels et aux vrais rééls.

La spécification e-FLOAT définit, quant a elle, les nombres pour lesquels la nullité, et
donc I'égalité, n’est vérifiable qu’a ¢ pres. Elle s’applique en particulier aux décimaux et
aux nombres a virgule flottante. Dans cette spécification, une constante ¢ est définie, mais
notons que sa valeur exacte, indiquée ici a titre d’exemple, n’a pas besoin d’étre spécifiée
explicitement.
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TAB. A.1: Spécifications des nombres avec tests de nullité exacts

Spéc 0-FLOAT étend FLOAT avec

Opérateurs
null : Float — Bool (nullité d’un réél)
nulln : Float — Bool (nullité du carré d’une norme)

Axiomes (z : Float)
null(z) = (x == 0)
nulln(z) = (x == 0)

Fin

TAB. A.2: Spécifications des nombres avec nullitée o e-pres

Spéc e-FLOAT étend FLOAT avec

Opérateurs
e : — Float (seuil d’erreur pour ['égalité)
null : Float — Bool (nullité d’un réél)
nulln : Float — Bool (nullité du carré d’une norme)

Axiomes (z : Float)
e =0.001
null(z) = (Jz| <€)
nulln(z) = (z < €%)

Fin
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La spécification POINT-2D définit les points du plan engendrés par deux coordonnées,
leur égalité et une relation d’ordre sur ceux-ci. Dans cette spécification, 1’égalité des points
est définie par le biais de la fonction nulln, de maniére a étre indépendante des nombres
choisis. De la méme facon, tous les tests d’égalité sont définis par ce biais dans les autres
spécifications. Enfin, 'ordre défini sur les points est simplement I'ordre lexicographique sur
leurs coordonnées.

TAB. A.3: Spécifications des points de R

Spéc POINT-2D étend z-FLOAT avec

Sortes Point

Opérateurs
gp : Float Float — Point (générateur de points)
eqp : Point Point — Bool (égalité de deuz points)
<p : Point Point — Bool (relation d’ordre sur les points)

Axiomes (z,y,z',y" : Float)
eqp(gp(,y), gp(a',y")) = nulln((z'-x)* + (y'-y)?)
gp(z,y) <p gp(x',y') = (z <z')v(z==2"ry <y’
Fin

La spécification VECTEUR-2D définit les vecteurs du plan engendrés par deux coordon-
nées ou par deux points, le test de nullité, la norme d'un vecteur, les produits scalaire et
vectoriel, la différence et le produit par un réél. Notons que le produit vectoriel est ici non
pas un vecteur, mais un nombre qui est utilisé pour obtenir le sinus d’un angle ou son signe.

1 arctan2(x,y)+ 1t
|

arctan2(y,x)

F1G. A.1: Angle d’un vecteur

Elle définit également la translation d’un point par un vecteur et '’angle d’un vecteur avec
'axe des y, cet angle étant compris entre 0 et 27. La fonction atan2(y,x) est la fonction
classique donnant 1’angle, entre —7 et 7, du point de coordonnées x et y avec ’axe des x dans
le plan. La figure A.1 représente ces deux angles.
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TAB. A.4: Spécifications des vecteurs de R?

Spéc VECTEUR-2D étend POINT-2D avec

Sortes Vecteur

Opérateurs
gv : Float Float — Vecteur
gup : Point Point — Vecteur
nullv : Vecteur — Bool nullité d’un vecteur)
nv : Vecteur — Float norme d’un vecteur)

(générateur de vecteurs)
(
(
(
- 1 Vecteur Vecteur — Vecteur (différence de deuz vecteurs)
(
(
(

générateur de vecteurs)

ps,pv : Vecteur Vecteur — Float produit scalaire, vectoriel)
: Float Vecteur — Vecteur produit par un 1éél)
+ : Point Vecteur — Point translation d’un point)

Axiomes (A, z,y,z',y’ : Float)
gop(gp(z,y), gp(z’,y")) = gv(a'-z,y"-y)
nullv(gv(z,y)) = nulln(z? + y?)
nv(gu(z,y)) = /(2> + y°)
go(z,y)-gv(z',y') = gv(z-2',y-y')

!
!

ps(gv(z,y), gv(z',y")) = z2' + yy'
pv(gv(z,y), gv(a’, ’)) = zy'-z'y
Ago(z,y) = U,(/\ Y)

gp(z,y) + gu(e',y') = gp(e + =',y +y')
angle_vect(gv(z,y)) = atan2(z,y) + =

Fin
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La spécification SEGMENT-2D définit les segments du plan engendrés par deux points
et I'angle d’un segment qui est 'angle du vecteur formé par ses deux extrémités. De plus,
nous définissons ici les opérations propres aux raffinements que sont le test d’incidence d’'un
point sur un segment, incident(p, s), le test d’intersection de deux segments, secant(s,t), et
la recherche du point d’intersection de deux segments sécants, intersection(s,t).

Ces fonctions font appels & des propriétés géométriques simples que nous ne commentons
pas plus avant. Notons cependant que le test d’égalité de deux points et les deux derniers
tests concernant les segments s’excluent mutuellement deux a deux. Ceci est nécessaire pour
la confluence du raffinement et est assuré par 'utilisation systématique des fonctions null et
nulln.

F1G. A.2: Schématisation des vecteurs utilisisés pour le test d’incidence

La figure A.2 représente graphiquement diverses variables utilisées dans la spécification de
la fonction incident.
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TAB. A.5: Spécifications des segments de R?

Spéc SEGMENT-2D étend VECTEUR-2D avec

Sortes Segment

Opérateurs
gs : Point Point — Segment (générateur de segments)
angle_seg : Segment — Float (angle d’un segment)
incident : Point Seg — Bool (test d’incidence)
secant : Seg Seg — Bool (test d’intersection)
intersection : Seg Seg — Point (calcul de Vintersection)

Axiomes (m,p,q,p',q' : Point)
angle_seg(gc(p, q)) = anglevect(gup(p, q))
incident(m, seg(p, q)) = si nullv(V) alors fauz
sinon (t > a) A(t < 1-a) A nullv(U-t.V)
ps(V,U) €
ps(V, V)’a (V)

avec V = gup(p, q),U = gup(p,m),t =

secant(seg(p, q),seg(p',q")) = si nullv(V) o nullv(V') o d = 0 alors faux
sinon (s > a) A(s < 1-a) A(t > b) A(t < 1-D)
avec V = gup(p,q), V' = gup(p',¢'), U = gup(p',p),d = pv(V', V)
ps(U,V) ; ps(U, V") 5
S = =

£
y b = 7b =
d d nv(V) no(V'")

)

intersection(seg(p, q),seg(p’,q¢')) =p+t.V
po(U, V')
avec V = gup(p,q), V' = gup(p',¢'), U = gup(p',p),t = ———
po(V',V)
Préconditions (s,t : Seg)

prec intersection(s,t) = secant(s,t)

Fin




Annexe B

Spécifications des dictionnaires et des
files de priorité

B.1 Spécification d’ordres sur les brins

La spécification des files de priorité et des dictionnaires suppose la définition d’un ordre
sur les brins d’une carte. Les files de priorité sont utilisées pour parcourir les brins de gauche
a droite lors d’un balayage du plan. Elles nécessitent donc un ordre sur les sommets d’une
carte. Cet ordre (strict), noté <¢, compare les 0-plongements des sommets de deux brins. En
cas d’égalité des O-plongements, les angles des arétes des brins sont comparés. Cela permet,
lorsque deux brins ont un sommet commun, de parcourir d’abord le brin dont I’aréte se situe
a gauche de ce sommet, puis le brin dont ’aréte se situe a droite du sommet.

Les dictionnaires sont utilisés pour ordonner de bas en haut les brins actifs lors du balayage.
Cet ordre, noté <¢ ou >¢ est donc défini sur les segments sur lesquels sont plongés les arétes
des brins. Cet ordre n’est pas détaillé. Le seul impératif est que ce soit un ordre strict, partiel
et tel que si deux segments sont sécants, égaux ou si I'extrémité de I'un est incidente a l'autre,
alors les segments ne sont pas comparables.

La spécification 2-CARTE-ORDONNEE définit ces trois ordres pour les 2-cartes, en éten-
dant la spécification 2-CARTE-GEQO3. Elle est donnée dans la table B.1. Les préconditions
précisent que les ordres sont définis pour des brins correctement plongés.

B.2 Spécification des files de priorité

Les files de priorité sont spécifiées sous forme de tas, eux-mémes définis comme des ta-
bleaux. La spécification TABLE de la table B.2 définit les tableaux d’éléments quelconques
de sorte Elt. Elle est paramétrée par la spécification triviale TRIV qui définit uniquement la
sorte Elt.

Les tableaux de sorte T'able sont construits a partir d’un tableau vide v et par insertions
successives d’éléments par le générateur a(7,i,z) qui ajoute au tableau 7" un élément z a
I’emplacement d’indice i. Les opérations définies sont classiques pour les tableaux. La fonction
taille(T) retourne le nombre d’éléments du tableau. Les fonctions premier(T) et elt(T,1)
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TAB. B.1: Spécifications d’ordres sur les sommels et arétes

Spéc 2-CARTE-ORDONNEE étend 2-CARTE-GEO3 avec

Opérateurs
_ <5 - : 2Carte Brin Brin — Bool (ordre sur les sommets)
- <5 - : 2Carte Brin Brin — Bool (ordre sur les arétes)
_>; _ : 2Carte Brin Brin — Bool (ordre sur les arétes)

Axiomes (M : 2Carte ; z,y : Brin)
x <$y = (9em0(C,x) < gem0(C, y))
v[(gem0(C, z) = gem0(C, y)) A(angle(C, z) < angle(C,y))]

<%y =inf_seg(gem1(C,z),gem1(C,y))
z >¢ y = sup_seg(gem1(C,z), gem1(C,y))
Préconditions
prec = <¢ y = prec angle(C, z) 5 prec angle(C,y)
prec = <¢ y = prec gem1(C,z) » prec gem1(C,y)
prec = >¢ y = prec gem1(C,z) » prec gem1(C,y)
Fin

donnent respectivement le premier et le i-éme élément du tableau. La fonction appartient(T, x)
teste 'existence de ’élément x dans T et indice(T, z) donne 'indice d'un élément x de T

Ces fonctions servent essentiellement pour définir les préconditions et les deux fonctions
principales modif(T,i,x) et echange(T,i,7) qui permettent de modifier I’élément d’indice i
de T'" et d’échanger deux éléments d’indices donnés. La précondition du générateur a assure
que toutes les cases du tableau sont remplies successivement en incrémentant d’un les indices
correspondants.

La spécification TAS de la table B.3 étend la spécification TABLE en instanciant son
paramétre par la spécification des ordres pour les 2-cartes. Les brins joueront le role des
éléments du tableau. La sorte T'as est une sous-sorte de la sorte T'able. Cela signifie que les
tas sont des tableaux particuliers ce qui permet d’utiliser toutes les opérations définies pour
les tableaux sur un tas.

En examinant les profils des fonctions de la table B.3, on peut remarquer que seules trois
opérations retournent des tas. Ces opérations sont le générateur v, le tas vide qui surcharge
le tableau vide, et les fonctions insert(T, M, x) et supprime(T, M, x) qui décrivent U'insertion
et la suppression d’un élément. Ces deux derniéres fonctions assurent que leurs résultats sont
bien des tas. L’utilisation de toute autre opération est un tableau puisqu’on ne peut plus
assurer que le résultat est bien ordonné.

Ces autres opérations sont des modifications locales du tas utilisées lors de l’insertion
et de la suppression. La premiére echqueue(A, ) supprime I'élément = du tableau A et le
remplace par le dernier élément. Le résultat est un tableau dont la taille est diminuée de un
par rapport a celle du tableau initial. La fonction minfils(A, M,i) donne l'indice du plus
petit fils de I’élément d’indice 7. Si cet élément n’a pas de fils, c’est-a-dire si c’est une feuille,
la valeur retournée est 0. Remarquons la présence du paramétre M nécessaire pour obtenir
les plongements des brins lors de leurs comparaisons.

Les fonctions remonte(A, M, i) et descent(A, M,i) sont utilisées pour permuter les élé-
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TAB. B.2: Spécification des tableaux

Spéc TABLE[T :TRIV] étend INT avec
Sortes T'able

Opérateurs

v . — Table

a : Table Int Elt — Table
taille : Table — Int taille d’un tableau)

premier : Table — Elt premier élément d’un tableau)

(arbre vide)
(
(
(
elt : Table Int — EIt (élément d’indice donné)
(
(
(
(

ajout d’un élément)

appartient : Table Elt — Bool test d’existence d’un élément)
indice : Table Elt — Int indice d’un élément)

modif : Table Int Elt — Table modification d’un élément)
echange : Table Int Int — Table échange de deuz élément)

Axiomes (A : Table ; i,j: Int ; z,y : Elt)

taille(v) =0
taille(a(A,i,z)) =i

premier(a(A,i,z)) =sii =1 alors x sinon premier(A)
elt(a(A,i,x),j) =sii = j alors x sinon elt(A4,j)

appartient(v,z) = false
appartient(a(A,i,x),y) = si x = y alors true sinon appartient(A,y)

indice(a(A,i,x),y) = si x = y alors i sinon indice(A,y)

modif(a(A,i,x),j,y) =sii=j alors a(4,i,y)
sinon a(modif(A,J,y),i, )

echange(A,i,j) = modif(modif(A,i,elt(A, 7)), ], elt(A, 1))

Préconditions

Fin

prec a(A,i,z) = (i = 1 + taille(A))

prec premier(A) = taille(A) > 0

prec elt(A,i) =1 < i < taille(A)

prec indice(A, z) = appartient(A, z)

prec modif(A,i,z) =1 <i < taille(A)

prec echange(A,i,j) =1 < i < taille(A) A1 < j < taille(A)
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ments d’un tableau, afin de les réordonner pour obtenir un tas. La premiére remonte 1’élé-
ment d’indice ¢ dans I'arbre tant qu’il est plus petit que son pére, c’est-a-dire ’échange avec
I’élément d’indice i/2 et recommence avec ce dernier élément. La deuxiéme fonction descend
I’élément d’indice ¢ tant qu’il est plus grand qu'un de ses fils et que ce n’est pas une feuille.
Pour cela, I’élément est échangé avec le plus petit de ses fils tant que I'indice de ce fils est
différent de 0 et que 1’élément est plus grand que ce fils.

Les fonctions insert(T, M, z) et supprime(T, M, x), qui ont été nommées i et s précé-
demment, sont définies uniquement pour des tas et retournent toujours des tas. Un nouvel
élément est ajouté a la fin du tableau, puis remonté dans ’arbre pour rétablir I'ordre. Pour
supprimer un élément, on ’échange avec le dernier élément, puis on remonte ou descend cet
élément suivant qu’il est plus petit ou plus grand que I’élément qu’il remplace.
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TAB. B.3: Spécification des tas

173

Spéc TAS étend TABLE[2-CARTE-ORDONNEE] avec

Sortes T'as < T'able, Elt = Brin
Opérateurs

v :— Tas (tas vide)
echqueue : Table Elt — Table (échange avec la derniére feuille)
minfils : Table 2Carte Int — Int (plus petit fils, 0 pour une feuille)
remonte : Table 2Carte Int — Table (remonté d’un élément)
descent : Table 2Carte Int — Table (descente d’un élément)
insert : Tas 2Carte Elt — Tas (insertion d’un nouvel élément)

(

supprime : Tas 2Carte Elt — Tas suppression d’un élément)

Axiomes (T : Tas ; A:Table; M :2Carte ; z : Elt)

echqueue(a(A,i,y),z) = si x = y alors A sinon modif(A,indice(A,x),y)
minfils(A, M,i) = si 2i + 1 < taille(A)
alors si elt(A, 2i) <¢ elt(A,2i + 1) alors 2i sinon 2i + 1
sinon si 2i < taille(A) alors 2i sinon 0

remonte(A, M,i) = si elt(A,i/2) <¢ elt(A,i) alors A
sinon remonte(echange(A,i,i/2), M,i/2)

descent(A, M,i) = si minfils(A, M,i) =0 alors A
sinon si elt(A,i) <¢ elt(A, minfils(A, M,i)) alors A
sinon descent(echange(A, i, minfils(A,i)), M,minfils(A,i))

insert(T, M, x) = remonte(a(T, taille(T) + 1,x), M, taille(T) + 1)

supprime(T, M, x) = si indice(T, z) = taille(T) alors echqueue(T, x)
sinon si elt(T, taille(T)) <S¢ elt(T, indice(T, z))

alors remonte(echqueue(T, x), M, indice(T,x))

sinon descent(echqueue(T, z), M, indice(T, x))

Préconditions

Fin

prec echqueue(S, ) = appartient(S, )

prec minfils(S,M,i) =1 < i < taille(S)

prec remonte(S, M,i) =1 < i < taille(S)

prec descent(S, M,i) =1 < i < taille(S)

prec insert(S, M, z) = prec angle(C,x)

prec supprime(T, M, x) = appartient(T, x) » prec angle(C, x)
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B.3 Spécification des dictionnaires

Les dictionnaires sont définis comme des arbres binaires ordonnés. La spécification des
arbres binaires génériques ARBRE, donnée dans la table B.4, est paramétrée par la spécifica-
tion TRIV. Elle définit les deux générateurs v, pour I'arbre vide, et d(G, xz, D) qui forme par
enracinement un arbre avec deux arbres G et D et un élément x.

TAB. B.4: Spécification des arbres binaires

Spéc ARBRE étend T :TRIV avec
Sortes Arbre

Opérateurs
v . — Arbre (arbre vide)
d : Arbre Elt Arbre — Arbre (générateur des arbres)
Fin

La spécification DICO étend la spécification ARBRE dont le paramétre est instancié par
la spécification des ordres pour les 2-cartes. Nous définissons un élément particulier nil qui
est utilisé pour signifier qu'une recherche dans un dictionnaire a échoué. La sorte Dico est
une sous-sorte de la sorte Arbre permettant de distinguer les arbres ordonnés des arbres
génériques. Un dictionnaire est donc un arbre créé par les fonctions d’insertion ins(D, M, x)
et de suppression sup(D, M, x).

Les fonctions décrites ici sont suffisamment classiques pour ne pas nécessiter d’explications.
Notons simplement que la fonction tinst teste si 'insertion d’un élément est possible, c’est-
a-dire teste si cet élément est comparable aux éléments du dictionnaire. Ceci est nécessaire
car I'ordre sur les segments est partiel. La fonction max donne le plus grand élément d’un
dictionnaire et la fonction supmax supprime cet élément.

La spécification RECHERCHE, qui étend DICO, définit les fonctions de recherche dans
un dictionnaire. Ces fonctions parcourent le dictionnaire et effectuent les tests géométriques
correspondants. Elles permettent de rechercher un segment égal, sécant ou co-incident au
segment d’un brin donnée de la carte. Les deux derniéres fonctions gmazinf et gminsup
retournent respectivement le plus grand (petit) brin de ’arbre dont le segment est inférieur
(supérieur) a celui du brin donné de la carte. Ces fonctions sont utilisées pour rechercher des
brins interagissant avec le brin courant dans I’ensemble des brins actifs, lors d’un balayage du
plan.
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TaAB. B.5: Spécification des dictionnaires

Spéc DICO étend ARBRE[2-CARTE-ORDONNEE] avec

Sortes Dico < Arbre, Elt = Brin

Opérateurs
nil : — Elt (élément vide)
v : — Dico (dictionnaire vide)

tins : Dico 2Carte Elt — Bool (test de possibilité d’insertion)

ins : Dico 2Carte Elt — Dico (insertion d’un élément)

maz : Dico — Elt (élément mazimal d’un dico)

supmax : Dico — Dico (suppression de I’élément maximal)

(

sup : Dico 2Carte Elt — Dico suppression d’un élément)
Axiomes (G, D : Dico; M :2Carte ; x,y : Elt)
tins(v, M, x) = true
tins(d(G,y, D), M,z) = si x < y alors tins(G, z)
sinon si z >¢ y alors tins(D,z) sinon false

ins(v, M, z) = d(v,z,v)
ins(d(G,y, D), M,z) = si x < y alors d(ins(G,z),y, D)
sinon d(G,y,ins(D, z))

maz(v) = nil

maz(d(G,z,v)) =x

max(d(G,z,D)) = max(D)

supmaz(v) = v

supmaz(d(G,z,v)) = G

supmaz(d(G, z, D)) = d(G, z, supmaz (D))

sup(v, M,z) = v

sup(d(v,z,D), M,x) = D

sup(d(G,z,v), M, z) =G

sup(d(G,z, D), M, z) = d(supmaz(G), maz(G), D)

sup(d(G,y, D), M,y) =siy <{ x alors d(G,y, sup(D,z))

sinon d(sup(G, z),y, D)

Préconditions

prec ins(D, M, z) = prec gem1(C,z) A tins(D, M, x) A x # nil
prec maz(G) = (G == v)
prec supmaz(G) = -(G ==v)

Fin




176 ANNEXE B. DICTIONNAIRES ET FILES DE PRIORITE

TAB. B.6: Spécification des opérations de recherche dans un dictionnaire

Spéc RECHERCHE étend DICO avec

Opérateurs
gequal : Dico 2Carte Elt — EIt
gsecant : Dico 2Carte Elt — EIt
gincident : Dico 2Carte Elt — Elt
gmazxinf : Dico 2Carte Elt — Elt
gminsup : Dico 2Carte Elt — Elt

(recherche d’une aréte superposée)
(recherche d’une aréte sécante)
(recherche d’une aréte incidente)
(recherche le max des inf d’un élément)
(recherche le min des sup d’un élément)

Axiomes (G, D : Dico; M : 2Carte ; x,y : Elt)
gequal (v, M, z) = nil
gequal (t(G,y, D), M, z) = si eqap(C, z,y) alors y
sinon si z >¢ y alors gequal(D, M, )
sinon si z <¢ y alors gequal (G, M, x)
sinon nil

gsecant(v, M, x) = nil
gsecant(d(G,y, D), z) = si secant(C, z,y) alors y
sinon si z <¢ y alors gsecant(G, z)
sinon si z >¢ y alors gsecant(D, )
sinon nil

gincident(v, M, z) = nil
gincident(d(G,y, D), z) = si incident2(C, z,y) alors y
sinon si z <¢ y alors gincident(G, z)
sinon si z >¢ y alors gincident(D, r)
sinon nil

gmazinf(v, M, x) = nil
gmazinf(d(G,y, D), M,z) = si z = y alors maz(G)
sinon si x <¢ y alors gmazinf(G, M, z)
sinon gmaxinf (D, M, x)
Préconditions
prec gequal(D, M, z) = prec gem1(C,x)
prec gsecant(D, M, z) = prec gem1(C, z)
prec gincident(D, M, z) = prec gem1(C, z)

Fin
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